3. série
Geometrie

1. ULOHA

Necht a, b jsou odvésny, ¢ pfepona pravothlého trojuhelnika a v vyska spusténd z vrcholu
pravého uhlu na pfeponu. Dokazte, Ze existuje trojihelnik se stranami v,c+ v,a + b a
dokazte, Ze tento trojihelnik je pravouhly.

2. ULOHA

P je vnitini bod rovnostranného trojahelnika ABC. Dokazte, Ze soucet vzdélenosti
bodu P od libovolnych dvou vrcholti trojihelnika je vétsi nez vzdalenost bodu P od
zbyvajiciho vrcholu.

3. ULOHA
Jestlize trojihelnik ma obvod s, potom pro jeho plosny obsah P plati:
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Dokazte. Kdy nastane rovnost?

4. UOLOHA
Necht P je vnitini bod trojahelnika. Dokazte, Ze soucet vzdalenosti bodu P od stran
trojuhelnika je vétsi nez jeho nejmensi vyska a mensi nez jeho nejvétsi vyska.
5. ULOHA
Naleznéte nezndmou operaci o definovanou na realnych ¢islech, pro kterou plati nasle-
dujici identity:
2 (woy) = (z-2)0 (2-1)
(zoy)+lx+y)o(z—y) =4z +y.

6. ULOHA
Naleznéte vsechna realna feSeni soustavy:

202 4+ 9% — 6y +12=0
22— 2% —day +8y+4=0.



Reseni 3. série

1. ULOHA

Chceme, aby platilo v? + (a + b)? = (c + v)?. Rozepsdnim dostaneme v* + a2 + b? +
2ab = ¢ 4+ v% + 2cv, coz jisté plati, nebot a? + b> = ¢? (a, b, ¢ jsou strany pravotthlého
trojuhelnika) a ab = cv je dvojnasobek obsahu trojuhelnika.

2. ULOHA

7Z trojuhelnikové nerovnosti plyne, ze soucet vzdalenosti bodu P od dvou vrchold je vétsi
nez strana trojuhelnika. Na druhou stranu je zfejmé, Zze vzdalenost bodu P od vrcholu
je mensi nez strana trojuhelnika (nebot cely trojuhelnik lezi uvnité kruhu se stfedem
v jednom vrcholu a polomérem rovnym délce strany trojuhelnika.

3. ULOHA
Vyjdeme z Heronova vzorce pro vypocet obsahu trojihelnika:

P=y(G-0) G0 Gy
2 2 2 2
Umocnénim obou stran na 2/3 dostaneme
2 s s s 3 /8\3
Pi= (GG G9) @)
=) GG e) G
Pouzitim nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priamérem ziskame
2 1y/rs s s s\3 1s/s\3
P (Ga)+G-0+G-)) () =52 ()
=3\ e) Tl

Odtud jiz snadno dostaneme pozadovanou nerovnost. Rovnost nastava, pokud a = b = ¢,
tedy pokud je trojihelnik rovnostranny.

4. ULOHA
Oznacme a, b, c délky stran trojuhelnika tak, ze a > b > ¢ a vzdalenosti bodu P od stran
trojuhelnika s,, sp, s.. Pak obsah S trojuhelnika mizeme spocitat nékolika zptisoby:

1 1 1
P = §a’ua = 50% =3 (asq + bsp + cse) .

Dle predpokladu je
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(asq + bsp + cs.) > ic(sa + s+ Se)
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§a(sa + Sp + S¢) >



odkud jiz plynou obé dokazované nerovnosti.

5. ULOHA

Dosadime-li do druhé identity postupné [z, y], [Z32, Z2¥

52, 752], dostaneme:

(zoy)+l(z+y)o(z-yl=4z+y

() (52 eon-3

Odecteme-li druhou nerovnost od prvni a vytkneme-li 1 za pouziti prvni identity, do-

2
staneme: )

e tyo—y)=2e- 1y

Dosazenim do druhé identity za [(x + y) o (z — y)], ziskdme x o y = x 4 2y. Stadi ovéfit,
Ze tato operace vyhovuje obéma identitam.




