4. série
Stereometrie

1. ULOHA
Existuje konvexni devitistén, jehoz vSechny stény jsou ¢tyituhelniky?

2. ULOHA
Vysetiete, pro jaké trojihelniky ABC existuje ¢tyfstén, jehoz vSechny stény jsou shodné
s trojihelnikem ABC. Vypoctéte objem takovéhoto Ctytsténu.

3. ULOHA

Necht K je konvexni mnohostén. Vzdalenosti dvou bodii na povrchu K nazveme délku
nejkratsi lomené Gary, kterd lezi celd na povrchu K a spojuje tyto dva body. (Pozn.: tato
minimdlni cesta nemusi byt uréena jednoznacné.) Ke kazdému bodu na povrchu K exis-
tuje nejvzddlenéjsi bod na povrchu K. (Pozn.: ani tento nemusi byt uréen jednoznaéné.)
Uvedte piiklady, které ospravedlni obé vyse uvedené poznamky a rozhodnéte o platnosti
néasledujiciho tvrzeni: Necht P je bod na povrchu K a @ je bod k nému nejvzdalenégjsi.
Pak existuji alesponi dvé rizné minimalni cesty z P do Q.

4. ULOHA

Bod P lezi v pruniku tfi sfér, pfiCemz zadna primka timto bodem prochazejici neni
spole¢nou te¢nou vsech tii sfér. Dokazte, Ze prinik vSech tii sfér obsahuje bod rtzny od
bodu P.

5. ULOHA

V roviné g jsou vybrany body A, B a C a podobné v roviné ¢’ jsou vybrany body A’,
B’ a C’'. Roviny ¢ a ¢’ se protinaji v pfimce p. Rovina ¢’ rotuje kolem piimky p. Necht
v né&jaké poloze roviny ¢ se piimky AA’, BB’ a CC’ protinaji v jednom bodé. Pak se
tyto pifimky protinaji v jednom bodé& pro vsechny polohy roviny o' kromé ptipadu, kdy
obé roviny splynou. Dokazte.



Reseni 4. série

1. ULOHA
Ano, viz obrazek.

Nakresleny ttvar obdrzime takto. Vezméme krychli ABCDA’B'C'D’, na jejiz hra-
nach AA’, CC’ zvolime body X, Y. Z této krychle pak ,jodfizneme“ rovinami B'D’'X,
A'C'B, B'D'Y, A’C'D vrcholy A’, B', C', D'.

2. ULOHA

Cy di C

Cy
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Vezméme dva shodné trojahelniky se stranami a, b a ¢ a polozme jeden na druhy tak, aby
strana ¢ byla spole¢nou stranou téchto trojthelnika (obr. 1). Rozevirdnim rovin téchto
trojthelnikd zvétsujeme vzdalenost boda C; a Cy (obr. 2). Ta je maximdlni v poloze,
kdy obé roviny opét splynou a body C; a Cs lezi v riznych polorovinich s hraniéni
pfimkou AB (obr. 3) Ozna¢me vzdalenost C; a Cs na obrazku 1 d; a tutéz vzdalenost
na obrazku 3 oznacme dy. Nutnou a postacujici podminkou pro existenci pozadovaného
CtyTsténu je splnéni nerovnosti

A

di <c<ds.

Tyto nerovnosti jsou splnény pravé tehdy, kdyz je trojuhelnik ABC ostrouhly. (Promys-
lete si to podrobnéji.) Necht tedy trojihelnik ABC je ostrouhly.
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Na obrazku 4 mame povrch hledaného étyfsténu rozvinuty do roviny, dale A1 B, | AB,
B1C1 || BC a C1A; || CA. Necht a = BC, b= AC, ¢ = AB,a <b<ca?2=
a + b+ c. Pridrzime-li se znaceni na obrazcich 4 a 5, vidime, Ze velikost vysky h = SO
Ctyfsténu muzeme vypocitat z pravouhlého trojuhelnika SH;O: Nejdiive vypocteme
‘SH1| = |A1H1| a |H10|

2
(AL | = =\/p(p — a)(p = D) (P — ©),
|OH:| = [HiHo| — |OHo|,  [HiHq| = [H1 A4,
velikost |OH,| mzZeme vypocitat ze vztahu

(OH,| _ |B1H.|
|ClHa‘ |ClHC‘ ,

ktery plyne z podobnosti trojuhelnika C1OH, a CyD1H,.. Jednoduchym vypoctem do-
staneme
(a® + b2 — ?)(a® + 2 — b?)

OH,| = .
Ol dar/p(p —a)(p — b)(p — ©)

Dale

h? = |[ALHL|? — (|HiH,| — |OH,))? = |OH,|(|A1H,| — |OH,]) =
(@ + 0 =)@+ =)+ —a?)
8p(p —a)(p—b)(p - ¢)

Konecné, oznacime-li hledany objem V', dostavame

V=§WM—@@—®@—@=

1
= —6\/5\/((12 +02 —c?)(a? + 2 = b?2)(b? + 2 — a?)




3. ULOHA

Tvrzeni neni pravdivé. Uvedeme piiklad konvexniho mno-
hosténu a bodu na ném takového, ze k bodu k nému nejvzda- ¢
lenéjsimu vede pouze jedna minimalni cesta. Takovym télesem
je kolmy trojboky jehlan ABCT, jehoZ podstavou je rovno-
stranny trojuhelnik ABC a trojuhelniky ABT, ACT a BCT
jsou rovnoramenné s thlem 30° pii vrcholu 7. Na obréazku je A
znazornén povrch tohoto jehlanu rozvinuty do roviny. Bod M
je stfedem tisecky AB. Usecka spojujici body M a T lezi cela
na povrchu jehlanu, tedy je to minimalni cesta z M do T a B v
vzdélenost bodtt M a T na povrchu jehlanu je |MT|. Jind mi- C
nimalni cesta z M do T zfejmé neexistuje. Nyni ukazeme, ze bod T je nejvzdalenéjsi
k bodu M.

Trojthelnik T'C’ B na obréazku je rovnostranny, a tedy <T'C’B je roven 60° a <T'C’' M
je vétsi nez 60°. Dale |[<C'TM| = 45° < |<TC’'M]|. Odtud plyne, ze [TM| > |C'M]|.
Pohybuje-li se bod S po hrané C'T od bodu T k bodu C’; velikost tsecky MS stile
klesad. Odtud plyne, ze v trojuhelniku MTC’ je nejvzdéalenéjsim bodem od bodu M
bod T. V trojthelniku MC’A ani v trojihelniku M AC neni ziejmé zadny bod, jehoz
vzdélenost od bodu M by byla vétsi nez | MT|. Vzhledem k tomu, ze pfimka C'T je osou
symetrie v naSem obrazku, muzeme nase ivahy zopakovat v jeho pravé poloviné a dikaz
je ukoncen.

4. ULOHA

Nejprve ukazeme, Ze zadné dvé sféry se nedotykaji. V opacném piipadé by spole¢na
tecna rovina k témto sféram prochézejici bodem P protinala tfeti sféru v kruznici. Te¢na
této kruznice prochéazejici bodem P by byla spole¢nou te¢nou vsech tii sfér, coz ovsem
odporuje zadani tlohy.

Tedy dvé sféry se protinaji v kruZnici k, kterd zrejmé obsahuje bod P. Tato kruz-
nice nemuze mit s tfeti sférou pouze jeden spoleény bod, jinak by te¢na ke kruznici k
prochazejici timto bodem byla spole¢nou te¢nou vSech tii sfér. Tedy existuji dalsi body
v pruniku tfeti sféry s kruznici k, coz bylo dokézati.

5. ULOHA

Nejprve dokdZeme, Ze z naSich pfedpokladt plyne, Ze se piimky AA’ a BB’ protinaji

pii jakékoliv poloze roviny ¢'. V pocateéni poloze se tyto pfimky protinaji, tedy body

A, A’, B a B’ lezi v jedné roviné. Rozeberme dvé moZnosti

(1) Piimky AB a A’B’ jsou rtiznobé&zné. Jejich prusec¢ik O nutné lezi na p¥imce p.

Déle |OA| - |OB’| # |OB] - |OA’|, nebot pfimky AA’ a BB’ nejsou rovnobézné.
(Rovnost nastavéa pravé tehdy, kdyz jsou tyto pfimky rovnobézné.) Rovnost vsak
nenastane v zaddné poloze roviny ¢, nebot velikost tise¢ek OA’ a OB’ se neméni.
(Bod O se nepohybuje.) Tedy piimky AB a A’B’ jsou stdle riiznobézné, a tedy
se protinaji.



(2) Ptimky AB a A’B’ jsou rovnobézné. Pak jsou také rovnobézné s ptimkou p.
Vektory AB a ﬁ jsou opac¢né orientované. Tato vlastnost se zachovava pri
pohybu roviny o', a tedy piimky AB a A’B’ se stale protinaji.

Necht piimky AA’, BB’ a CC’ v poéatecni poloze nelezi v jedné roving. Pak v Zaddné
poloze roviny ¢’ nelezi v jedné roviné, ale podle vyse dokdzaného se v kazdé poloze roviny
¢’ po dvou protinaji. Snadno nahlédnete, Ze se vzdy protinaji v jednom bodé.

Necht piimky AA’, BB’ a CC’ v pocateéni poloze lezi v jedné roviné. Pak si vypo-
mtiZeme piimkou DD’, kterd s vySetfovanymi pfimkami neleZi v jedné roviné, prochdzi
jejich prisecikem a D € g a D’ € ¢'. Pouzitim piedchozi ivahy na trojice pfimek AA’,
BB', DD' a AA’, CC’, DD’ dostavame kyzené.

Oznaéme M, prusecik primek AA’, BB’ a CC’ v pocatecni poloze. Vedme timto
bodem rovinu 3 kolmou k pfimce p a povS§imnéme si, Zze bod M (prusecik piimek AA’,
BB’ a CC’ v obecné poloze) tuto rovinu nikdy neopusti. Vedme v roviné 8 bodem M
piimku f rovnobéZnou s rovinou ¢’ a dokazme sporem, Ze poloha priiseciku této piimky
s rovinou ¢ (ozna¢me ho F') nezavisi na poloze roviny o¢': Necht v po¢ateéni poloze je
prisecikem bod Fj a v néjaké jiné poloze bod Fy a Fy # Fy. V této druhé poloze roviny
o' pfimka MFy (M # Fy, jinak totiz Fy = M = F) protind rovinu ¢’ v néjakém bodé
F’. Podle vyse dokdzaného v pocateéni poloze piimka FyF’ také prochizi bodem M,
tedy splyva s pfimkou f, ale jisté neni rovnobézna s rovinou ¢’ a to je spor. Analogicky
ukdzeme, 7e poloha (rozumi se poloha tohoto bodu v roviné o’) priseciku G roviny o
s primkou g, ktera lezi v roviné 3, prochazi bodem M a je rovnobézna s rovinou g, se
nemeéni.

Pii pohybu roviny ¢’ se bod M pohybuje v roviné 3 kolem bodu F, m4 od né&j stéle
stejnou vzdalenost, kterd je rovna vzdalenosti bodu G od pfimky p. Hledand mnozina
je tedy kruznice se stfedem v bodé F a polomérem |F My, ze které vyjmeme dva body
— pruseciky této kruznice s rovinou p.



