5. série
Délitelnost

1. ULOHA
Necht k je prirozené éislo, pak existuje prirozené &islo n tak, ze k2" + 1 je prvodislo.
Dokazte nebo vyvratte.

2. ULOHA

Najdéte vSechna prirozend ¢isla p, kterd maji nasledujici vlastnost: Necht m je pfirozené
éislo a p déli m. Necht n je pfirozené ¢islo, které vznikne z m ,,obradcenim poradi“ cifer
v dekadickém zéapisu ¢isla m. Potom p déli také cislo n.

3. ULOHA
Dokazte, ze existuje Cislo, které neobsahuje ve svém dekadickém zépisu cifru 0 a které
je délitelné ¢islem 51900,

4. ULOHA

Necht n je pfirozené ¢islo, pak kazdé prirozené ¢islo mensi nez n! lze zapsat jako soudet
nejvyse n ruznych séitanch, z nichz kazdy je délitelem cisla n!.

5. ULOHA

Existuje pfirozené ¢islo m s nasledujici vlastnosti: ciferny soucet ¢isla m je 1000, ciferny
soucet ¢isla m? je 10002 ?



Reseni 5. série
1. 0LOHA

Nejprve dokazeme nékolik pomocnych tvrzeni:

Lemma 1. Nechf mnozina A C Z méa nasledujici vlastnosti!

(1) a,be A=a+be A,
(2) ae A, k€eZ=kacA.

Pak existuje ¢islo n € N tak, Ze mnozina A je tvofena pravé vSemi nasobky ¢isla n, tedy
(R) A= {kn;keZ}.

Dukaz: Polozme n = min{a € A;a > 0} a dokazme rovnost (R):

(1) A D {kn;k € Z} — tato inkluze plyne z vlastnosti (2) mnoziny .A.

(2) A C {kn;k € Z} — tuto inkluzi dokdzeme sporem. Necht existuje prvek p €
A\ {kn;k € N}. Mtzeme predpokladat (opét diky vlastnost (2)), ze p > 0.
Vydélme (se zbytkem) ¢islo p ¢islem n:

p=qn—+r q€eZ, 0<r<n,

neboli 7 = p — gn, tedy (dle vlastnosti (1) a (2)) » € A a to je spor, nebot n je
nejmensi kladny prvek mnoziny A.

Lemma 2. Necht a,b € Z. Potom mnozina
A={ka+1bk,1e€Z}

ma vlastnosti (1) a (2) z lemmatu 1 a je tvofena vSemi nasobky nejvétsiho spole¢ného
deélitele cisel a a b.

Diikaz: Cislo n z ditkazu lemmatu 1 je délitelem &isla a i b (rozmyslete si to ditkladng).
Na druhou stranu kazdy spolec¢ny délitel ¢isel a a b déli vSechna ¢isla tvaru ka + 1b, to
jsou ovsem také cisla tvaru kn, tedy kazdy spolecny délitel ¢isel a a b déli ¢islo n, tedy
n je néjvétsi spolecny délitel cisel a a b.

Lemma 3. Necht a a b jsou nesoudélné. Potom

{ka+ bk 1L} =T.

Dikaz: Ziejmy.

1V algebfe se takovato mnozina nazyva ideal.



Cinska véta o zbytcich Necht aq, a9, ..., a; jsou nenulova po dvou nesoudélna cela
¢isla, pak pro libovolna celé Cisla 1, zo, . . . , T} existuje celé ¢islo x, které spliiuje rovnosti

T =x; mod a; , 1=1,2,... k.

Dikaz: Tvrzeni dokdZzeme indukci podle k. Necht k = 1, pak staci zvolit x = x1. Necht
tvrzeni plati pro m < k, dokdzeme je i pro k + 1.
Dle indukéniho predpokladu nalezneme ¢islo z spliiujici rovnosti

Z=m; mod a;, 1=1,2,...,k.

Polozme a = ajas . .. ay. Cisla a a a1 jsou nesoudélna. Hledejme ¢islo x ve tvaru z+la,
kde [ je né€jaké prirozené cislo. Zcela jisté

T =x; mod a; , i=1,2,...,k.

Ukéazeme, ze lze zvolit | tak, aby © = zp41 mod ag41, tedy z + la = x4 mod apy1 a
tedy, Ze existuje prirozené cislo n tak, ze nagy1+la = x11—2. Vzhledem k nesoud€lnosti
Cisel a a agy1 1ze podle lemmatu 3 takova ¢isla [ a n zvolit a dikaz véty je ukoncen.
Nyni pristoupime k samotné tiloze. Tvrzeni neplati — dokazeme, Ze existuje k tak,
7e pro viechna n je k2" + 1 ¢slo slozené. Nejprve ovéite, ze éisla a,, = 22" + 1 pro
m =0,1,2,3,4 jsou po dvou nesoudélnd, &slo 232 + 1 = (232 — 1) + 2 = (216 +1)(2® +
1)(24+1)(22+1)(2+1)(2—1)+2 = apaiazazas+2 = 2 (mod a),, je nesoudélné s kazdym
z lichych ¢isel a,, pro m = 0,1,2,3,4. Dale je toto cislo délitelné c¢islem 641, ale neni

délitelné ¢islem 641%. Polozme? a5 = 641 a ag = 2221 Cisla ag, a1, ..., as jsou po dvou
nesoudélna. Polozme x,, = 1 pro m = 0,1,...,5, z¢ = —1 a pouzijme ¢inskou vétu
o zbytcich. Existuje tedy k tak, ze x =1 mod a,, prom =0,1,...,5a = —1 mod ag.
Takové k lze pfitom zvolit tak, aby k& > max{ag,as,...,as}. DokdZeme, Ze libovolné

¢islo tvaru k- 2" + 1, kde n € N, je slozené.

Necht n = 2™p, kde m € {0,1,2,3,4} a ¢éislo p je liché. Potom dostavame k-2" +1 =
2" +1mod ay,, 2" +1=22"P4+1=(a, —1)P+1=(-1)?+1mod a,, k-2"+1=
0 mod a,.

Necht n = 2°p, kde p je liché. Potom k-2" +1=2" +1 mod a5,2" +1 =23 +1 =
(=1)? + 1 mod as, k-2"+1=0 mod as.

Necht nakonec n = 2%p, kde p € N. Potom k-2" + 1 = —2" + 1 mod ag, 2" — 1 =
2047 — 1 = (-1)?? — 1 mod ag, k- 2" +1 =0 mod ag.

Ponévadz ¢islo k- 2™ +1 > k je vétsi nez libovolné z prvocisel ag,aq,...,a6 a je
délitelné alespon jednim z nich, musi byt slozené.

2. ULOHA
Nejprve si povsimneme, ze p je nesoudélné s cislem 10. Jisté existuje ¢islo délitelné p,
které zaina cifrou 1. Pozpéatku napsané ¢islo kondi cifrou jedna, neni tedy délitelné

2Doufam, e vas nevyvede z miry rizna definice &isel a,, pro riizni m



dvojkou ani pétkou.
Nyni uvazujme ¢islo délitelné ¢islem p, které zacind ciframi 500. ... Nechf m4 tvar A =
500aiaza;3 . ..a;, a; € {0,1,2,...,9}, ¢ =1,2,...,1. Pak jsou éislem p také délitelnd
¢isla

(1) B=ay...a3a2a1005 (¢islo A zapsané pozpétku)
(2) C =ay...a3a2a,01000a az2a3...a; (soucet ¢isel A a 10'12B)
(3) D =ay...a3a2a4100010a;1a2a3 ...a; (Cislo C zapsané pozpatku)

(4) 99 .10t (rozdil ¢isel C' a D)
Cislo p tedy nutné déli éislo 99. Tato podminka je, jak snadno nahlédnete, jiz postadujici.
(Uvazte kritéria délitelnosti trojkou, devitkou a jedenactkou.)

3. ULOHA

Cislo 599 konéi cifrou 5. Nevyskytuji-li se v dekadickém zépisu tohoto &isla nuly, jsme
hotovi. V opa¢ném piipadé uvazujme nulu ,nejvice vpravo®“. Necht je na k - tém misté
(po¢itano od prava). Pfi¢téme k tomuto &islu é&islo 5190°10%~1, Vysledkem je ¢islo, které
na prvnich & mistech neobsahuje nulu,a piitom je délitelné ¢islem 5'9°°. Opakujme tuto
proceduru, az dostaneme ¢islo, které je délitelné ¢islem 51°°° a na prvnich tisici mistech
neobsahuje nulu. Nyni vezmeme ¢islo tvorené poslednimi tisici ciframi tohoto ¢isla a
jsme hotovi. (Zdtivodnéte podrobnéji.)

4. ULOHA

Tvrzeni dokézeme indukci podle n. Pokud n = 2,3, je tvrzeni ziejmé. Necht tvrzeni
plati pro vSechna m < n, dokdzeme je i pro n + 1.

Necht a < (n+ 1)!. Vydélme &islo a éislem n + 1 se zbytkem:

a=dn+1)+r, d<nl, r<n+1.

Podle indukéniho pfedpokladu d = dy +da + - - - + d;, kde d; jsou po dvou rtizni délitelé
éisla n! a | < n. Potom

a=di(n+1)+da(n+1)+ - +din+1)+r,

coz je hledany rozklad.

5. ULOHA

Ano. Necht n je néjaké k ciferné ¢islo, v jehoz zapisu se vyskutuji pouze cifry 1 (m-krét)
a 0 (k —m-kréat). Ciferny soucet tohoto ¢isla je tedy m. Necht ciferny soucet ¢isla n? je
m?. (Najdéte jednoduchy piiklad takovéhoto éisla.) Polozme n; = 10¥*1n 4 1. Potom
ciferny soudet &isla nq je m + 1 a ciferny soudet ¢isla n? je (m + 1)2. (Rozmyslete si to
podrobné!) Nékolikerym opakovanim tohoto postupu dostéavame kyzené.



