7. série
Ulohy o pokryti

1. ULOHA
V roviné je tisic thlf, pfiemz soucet jejich velikosti je mensi nez 27. Je mozné tyto thly
rozmistit v roviné tak, aby ji celou pokryvaly?

2. ULOHA
Na kruhovém stole o poloméru R lezi bez prekryvani n minci o poloméru r. Pritom
zadnou dalsi minci nelze na stil polozit. Dokazte

1 (R - 1) <Vn< E.
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3. ULOHA

Dokazte, ze libovolnych n bodd v roviné lze pokryt koneénym poctem kruhu tak, ze
soucet priameériu vSech téchto kruhii je mensi nez n a vzdalenost mezi kazdymi dvéma
kruhy je vétsi nez 1.

4. ULOHA
Je dan ¢tverec 30 x 30. Lze jej pokryt 100 ¢tverci 2 x 2 a 125 obdélniky 4 x 1?7

5. ULOHA
Roziezme ¢tverec na ostrouhlé trojuihelniky. Dokazte, ze jich musi byt vzdy aspon osm.



Reseni 7. série

1. ULOHA
Neni to mozné. Pokud bychom vrcholy vSech thlid umistili do jednoho bodu S, pak
ziejmé dané Uhly nepokryvaji zddnou kruznici se stfedem S. Uvazujme jiné rozmisténi
danych thla. Potom existuje kruznice se stfedem S a polomérem r tak, ze vrcholy vsech
uhla lezi uvnitf této kruznice. Sestrojme novou kruZnici k se stfedem S a polomérem
R takovym, Ze & je ,velice malé“. Potom se ithlova velikost oblouku, ktery na kruznici
k vytina kazdy z uhla, bude jen ,velice malo“ lisit od velikosti tohoto thlu. Proto pfi
dostatecné velkém R bude soucet tthlovych velikosti vytatych obloukd mensi nez 27 a
na kruznici k£ budou existovat body, které nelezi v zadném thlu.

K tomu, aby byl diikaz naprosto korektni je potfeba pro dané € > 0 a dané r > 0 najit
R tak, aby bylo splnéno nasledujici tvrzeni: Uhel o velikosti av s vrcholem ve vzdéalenosti
mensi nez r od stfedu S kruznice k o poloméru R vytina na této kruznici oblouk, jehoz
thlova velikost je mensi nez a + €.

2. ULOHA
Plocha stolu je vétsi nez plocha pokryta mincemi. Proto nmr? < mR? a odtud

R
Vn < -

Zvétsime-li polomér vSech minci o r, pak tyto zvétsené mince beze zbytku pokryvaji stil,
jehoz polomeér je zmenseny o r. Kdyby existoval na zmenseném stole bod, ktery by nebyl
pokryt zvétSenymi mincemi, pak bychom mohli na stil polozit dalsi minci (jeji st¥ed by
byl v tomto bodé). Proto soucet ploch zvétsenych minci je vétsi nez plocha zmenseného
stolu, tj. m(R —r)? < 4nr?. Odtud

1(1%——1) <+/n.
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3. ULOHA
Vezméme néjaké a > 0 a sestrojme kruhy o poloméru a se stfedy v zadanych bodech.
Vezmeéme né&jakou dvojici (pokud néjaké takova dvojice existuje) protinajicich se kruht
a nahradme je jednim kruhem, ktery pokryva oba tyto kruhy a jehoZ polomér neni vétsi
nez soucet polomeért puvodnich kruhii. Toto opakujme tak dlouho, az dostaneme m < n
navzajem disjunktnich kruht, které obsahuji dané body a ptivodni kruhy o poloméru a.
Soucet jejich poloméru je nejvyse na. Zmenseme nyni polomeér téchto kruhi o ¢islo b,
0 < b < a. Zmensené kruhy budou pokryvat zadané body (pro¢?), soucet jejich polomérii
bude nejvyse

2na — 2mb < 2na — 2b



a vzdalenosti mezi nimi budou vétsi nez 2b. Nyni stacéi vybrat ¢isla a > b > 0 tak, aby
2na — 2b < n a 2b > 1. Témto nerovnostem vyhovuje napf.
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4. ULOHA

Obsah ¢tverce 30 x 30 je stejny jako soucet obsahti 100 ¢tverct 2 x 2 a 125 obdélnik
4 x 1. Pomoci rovnobézek se stranami rozdélme ¢tverec 30 x 30 na 900 ¢tverci o strané 1.
Existuje-li pozadované pokryti, pak kazdy pokryvajici pravothelnik pokryva praveé ¢tyti
z téchto jednotkovych ¢tverci a zadné dva pokryvajici pravothelniky se nepiekryvaji
ve vnitfnich bodech. Z 900 jednotkovych ¢tvercti obarvime nyni pravé ty, které lezi
soucasné v sudych sloupcich a sudych fadcich. Obarvenych ¢tvercu je potom 225. Kazdy
obdélnik 4 x 1 pokryvajici 4 jednotkové ¢tverce pokryva pravé 2 obarvené ¢tverce nebo
nepokryva zadny obarveny ctverec. Kazdy ¢tverec 2 x 2 pokryvajici 4 jednotkové ctverce
pokryva pravé jeden obarveny ¢tverec. Tedy 100 ¢tverci 2 x 2 a 125 obdélnikt 4 x 1,
které se navzajem nepfekryvaji, muze pokryvat pouze sudy pocet obarvenych Ctverct.
Tedy nemohou pokryvat atvar, ve kterém je lichy pocet obarvenych ¢tverct.

5. ULOHA

Uvazujme ¢tverec ABCD roziezany na ostrouhlé trojuhelniky. Aspon jeden z vrcholu
téchto trojuhelnikt lezi uvnitt ¢tverce. (Rozmyslete si, Ze jinak by jeden z trojuhelniki
byl pravothly.) Z vrchold trojihelniki, které lezi uvniti ¢tverce, vybereme ty, které lezi
nejblize ke strané AB, a z nich ten, ktery lezi nejblize ke strané DA, oznacime M.
Analogicky N je vrchol nékterého z trojuhelnikti, ktery lezi uvnitf étverce a ze vSech
vrchold nejblizsich k C'D je nejbliz BC'. Z toho, jak jsme body M a N definovali, plyne:
lezi-li M nebo N v nékterém trojihelniku, pak je jeho vrcholem. Protoze M a N jsou
vrcholy ostrothlych trojihelnikid, musi kazdy z nich lezet aspon v péti trojithelnicich.
Pokud M # N, mohou byt dva z téchto trojuhelnikii spoleéné pro oba body, tedy
trojuhelniki je alespon 8. Piipad M = N nemuze nastat. Pak by totiz vSechny ostatni
vrcholy trojahelnikt leZely na hranici ¢tverce a alespon jeden z trojuhelniki by byl
pravouhly nebo tupothly. (Rozmyslete si, proé!) Na 8 ostrothlych trojihelnikti mizeme
¢tverec roziezat napt. takto:




