3. série
Diskrétni Glohy

1. ULOHA
Jista organizace ma n ¢lend a n + 1 t¥iclennych komisi, z nichz kazdé dvé maji rizné
slozeni. Dokazte, ze existuji dvé komise, které maji spoleéného pravé jednoho c¢lena.

2. ULOHA

Mezi kazdymi dvéma mésty v jistém kraji je pravé jeden druh spojeni: autobusové,
vlakové nebo letecké. VSechny tii druhy spojeni jsou v tomto kraji pouzity, avsak zadné
mésto nepouziva vSechny t¥i a zadna tfi mésta nejsou vzajemné propojena tymz druhem
spojeni. Urcete maximalni pocet mést v tomto kraji.

3. ULOHA

KaZda mnozina z konecného systému A podmnoZin realné primky je sjednocenim dvou
uzavienych intervald. Navic kazdé tfi mnoziny z A maji neprazdny prunik. Dokazte, Ze
existuje bod, ktery patfi alespon do poloviny mnozin z A.

4. ULOHA

Necht M je mnozina n bodt, kde n > 2. Necht H je neprazdny podsystém 2" podmnozin
M uzavieny na sjednoceni a doplnék (jsou-li A, B v H, pak také AUBjev HaM— A
je v H). Kolik prvk miize mit mnozina H ? DokaZte.

5. ULOHA

Mate dfevény kvadr m x n x r cm (m, n,r jsou pfirozen ¢isla). Obarvéte veSkery povrch
kvadru, ten pak roziezete na krychlicky 1 x 1 x 1 cm, nacez zjistite, ze presné polovina
krychlicek je netknuté barvou. Dokazte, Ze pocet rtiznych kvadri (o riznych rozmeérech),
které maji tuto vlastnost je konecny.



Reseni 3. série

1. ULOHA
Tvrzeni dokdzeme indukci. Pfedevsim vidime, Ze predpoklad nemuze byt splnén pro
n < 5, to znamen4, Ze tvrzeni plati. Necht nyni n > 5 a pro vSechna n’ < n je jiz tvrzeni
dokézano. A predpokladejme, Ze mame organizaci s n ¢leny a n + 1 riznymi komisemi,
avSak zadné dvé komise bud nemaji spole¢ného zddného ¢lena nebo maji spole¢né pravé
dva cleny.

Protoze se kazda z n + 1 komisi sestava ze tii osob, v komisich je celkem 3n + 3 mist.
Kdyby kazdy byl nejvyse v tfech komisich, pak by bylo obsazeno nejvyse 3n mist. Nékdo
je tedy ¢lenem alespoii Gtyi komisi. Rekileme, Ze A je ¢lenem komisi Ky, Ko, K3, Ky.
Necht K1 mé ¢leny A, B,C. Z naseho predpokladu plyne, Ze kazdé dvé komise, které
maji spoleéného ¢lena A, maji navic spoleéného jesté jednoho ¢lena. Tudiz do kazdé
z komisi KCq, K3, K4 patii také B ¢i C'. Muzeme tedy predpokladat, ze komise K1, Ko,
Ks, K4 maji nasledujici slozeni:

K:llA,B,C ’CQZA,B,D ’Cg:A,B,E IC4:A7...

Komise K4 vSak musi sdilet dva ¢leny s kazdou z komisi K1, Ko, K3, tedy i ona nutné
ma za Clena B. Symetricky, kazda dalsi komise, kterd ma za ¢lena B, musi mit taktéz
za Clena A.

Necht Ky, ..., Ky jsou vSechny komise majici za ¢leny A i B. To je k komisi, jejichz
¢leny je dohromady k 4+ 2 osob. Zbyvajicich m =n—k —2slouzivn+1—k=m+3
komisich Kx41, ..., nt1, 2z nichz zddnd nema za ¢lena nékoho, kdo by slouzil v prvnich
k komisich. Protoze Kq,..., K, nevycCerpavaji vsechny komise, je m > 3. Uvazime-li
nékterych m + 1 zbyvajicich komisi, pak podle indukéniho pfedpokladu existuji dvé,
které maji spoleéného pravé jednoho c¢lena, coz je spor.

Dokazali jsme tedy, ze dané tvrzeni plati i pro dané n.

2. ULOHA
Ukazeme, Ze maximalni pocet jsou Ctyti. Ten je dosazen, jestlize mésta A, B jsou spojena
vlakem, C; D autobusem a vSechny ostatni spoje jsou letecké.

Nejprve ukazme, ze zadné mésto nemuze byt spojeno s tfemi ostatnimi stejnym dru-
hem spojeni. Reknéme, Ze A je spojeno s mésty B, C, D vlakem. Mésta B, C, D pak
ale mezi sebou nemohou pouzit vlakové spojeni a nemohou také pouzivat pouze letecké
nebo pouze autobusové spojeni. Z toho vSak plyne, Ze jedno z nich pouziva vSechny tti
druhy spojeni, coz je spor. Kazdé mésto tedy pouziva dany druh spojeni nejvyse do dvou
mést, navic pouziva nejvyse dva druhy spojeni. Tudiz pocet meést je nejvys pét.

Predpokladejme nyni, Ze mést je pravé pét, najdeme-li spor, jsme hotovi. Necht tedy
A je spojeno s B, C zpisobem M; a s D, E zpusobem M;. Protoze C pouziva M,
muZzeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, ze C' je spojeno s D taktéz pomoci M.



Nebot spojeni mezi D a F nemiize byt typu My, musi byt typu M;. Spojeni mezi C a
FE pak musi byt M. Pokracujeme-li takto dale, dojdeme k zavéru, ze druh spojeni Mj3
vibec neni pouzit, coz je spor.

3. ULOHA
Necht systém A sestavd z mnozin Fi,..., F,. Kazd4d mnozina F; mize byt vyjadiena
jako F; = [a;,b;] U [c;,d;], kde a; < b; < ¢; < d;. Necht @ = max{a;;i = 1,...,n}
a d = min{d;;i = 1,...,n}, a = a; pro jisté j € {1,...,n} a d = dj, pro jisté k €
{1,...,n}. DokaZzme, Ze do kazdé mnoZiny F; patii a nebo d. Necht tomu tak neni, tedy
jisté F; neobsahuje ani a, ani d. Protoze a; < a = aj, je nutné F; N [a;, b;] = (). Protoze
d; > d =dy, je F, N [c;,d;] = 0. Z toho ale plyne, ze F; N F; N Fj, = (), coz je spor.
Dokézali jsme tedy, ze bud a pat¥i alespoil do poloviny mnozin ze systému A anebo
d patii alesponi do poloviny mnozin z A.

4. ULOHA
Nejprve poznamenejme, ze je-li A, B € H,paki ANB=M— (M —-A)U(M—-B)) € H.
Tedy H je také uzavien na operaci priniku.

Protoze systém H je neprazdny, obsahuje alesporn jednu mnozinu A. Pak ale také
(M-—A)eHatedyiM=AUM—-A)eHall=M—-M e H.

Pro kazdé x € M uvazujme mnozinu By, ktera je prunikem vSech A € H obsahujicich
x. Protoze H je kone¢ny systém mnozin uzavieny na pruniky, jei B, € H. Navic z € B,
a pro kazdou A € H je bud AN B, = B, nebo AN B, = (. Nechf z1,...,z, jsou
takové, Ze By, , ..., By, tvori disjunktni rozklad mnoziny M, tj. By, U---UB,, =M a
B, NB,, = pro i # j. Pro kazdy podsystém tohoto rozkladu By, ..., By, Je ziejmé
By, U---UBg, €H.

Na druhou stranu nechf C' € H, potom C' = CN(B;, U---UB,,) = (CNBg,)U---U
(C N B,,) apro kazdé i je bud C' N B,, = B,, nebo C N B,, = (. Tedy C je opét tvaru
C = By, U---U By, , pricemz toto vyjadreni je jednoznacné. Z toho plyne, Ze pocet
mnozin v H je roven po¢tu podmnozin mnoziny {1,...,p}, coz je 2P.

Naopak pro kazdé 2¢ (i = 1,...,n) dokdzeme ziejmé najit systém H danych vlastnosti
sestavajici z 2* mnozin.

5. ULOHA

Neobarvené krychlicky ptivodné tvofily blok o rozmérech (m — 2) x (n — 2) x (r — 2).
To, Ze ptfesné polovina krychlicek je neobarvenych je tedy vyjadreno rovnici m -n -r =
2(m — 2)(n — 2)(r — 2), kterou muiZeme psat ve tvaru
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Tedy 5 < m=z 2 < \3[ coz déva odhad 4 < m < 10.

Je zde tedy pouze konecné moznosti pro nejmensi rozmér m. Pro pevné m miizeme
puvodni rovnost prepsat do tvaru
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a podobné jako v pfedchozim piipadé dostavame, ze
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tedy 2(m o) < n== 2 <. /m < 1. Pro pevné m pfichézi v ivahu tedy pouze konecné

moznosti pro n. Nakonec pro dané m, n existuje zjevné nejvys jedno r splnujici rovnost

Ukézali jsme, Ze existuje pouze kone¢né trojic (m,n,r) pfirozenych ¢isel splitujicich
() takovych, ze m < n < r. Pfehdzenim pofadi se v8ak pocet trojic zvysi nejvyse
Sestkrat.



