7. série
Od kazdého néco

1. ULOHA
Mate dano liché prirozené ¢islo m. Najdéte nejmensi prirozené n > 1 tak, aby m™ — 1
bylo beze zbytku délitelné &islem 21993,

2. ULOHA

Bud n > 2 pfirozené ¢islo a T mnozina usporddanych n-tic nul a jednidek takova, ze
libovolné dva jeji prvky se lisi aspon na tfech mistech. Dokazte, ze T' obsahuje nejvyse
f—_:l n-tic.

3. ULOHA

V prostoru je dana rovina. Jak umisit do prostoru pravidelny dvanactistén tak, aby jeho
prumét do oné roviny byl nejveétsi?

4.ULOHA
Reste funkcionélni rovnici
(1 —cos(x+y))(fx —y+2)+ f(—z+y+2) = f(z+zcos(x +y))+
+2f(2) cos(z +y) — cos’(x +y) f(2) = f(z —y) — f(—v),

kde f: R —R; z,y,z € R.

5. ULOHA

Predpoklddejme, ze je zndmo, ze pro libovolny polynom P nabyvé funkce x — |P(z)]
na libovolném uzavieném intervalu svého maxima. Najdéte polynom nejvyse druhého
stupné P(z) = ax? + bx + ¢, pro ngjz je maximum vyrazu

’P(:c) —x3|

na intervalu (—1,1) nejmensi.



Reseni 7. série

1. ULOHA
Nejprve ukazeme, ze staci hledat n jako mocninu dvojky. Pokud je [ liché, je

mF — 1 = (mF) 1= (mF — 1)(mPD k=D ),
druhd zavorka obsahuje soucet [ lichych cisel, je tedy licha. Plati tedy
20 |m2 -1 = 2% | m2 — 1.
Déle si uvédomme vztah
(281 +1)% = 22k 4 281 ¢ 1.

Vidime, 7e pro k > 1 je 2k > k + 1, a tedy (2¥1 + 1)? lze psat ve tvaru 2¥*1; + 1 (pro
néjaké I; liché). Jinak méme (214 1)? —1 = 4/(l+ 1) a mocnina dvojky, ktera presné déli
toto Cislo je o dvé vétsi nez mocnina dvojky, kterd presné déli [ + 1. Zapiseme-li m — 1
(coz je sudé &islo) ve tvaru 2F1, je

— pro k > 1993 rovno n = 1;

— pro k <1993, k£ > 1 rovno n = 1993 — (k — 1);

— pro k < 1993, k = 1 rovno n = 2 + 1993 — (2 + ordy(l + 1)), to jest n =

1993 — ords (1 4 1),

kde ord, n znaci exponent u prvocisla p pfi prvociselném rozkladu ¢isla n. Ve druhém
piipadé je totiz m? — 1 délitelné vzdy pravé mocninou 2¢+7~1; ve t¥etim je mocnina,
ktera presné déli m? — 1 rovna 227012041 5 d4l uz se to zvysuje po jedné.

2. ULOHA
Dvé n-tice nazveme sousedni, jestlize se lisi pravé na jednom misté. Kdyby 7" obsahovala

aspoil n% + 1 n-tic, tyto n-tice by mély aspon n - (n% + 1) sousedu. Kdyz k tomuto

poctu jesté pricteme pocet n-tic v T, tj. Tf—:l + 1, dostavame celkem 2" + n + 1 n-tic,
ale pocet vSech n-tic je pouze 2", néjaké jsme tedy pocitali dvakrat, coz znamena, ze
nékteré n-tice z T' mély spole¢ného souseda a jejich vzdalenost tedy byla mensi nez tii,
coz je ovSem ve sporu s predpokladem, Ze se 1isi aspon na tfech mistech.

4. ULOHA

Dosadime-li za x a y nuly, dostaneme 2f(z) = f(0), tedy funkce je konstantni. Dosadime-
li za f(a) konstantu ¢, dostaneme ¢(1 — cos(z +y)) = 0, tedy ¢ = 0. Dosazenim ovéfime,
Ze nulova funkce vyhovuje.



5. ULOHA
Pro polynom P oznafme ||P|| maximum jeho absolutni hodnoty na intervalu (—1,1).
Ovéite, ze plati nasledujici tvrzeni:
i) || P|| = 0 pravé tehdy kdyz P = 0;
i) ||aP] = ol [P VoeR;
iii) [P+ QI <[Pl + Q-
Zobrazeni |-||, které spliiuje takovéto podminky, se vétSinou ¥ikad norma. Ulohu pak
muzeme preformulovat tak, ze hleddme mezi polynomy stupné nejvyse 2 ten, pro néjz
mé P — 22 nejmensi normu.
Nejprve ukazeme, Ze pii hleddni minima se sta¢i omezit na polynomy typu P(z) = bz,
kde b je redlna konstanta. Mame-li polynom P nejvyse druhého stupné P(z) = ax? +

bz + ¢, oznaéme P*(x) = —P(—2) = —az? + bz — ¢ polynom, jehoz graf je s ptivodnim
soumérné sdruzeny podle pocatku. Protoze (—x)3 = —a? (tzv. lich4 funkce), neni tézké
zjistit, ze ||P — a®|| = || P* — 2®||. Z trojthelnikové nerovnosti (podminka iii) z minulého

odstavce) pak méme pro Py = (P + P*) nerovnost
1 * 1 *
1Po = 2% = 5 [|(P = 2%) + (P =2®) [ < 5 ([P = o[ + [P = 2°[]) = [|P = =°],

je vSak Py(x) = bx.
Polynom 2% — bz je lich4 funkce, sta¢i tedy maximum jeji absolutni hodnoty hledat
na intervalu (0,1). Jeji absolutni hodnota je nezadporna, nabyva tedy maxima soucasné

s funkci
/2|23 — ba? = ¥/222(b — 22) (b — 22),

coz je podle AG nerovnosti mensi nebo rovno ¢islu

222 + (b —22) + (b — 2?) 2
3 -3

s rovnosti pravé tehdy kdyz 222 = b — 22, tedy = = tuvahy ovSem plati pouze pro

b
3
b >0, z2 < b. Pfipadem b < 0 se nem4 smysl zabjvat, protoze pak Hx3 — bJ;H >1-b>
1 = ||23|. RovnéZ tak nemé smysl uvazovat b > 1 (porovnénim s z* — x). Musime

tedy jesté vySetiit chovani 2® — bx na intervalu (b, 1). Tam je to ovSem funkce rostouci,

maxima tedy nabyva v bodé 1, hodnota je 1 — b. Hodnota v bodé \/g je

3
ﬁ W Y
3 3 V27

absolutni hodnota tedy pro b € (0, 1) roste. Vzhledem k tomu, Ze norma je rovna maximu
ze dvou vyrazi, z nichZ jeden roste a druhy klesa, je nejmensi, pokud jsou si rovny
(existuje-li takové b). To nastane pro b = %. Z polynomu typu bz je tedy nejlepsi %x.



Zbyvé ukazat, ze prictenim polynomu typu az? + ¢ normu ostie zvétsime (zatim vime
pouze, Ze ji nezmensime). K tomu si sta¢i uvédomit, Ze maxima absolutni hodnoty se
nabyva v bodech —1, —%, %, 1. Nenulovy polynom typu az? + ¢ nemfize nabyvat nuly
soucasné v bodech 3, 1 a je to sudé funkce (P(—z) = P(z)), v jednom ze jmenovanjch
¢tyt bodl tedy musime absolutni hodnotu rozdilu zvétsit (rozmyslete si). Tim se ovSem
zvétsi norma.

Poznamka: Prostiedni pasaz (vySetiovani extrému funkce x® — bx) lze zjednodusit

pouzitim derivaci. Chtél jsem ale ukazat, ze to jde i bez nich.



