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1. série
Téma: Prekvapeni

Datum odeslani: 24.DUBNA 1997

PROBLEM 1.
Find stgrsteveerdien for funktionen

1997
f@)=[] lz &
k=0
for = i det afsluttede interval [998,999].

PROBLEM 2.
Lad ai,...,a1996 veere positive tal hvis aritmetiske middelvzaerdi er lig med 1996. Vis, at

1996 1996

1996 H H (1+%) > 91996

i=1 j=1
og bestem hvornar der gaelder lighedstegn.

PROBLEM 3.
Betragt dobbeltuligheden
6<3Y3<7

Idet man kun benytter elementzere egenskaber for eksponenter og uligheder (ingen lommeregner,
computer, logaritmetabel, eller vurdering af v/3 ma benyttes), skal det bevises at den fgrste
ulighed medfgrer den anden.

PROBLEM 4.
Givet vilkarlige positive tal a, b og ¢, bevis, at mindst én af de fglgende uligheder er falsk:

1 1
a(l—2b) > 7b(lfc)>1, c(lfa)>1.

N

PROBLEM 5.
Lad a # 0,b veere reelle tal. Vis, at hvis ligningen ax? — bx 4 b = 0 har to reelle lgsninger =1 og
T2, da

x2 + 22 > 2(xy + x2).
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1. série
Téma: Prekvapeni

Datum odeslani: 24.DUBNA 1997

1. FELADAT
Hatarozzuk meg az
1997
f@)= [T Iz~ *
k=0

fliggvény maximumat a [998,999] zart intervallumon.

2. FELADAT
Legyenek a1, ..., a1996 pozitiv szamok melyek aritmetikai kbzépértéke 1996. Mutassuk meg, hogy
1996 1996 w
1996 14 %) 5 91996
INICEAE
i=1 j=1 J

és vizsgaljuk meg, mikor 1ép fel egyenléség.

3. FELADAT
Tekintsiik a kovetkezd kettSs egyenlStlenséget

6<3V3 <7

Csupan az exponencidlis fliggvény elementaris tulajdonsagait és egyenlStlenségeket hasznélva
(szadmolégép, szamitégép, logarléc és v/3 kozelitd értékei hasznalata nélkiil) mutassuk meg, hogy
az elsd egyenlétlenséghdl kovetkezik a masodik.

4. FELADAT
Legyenek a, b és c tetszdleges pozitiv valos szamok. Mutassuk meg, hogy a kovetkezd egyenl6t-
lenségek koziil legalabb az egyik nem all fenn:

1 1
a(l—b)>1, b(l—c)>1, c(l—a)>

=

5. FELADAT
Legyenek a, b valés szamok, a # 0. Bizonyitsuk be, hogy ha z1, 2 az ax? — bx + b = 0 egyenlet
valés gyokei, akkor kielégitik a kovetkez6 egyenlStlenséget:

:v% +x% > 2(z1 + z2) .



1. série

Téma: Prekvapeni
Datum odeslani: 24.DUBNA 1997
1. 0LOHA (5 BODU)
Najdéte maximum funkce
1997
f@) =TT le—*
k=0
pro = z uzavieného intervalu (998, 999).
2. ULOHA (5 BODU)
Budte aj, ..., a1996 kladné realna &isla, jejichz aritmeticky primér je 1996. Dokazte, Ze

1996 1996 w
1996 14 %) 5 91996
ITIT(+5)z
i=1 j=1 J
a zjistéte, kdy nastava rovnost.

3. ULOHA (5 BODU)
Uvazme nerovnost
6<3V3 <.

Za pouziti jen elementarnich vlastnosti exponentti (uziti kalkulacky, pocitace, logaritmickych
tabulek ani odhadt pro v/3 neni povoleno) ukazte, Ze z prvni nerovnosti vyplyva druha.

4. ULOHA (5 BODU)
Jsou dana kladna cisla a, b, c. Dokazte, Ze nemohou platit vSsechny nasledujici nerovnosti:

1 1
a(l—b)>1, b(l—c)>1, c(l—a)>

=

5. ULOHA (5 BODU)
Budte a, b reélné, a # 0. Ukazte, ze pokud rovnice axz? — bx +b = 0 ma reilné kofeny x1, 2, tak

2?2 4+ 22 > 2(x1 + 22).



Reseni 7. série

1. tloha

Najdéte maximum funkce
1997

=[] le—#
k=0

pro z z uzavieného intervalu (998, 999).

Ulohu zobecnime: horni mez souéinu bude 2n + 1, hleddme maximum na intervalu (n,n + 1).
Ukazeme, ze maxima je nabyto pro x = n + 1/2. Plati (soudin pferovname)

n
=[[lz—kllz—@n+1-k).
k=0

Pro z € (n,n + 1) se mizeme zbavit absolutnich hodnot, (k+1)-ni ¢initel (ten pro k = 0
nazyvame prvni) je roven (z — k)((2n + 1 — k) — z), to je podle AG—nerovnosti mensi nebo
rovno (M){ pricemz rovnost nastava presné tehdy, kdyz x — k = 2n + 1 — k — z, ¢ili pro
x =n+ 1/2, tedy pro stejnou hodnotu, nezévisle na k. Odsud tedy vime, Ze maxima je nabyto
v bodé n + 1/2, snadnou upravou zjistime, ze

oo &2 [ ton — 26)>  2n 1) (204 1)

fln+ 1) = kao (2n — 2k)2 T gntigZn 2 T 9dnt2p12
2. tloha
Budte a1, ..., ai1996 kladnd redlna éisla, jejichz aritmeticky primér je 1996. Dokazte, ze
1996 1996
1996 H H (1+ ) 221996
=1 j=1

a zjistéte, kdy nastéava rovnost.

Umocnénim vztahu ze zaddni mame

1996 1996

H H 1+ >219962

i=1 j=1

Na levé strané mame soucin 1996 - 1996 vyrazi. V 1996 pripadech je i = j, pfislusny cinitel
je potom roven &islu 2. Proto je leva strana rovna 21996.(soucin ¢initelt, kde i # j). Takovych
Cinitell je 1996 - 1995, jejich soucin se sklada z (1996 - 1995)/2 dvojic

a? + a?
(1 + )(1 + ) 24 —-.
a; a; a;a;

Upravou (a; —ay ) > 0 mame a2 + a2 > 2a;aj, rovnost nastane pro a; = a;. Proto

2 +a 2
1+ Zya+%)= 2+4——i>2+274
a; a; a;a;



Proto je vyraz na levé strané vétsi nebo roven

1996-1995 2
91996 4192651995 _ 919967

coz chceme. Jelikoz aritmeticky pramér ¢&isel a1, az, ... , a1g9s je 1996, nastava v nasi nerovnosti
rovnost, pokud a; = 1996, 1 =1, 2, ... 1996.

Pozndmky k doslym tesenim: Tuto tlohu méli skoro vSichni fesitelé spravné. O bod pfisli pre-
vazné ti, ktefi se nezabyvali otdzkou, kdy v nerovnosti nastava rovnost. Vétsina reseni stejné jako
autorské FeSeni rozebirala v souéinu na levé strané nerovnosti ¢initele (1 + ‘%) dvou typu: pro
i = j a pro i # j. Nékteri fesitelé pfipad ¢ = j neuvadéli zvlast a tvrdili, ze pro libovolny ¢len
1+ Z—;) nalezneme v souéinu jiny ¢len tvaru (1+ Z—Z), ktery s nim dali (jako v autorském Feseni)
do dvojice. Vzhledem k tomu, ze ¢lent (1 + Z—:) = 2 je v souinu vlevo 1996, tedy sudy pocet,
1ze z nich téz udélat dvojice, takze to jest pravdou. Na druhou stranu ze zpusobu, jakym to bylo
v onéch fesenich podéno, se mi zddlo, ze sudy pocet onéch ¢lent je spise stastnou ndhodou a zZe
s tim oni fesitelé nepocitali, a strhl jsem za opomenuti pfipadu i = j jeden bod.

3. uloha
Uvazme nerovnost
6<3V3 <1

Za pouziti jen elementdrnich vlastnosti exponentii (uziti kalkulacky, pocitace, logaritmickych
tabulek ani odhadi pro v/3 neni povoleno) ukazte, Ze z prvni nerovnosti vyplyva druha.

(volné prevypravéno podle Lenky Zdeborove)
Necht 6 < 3‘/§, umocnénim obou stran této nerovnosti na v/3 dostaneme po jednoduchych
apravach 63 < 3V3V3 =33 < 36= 62, tedy z toho, Ze funkce 6% je rostouci mame v/3 < 2.
Nyni pro spor predpokladejme, ze 3v3 > 7. Umocnénim této nerovnosti na /3 dostaneme

3% >7V8 = (g)ﬂ-sﬁz (g)ﬁ7

celkem dostavame dvojici ekvivalentnich nerovnosti
3B 7\ TNVE o 3\Y3 7 3\ V3 g VBB
> (= - = =(=-.= > (=
7 —<3> ’ (3) (72) (3 72) —(3) ’
kde druhé vznikne umocnénim prvni na V3. Pak
3 4\ V3 V3 4\ V3 3
1.(2) > () (f’;) >
7 72 3 72 33

nejprve jsme vyuzili prvni a pak druhou nerovnost. Vynasobenim posledni nerovnosti ¢islem
ziskdme

7
33

(ﬁ)ﬁz - )



7z
34 2 74 14 8
(;) > 376 <~ 37> 70,
coi je hledany spor (nebot 314 = 4782969 < 5764801 = 78), proto 3V3 < 7.

o . . . o« ; . 34 2 34 3 -
Dle vyse ukédzané vlastnosti 2 > V3 vsak vime, Ze > ) , a proto srovnanim se

vztahem (*) mame

4. tloha
Jsou dana kladni cisla a, b, c. Dokazte, Ze nemohou platit vSechny néasledujici nerovnosti:

1 1 1
1-9b — b(1 — — 1- —.
al=b)> 5, b1-0 >, cl-a)>

Ditkaz vedme sporem. Vynasobenim danych nerovnosti dostaneme

a(l —a)b(l —b)e(l —c) > VER

Ukézeme, 7e toto neni mozné. Pro kazda dvé redlna &isla x, y plati 4zy < (z + y)? (dokézeme
to nejsnéaze prevedenim na nerovnost 0 < (x — y)2). Aplikaci pro = a, y = 1 — a dostaneme
a(1 — a) < 1/4. Pronasobenim s analogickymi nerovnostmi pro b a c¢ ziskdme

a(l—a)b(l —b)e(l—c) < ek

coZ je spor. Pozor, chyba! Musime ovéFit, ze levé strany ndsobenych nerovnosti nejsou zaporné (z
—2 < 1la—2 < 2neplyne 4 < 2). To je ovSem snadné: dle zadéni je a kladné, z a(1—b) > 1/4 >0
plyne b < 1. Obdobné a < 1, ¢ < 1, takZe a(l —a) > 0, b(1 —b) > 0, ¢(1 — ¢) > 0, coz jsme
potiebovali.

5. lloha
Budte a, b reélné, a # 0. Ukaite, Ze pokud rovnice ax? — bz +b = 0 méa reélné kofeny x1, x2, tak

x% +a:% > 2(z1 + z2).
Kvadraticka rovnice az? —bz+b = 0 ma dva realné koteny, jeji diskriminant je tudiz nezaporny,
tj. b2 —4ab >0 (*). Jelikoz 1, x2 jsou kofeny nasi kvadratické rovnice mame
ax? — bz +b=a(z —z1)(z — z2) = az® — a(z1 + z2)z + az122,
odtud porovnanim linearnich a absolutnich ¢lentt na obou stranach této identity ziskame! vztahy
a(z1 + x2) = b, arixo =b.
Upravou vztahu (%) a vyuzitim poslednich rovnosti mame

b2 a a 2
ol > 23 + 23 = (21 + x2)* > 2(x1 + z2) + 2z122,

coz po jednoduché upravé dava pozadovany vztah CC% + z% > 2(z1 + x2).

ITakto obecné muizeme odvodit znamé Vietovy vztahy: mé-li kvadraticka rovnice 22 + pz + g
kofeny xz1 a x2, plati 1 + z2 = —p,z122 = q.



