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Povidani ke ¢tvrté sérii
Ve ¢tvrté sérii se Ti muzou hodit nékteré znamé nerovnosti, naptiklad:

AG-nerovnost. Necht x1,...,Tn je n-tice nezdpornych redlnych cisel, kde n je libovolné
prirozené c¢islo. Pak plati nerovnost

1+ +Tn

To je tzv. nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primeérem n-tice ¢isel (zkrécené
AG-nerovnost). Tuto nerovnost mize$ rtzné modifikovat, napiiklad, kdyz polozis x; = t}
(1 =1,...,n), pak se Ti tato nerovnost piepise na tvar t7 +-- -+t >n-t1-... tn.

Cauchy—Schwarzova nerovnost. Necht ai,...,an,b1...,by jsou redlnd &isla. Pak plati

|a1-b1+--~+an-bn|§\/(af+~-~+a%)~(b§+--~+b%).

Obé uvedené nerovnosti muzes ve svych fesenich pouzivat bez ditkazu.
Mnoho dalsiho o nerovnostech muzes Cerpat z knizecky Alois Kufner: Nerovnosti a od-
hady, Mladd Fronta, Praha 1975, edice Skola mladyjch matematiki, svazek cislo 39.
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4. série
Téma: Nerovnosti

Termin odeslani: 11.LEDNA 1999

1. 0LOHA (3 BODY)

Pro ktera prfirozena cisla n je ¢islo (1 + ﬁ)n vétsi nez Cislo (1 + %) 27

2. ULOHA (3 BODY)
Pro ktera realna &isla z, y je ¢islo \/x2 + y2 vétsi nez &islo 2,/zy ?

3. ULOHA (3 BODY)
Ukazte, ze pro libovolnou n-tici kladnych redlnych ¢isel z1,x2,. ..,y plati nerovnost

3 3 3
T1T2x3 + T2x3%4 + T3TAT5 + -+ + Tp—1TnT1 + Tpx1x2 < 27 + x5 + - .



4. ULOHA (5 BODU)
Méjme trojici redlnych cisel a, b, ¢, kterad splinuji vatahy 0 < a <b<c < g Ukazte, ze pak

sin (a + b) + sin (a + ¢) 4 sin (b4 ¢) < 2(1 + V/2) +sin (@ — b) + sin (a — ¢) + sin (b — ¢).

5. ULOHA (5 BODU)
Pro které pfirozena ¢isla n, k plati nerovnost () > (% — 1)k ?

6. ULOHA (5 BODU)
Uvazujme polynom P(z) = 2?+a12” 1 +asx™ 2+ - -+an, kde a1, az, . . ., an jsou nezaporna
realna Cisla. Pfedpokladejme, Ze tento polynom mé n realnych kotent. Ukazte, ze pak pro
kazdé nezaporné x plati

P(2) < (o+ %)"

7.0LOHA (5 BODU)
Necht P(z) je polynom s nezdpornymi redlnymi koeficienty, jejichz soudet je roven jedné.
Ukazte, ze pak plati

P(2)? < P(z?).

8. ULOHA (5 BODU)
Necht p, g, 7 jsou realna FeSeni rovnice 3 + ax? + bx + ¢ = 0. Pro ktera reélna &isla a, b, ¢ je
&islo p? + ¢ 4 73 — 3pgr kladné?

Reseni 4. série

1. tloha "
Pro ktera pfirozend &isla n je ¢islo (1 + %)n vétsi nez &islo (14 %) 27

Jelikoz n je prirozené, je n > 0. PriCteme-li k obéma strandm nerovnosti n > 0 vyraz
4n3 4+ 4n?, dostaneme po drobné tpravé n(2n +1)2 > (2n)2(n + 1), coz po vydéleni kladnym
vyrazem 4n® a dalsi Gpravé dava

2

<2n+1>2> n+1

1 1
, coz lze pfrepsat na (1 + —) >14 —.
2n 2n n



Umocnime-li posledni nerovnost na %, zjistime okamzité, ze pro libovolné prirozené cislo n

je &slo (14 55)" vétsi nez eislo (1+1)2.

Poznamky opravovatele: Naprosta vétsina feSeni vykazovala spravny postup, ne vsechny
vsak byly spravné. Velmi ¢astou chybou byla absence jakékoliv zminky o ekvivalenci uprav ¢i
korektnosti odmocnovani. Nemyslete si, ze to je jen stfedoskolska , buzerace”. Nejen, zZe to je
Spatné z hlediska logického, ale opomenuti téchto tvah stdlo mnohé z vas body v tloze ¢.6,
kde odmocnovani za vSech situaci mozné nebylo, a pfesto mnozi z vas s klidem odmocnili,
¢imz dokazali nepravdivé tvrzeni.

Duivod, pro¢ se méa konstatovat, ze upravy jsou ekvivalentni, je zhruba tento: Kdyz do-
kazujete né&jaké tvrzeni (napf. Ze nerovnice ma to a to feSeni), vychazite ze znamych tvrzeni
a chcete se dobrat k dokazovanému. Neboli fesite nerovnici v pfesné opa¢ném poradi, nez
normalné. Proto musi byt tpravy korektné proveditelné i v druhém sméru, tj. ne jen shora
dolt. Na dtkaz toho, ze jste si toho védomi, se kupi. maluje vlevo ta dvojita Sipka. Jinym
zpusobem lze toto obejit tak, jako ve vzorovém feSeni.

2. tiloha
Pro ktera realna &isla z, y je ¢islo /22 + y2 vétsi nez &islo 2,/zy ?

Piedné si musime uvédomit, Ze vyraz 2,/Ty ma smysl jenom tehdy, kdyZz = a y maji stejna
znaménka. Omezme se zde jen na pfipad z > 0 a y > 0. (V pfipadé z < 0 a y < 0 jsou uvahy
zcela analogické, resp. ho ¢tenar sam snadno prevede na nami vysetfovany pripad. Podrobné
st promysli!) Pokud je x = 0 a y # 0, nebo = # 0 a y = 0, pak snadno nahlédneme pfimym
dosazenim, ze pak ¢&islo \/x2 + 32 je vétdi nez 2,/zy = 0. Ptipad = 0 = y je také trivialni.

Staci se proto omezit jen na z, y, kterd jsou obé kladnd, zajimaji nas feSeni nerovnice
Va2 +y? > 2,/zy. Umocnime-li tuto nerovnost na druhou, zikdme 22 4+ y? > 4ay. Nyni
vydélime nasi nerovnost éislem z2 a dostaneme

1+ ( g)2 >4Y
T x
Provedeme-li substituci t = %7 dostava nase nerovnost tvar t2 — 4t + 1 > 0. ReSenim této
kvadratické nerovnice jsou intervaly t € (—0o,2 —v/3) a t € (2 + /3, 00), proto jsou hledana
kladna z, y ta, pro kterd pomeér % je v uvedenych intervalech.

Poznamky opravovatele: Priznam se, ze jsem opravdu zasl, kolik originalnich cest k sprav-
nému feSeni se vdm podarilo vymyslet. Dluzno dodat, ze téch cest k Spatnym feSenim bylo
jesté o néco vice. Podivuhodné mi pripada, ze fadé feSiteli viibec nepfislo divné, kdyz jim
feSeni — této zjevné symetrické nerovnice — vyslo nesymetricky.

Dale si mnozi z vas nevsimli, ze aby tloha méla viibec smysl, musi byt vyraz zy > 0, coz
vas zcela zbyteéné stélo bod ¢i ¢ (pokud z pozdéjsich Gvah jasné vyplyvalo, Ze jste si tento
fakt uvédomili a jen ho zapomnéli zapsat).

Dalsi kdmen drazu spocival v tom, Ze fadé Fesitelts nedoslo, Ze pro y < 0 je (2 + \/g)y <
(2 — v/3)y. Obvykly postih byl 1 bod.



Posledni chybou, které se dopustil vétsi pocet Fesiteld, bylo zanedbani feSeni typu z = 0,
y € R\ {0} (resp. y =0, z € R\ {0}) nebo zafazeni x = 0, y = 0 mezi FeSeni.

3. dloha
Ukazte, ze pro libovolnou n-tici kladnych redlnych cisel z1,x2,...,z, plati nerovnost
3

3, .3
10213 + T223%4 + T3L425 + - + Tn_1Tn®1 + Tnr122 <27 + 25+ 2.

Z nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem plyne:

3 3 3
P+ a2+
;1T = 3m3$3x3<71+ S
il — i LT = 3 .

Staci si tedy napsat pravou stranu nerovnosti ve tvaru

o +af +af @l +ad +ad ap +xf + a3}
3 3 T S

a porovnat kazdy séitanec nalevo s prislusnym zlomkem napravo.

Poznamky opravovatele: ReSeni byla viceméné v poradku, jen ojedinéle jsem strhéaval néjaké
body. Uplné nejvic se mi libilo feseni Jana Houstka, nebot dokazal i néco navic a dostal tedy
za to plus 1.

4.dloha
Meéjme trojici redlnych ¢isel a, b, ¢, kterd spliuji vatahy 0 < a <b<c < g Ukazte, ze pak

sin (a 4 b) + sin (a 4 ¢) 4 sin (b + ¢) < 2(1 + V'2) + sin (a — b) + sin (a — ¢) + sin (b — ¢).
Nejprve si uvédomime, Ze sinus je licha funkce, tedy sin(a —b) = —sin(b— a) a dostavame
nerovnost
sin(b+ a) + sin(b — a) + sin(c + a) + sin(c — a) + sin(c + b) + sin(c — b) < 2(1 +V2).
Dale vyuzijeme souctovych vzorci pro funkci sinus

sin(b+ a) =sinbcosa + cosbsina

sin(b — a) =sinbcosa — cosbsina.

Vidime, Ze se¢tenim téchto dvou rovnic dostaneme sin(b + a) + sin(b — a) = 2sinbcosa.
Chceme tedy maximalizovat vyraz

(1) 2(sinbcosa + sinccosa + sinccosb) .



Protoze a se vyskytuje pouze jako argument kosinu, bude vyraz nejvétsi, kdyz cosa bude
nejvétsi, tedy a = 0. Podobné ¢ se vyskytuje pouze jako argument sinu, tedy vyraz bude
nejvétsi pro ¢ = 7/2. Touto volbou neklademe zadné dalsi podminky na b, mtzeme tedy za a
a ¢ dosadit a sta¢i maximalizovat vyraz M = sinb + cos b. Protoze tento vyraz je nezaporny,
nabyva svého maxima soucasné s druhou mocninou, umocnénim na druhou dostaneme M? =
1+ 2sinbcosb = 1 + sin(2b), coz je evidentné nejvétsi, pokud 2b = 7/2, tj. b = w/4. Tim
jsme nasli hodnoty a, b, ¢, pro které nabyva vyraz (1) svého maxima, sta¢i dosadit a ovéfit,
e toto maximum je mensi nebo rovno 2(1 + v/2).

Poznamky opravovatele: Skoro vSichni fesitelé prevedli ilohu pomoci souctovych vzorctu
na jednodussi tvar. Poté dosadili za a a ¢, ale vétsina z nich zapomnéla, ze implikace 0 <
r <1 = zy < y plati pouze za predpokladu, ze y > 0. Za toto drobné opomenuti jsem
se nakonec rozhodl strhavat jeden bod. Extrém funkce sinb + cosb hledali néktefi pomoci
derivaci (ne vzdy zdtvodnili, ze jde skuteéné o maximum), jini pomoci réiznych sou¢tovych
vzorcu.

5. tloha
Pro ktera prirozené &sla n, k plati nerovnost (}) > (% —1)% ?

s . . . . ) ry m—i —k .
Pro kazdé i (pro néz 0 <i < k) platin —i > n — k, k —i < k. Tudiz 7—; > “7~. Tudiz

D=f = () - G-y

(1) = (n/k)*.

Poznamka2: Do puvodniho zadani se ndm vloudila chybicka, chtéli jsme po FeSitelich najit
vSechny dvojice n, k, pro néz plati (Z) > (% — l)n. Tento drobny rozdil zmeénil pomérné
snadnou ulohu v dlohu, jiz nikdo z FeSitelti (ani z organizatort) nevyfesil.

Poznamky opravovatele: Jak jiz bylo fec¢eno, do zadani se vloudila mala chybicka, diky které
§la uloha resit jen velmi tézko. Nikdo z vas na zadné uplné feseni neprisel, vétSina feseni se
omezila pouze na konstatovani faktu, ze pro n > k > n/2 tvrzeni plati vzdy a pro k > n
jen pro n lichd. Myslim, ze tyto snadno dokazatelné fakty objevilo daleko vice lidi, nez kolik
nam je poslalo, takze jsem zadné body neudéloval. Vyjimkou byl Martin Hrindk, ktery nam
poslal odhad, Ze pro k < n/3 tvrzeni platit nemize (nijak zv1ast slozity dikaz indukci), coz
neni o moc horsi, nez odhad v autorském reseni.

6. tiloha

Uvazujme polynom P(z) = 2" +ar1z" L 4agx 24 - -+an, kde a1, a2, ..., an jsou nezdporna
realnd cisla. Pfedpokladejme, Ze tento polynom mé n realnych kotent. Ukazte, ze pak pro
kazdé nezaporné x plati

P(2) < (o + %)"



Pisme P(z) = (x — z1)(z — 22) ... (z — zp). Protoze P(z) mé n redlnych kofent, jsou
vSechna x; redlnd a protoze P(x) mé nezéporné koeficienty, jsou vSechna z; dokonce nekladné.
Pro nezaporné z bude tedy kazdy z ¢initel @ — x; nezaporny. Pouzijme AG-nerovnost:

P(2) < ((x—l‘l)+(x—xz)+-~~+(x—xn))":(g;+%1>”

n

(vyuzili jsme Vietav vztah Y7 o a; = —a1). Tim je dikaz hotov.

Poznamka: Z puvodniho zadani vypadlo, Ze nerovnost se ma dokazovat jen pro nezaporna
x, tedy tvrzeni neplatilo: protipfikladem je nap¥iklad polynom (x4 1)2(z +3), o némz mame
dokazovat, ze je mensi nebo roven (x + 5/3)3, specialné pro x = —2 mame tedy dokazat
1 < (—1/3)3, coz neplati.

Poznamky opravovatele: Do zadani Glohy se bohuzel vloudila chybic¢ka a tak jsem byl nu-
cen k nékolika zavaznéjsim rozhodnutim ohledné bodovani. Jelikoz si myslim, ze zjisténi, ze
zadand nerovnost neplati, by mélo feSitele podnitit k tomu, aby zkusil zjistit, kdy nerov-
nost plati (a drtiva vétsina Fesiteld, ktefi dokazované tvrzeni vyvratili, tak skuteéné uéinila),
rozhodl jsem se udélovat za pouhé konstatovani protiptikladu pouze 3 body,! abych mohl
rozliSovat rizné uspésnou snahu fesitelt dokazat nerovnost pro = > 0. Néktefi fesitelé ne-
rovnost dokazali pro z > 0 a o pripadu = < 0 nekonstatovali nic. To jsem bral jako ¢astecné
FeSeni a udéloval jsem 3 body. Ted jesté néco o nejcastéjsich chybach. Mnoho Fesitelt si neu-
védomilo, Ze nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem n cisel (déle jen AG)
muze pouzit jen tehdy, kdyz jsou dana ¢isla nezapornd (a pak tedy néktefi z nich nezjistili, ze
uloha neplati), za to jsem strhéval bod. Viibec se mi nelibilo, kdyz Fesitel postupoval tak, ze
vysel z dokazované nerovnosti, kterou postupné upravoval, az mu vysla AG, poté konstatoval,
ze dukaz je hotov. Nékdy sice pouzité upravy byly ekvivalentni, ale fesitel je formuloval ve
formé implikace, nékdy dokonce pouzité Gpravy nebyly ekvivalentni. V kazdém pfipadé je to
logicky chybny postup a strhaval jsem za néj bod.

7. dloha
Necht P(z) je polynom s nezdpornymi redlnymi koeficienty, jejichz soudet je roven jedné.
Ukazte, ze pak plati

P(z)? < P(a?).

Bud P(z) = >_}_, axa®, kde ai, > 0 a >°}'_, ar, = 1. Podle Cauchyho nerovnosti je

n 2 n n
P(z)? = <Z \/@(\/@ﬂck)> < <Z ak> <Z ak(aﬂz)k> = P(«?), cbd.
k=0

k=0 k=0

IProsim postizené vyjimky, aby mé nekamenovaly, pti $patné zadané tloze je nékdy
vskutku obtizné, ne-li nemozné, vSechna feSeni spravedlivé obodovat a muze se to z ruz-
nych pohledu jevit razné.



Poznamky opravovatele: Vétsina reseni byla podobna autorskému, tj. vyuzivala Cauchyho
nerovnost. Vyskytla se i FeSeni pouzivajici Jensenovu nerovnost, nerovnost mezi aritmetickym
a geometrickym priimérem &i tzv. Svrékovu nerovnost (posledni dvé jmenované ale vétsinou
vedly k chybnym fesenim, fesitelé tilohu vyftesili jen pro nezdporna x). Svrékovu nerovnost
(uzil ji Robert Kaldy) jsem pfedtim neznal? a protoze mi pfipada zajimava, zde je:

Méjme obdélnikovou tabulku slozenou z nezapornych ¢isel. Oznaéme AG aritmeticky pri-
mér geometrickych praméru jednotlivych radkt, GA geometricky prumér aritmetickych pri-
mért jednotlivych sloupct. Pak plati GA > AG.

V feSenich se Casto objevovaly nésledujici dvé, skoro bych fekl zacatec¢nické, chyby, a to
i u zkuSenych fesiteli. Prvni z nich je vzorec V22 = 2. Tento vztah samoziejmé plati pro
nezdporna z, ne vsak uz pro z zaporna. Chceme-li obecné platny vztah, musime psat vVx2 =
|x|. Druhou chybou byla tivaha, Ze pokud a < b, tak i a® < b2. Tato tivaha pochopitelné
opét plati pro nezidporni a, b, obecné vsak k platnosti nerovnosti a2 < b2 potfebujeme
~Ib| < a < [b], resp. |a| < [b]

Za tyto chyby jsem strhaval 1-2 body, podle toho, jak obtizné by bylo opravit pfislusné
feseni do bezchybné podoby.

8. tloha
Necht p, ¢, 7 jsou realna feseni rovnice z% + ax? + bx 4 ¢ = 0. Pro ktera realna &isla a, b, c je
&islo p3 + ¢3 + r3 — 3pgr kladné?

Podle Vietovych vztaht musi pro kofeny a koeficienty polynomu platit:

—a=p+q+r
b=pqg+pr+gqr
—Cc = pqr.

Odtud dostavame

—a® =(p+q+7)®=p>+ ¢+ +3(0%q + pa® + p*r +pr?® + ¢*r + qr?) + 6pgr
3ab = —3(p>q + pa® + p*r + pr® + ¢°r + qr®) — Ipqr.

Sectenim téchto rovnic pak mame
3 + ¢ +1r% = 3pgr = a(3b — a?).
Vyraz pak bude kladny, pravé kdyz koeficienty budou spliiovat nerovnici:
3ab > a®.

2t0 je ovSem ostuda, nebot se jedna o specialni tvar znamé Hélderovy nerovnosti pro vice
Cinitelt (pozn. red.)



Poznamky opravovatele: VétSina feSeni této tlohy by se dala rozdélit do tfech skupin. Prvni
skupinu tvofila nespravna feseni, kde fesitelé pouzivali AG nerovnost pro &isla p3, ¢3, r3,
¢imz dospéli k dokazované nerovnosti pro libovolné p, ¢, 7. AG nerovnost vSak plati pouze
pro nezapornd ¢isla, takze v tomto piipadé ji (obecné) pouzit neslo. Druhou skupinu tvofila
spravna Feseni v podstaté stejna jako autorské, zalozena na Vietovych vztazich, ktera dospéla
k nerovnosti a(3b — a?) > 0. Takova feseni jsem hodnotil 5 + 0i.

Treti skupina FeSeni hloub&ji vyuzila toho, Ze rovnice x° +ax2 +bx+c mé t¥i redlna FeSeni,
a dospéla k podmince a < 0 a zarovein 3b # a?, tedy k jednodussi podmince nez autorské
feseni. To lze provést napriklad takto:

Vyjdéme z nerovnosti a(3b —a?) > 0, kterd je podle autorského feseni ekvivalentni vyset-
fované nerovnosti. Nyni ukazme, ze 3b — a? < 0, pro kazda p, q, r redlni. Budeme upravovat
zfejmé splnénou nerovnost:

P—a)*+(@—r)?+(r—p)°>>0

2p* + 2% + 2r® — 2(pq + qr +rp) > 0

P>+ @+ 12+ 2(pg+qr +7p) — 3(pg +qr +rp) >0
(p+q+r)°—3(pg+qr+rp) >0

coz je podle Vietovych vztahtt pravé dokazovana nerovnost 3b — a? < 0. TakZe nerovnost
a(3b — a?) > 0 je ekvivalentni podmince a < 0 a zéroven 3b # a?.

Reseni, ktera dospéla az k této jednodussi podmince, jsem hodnotil 5+ 2i, (bez ohledu na
slozitost) a feSeni, ktera se alespon ¢astecné zabyvala dalsimi omezujicimi podminkami na a,
b, ¢, jsem hodnotil 5 + 1.



