2.série

Téma: Matematickéd indukce
Termin odeslani: 25. kfsNA 1999
1. 0LOHA (3 BODY)
Ukazte, ze pro libovolné prirozené n plati
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2. GLOHA (3 BODY)
Ukazte, ze pro libovolné pfirozené n plati
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n?  (n+1)2 (2n)2 ~ 4’
3. ULOHA (3 BODY)

Dokazte, ze pro kazdé n > 2 prirozené plati rovnost
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4. ULOHA (5 BODU)
Dokazte, ze n konvexnich 1999-tthelniki (kde » > 1) mlZe rozdélit rovinu na nejvyse
2+ 1999n(n — 1) &sti.

5. 0LOHA (5 BODU)
o . « 1 1 1 v " v 1. v P

Oznaéme jako s, soucet i + o + + T Dokazte, ze pro kazdé prirozené éislo

n je sp < 2.

6. ULOHA (5 BODU)

Dokazte, ze existuje libovolné dlouha kone¢né rostouci posloupnost spliiujici pro n > 1 vztah
an+1 = 19(99 — an)an. Existuje nekoneénd rostouci posloupnost se stejnou vlastnosti?

7. ULOHA (5 BODU)
Meéjme dvé posloupnosti pfirozenych &isel (z1,...,2Zn), (y1,...,Ym), kde m,n € N. Dokazte,
ze (T1,.. Ty Yly---,Ym) = W1,---,Ym,&1,...,Tn) pravé tehdy, kdyz existuje takova po-
sloupnost (t1,...,t), Ze (z1,...,2n) je n/k-krat zopakovand (t1,...,tx) a (y1,...,Ym) je

m/k-krat zopakovana (t1,...,tx).



8. ULOHA (5 BODU)
Necht f : N — N je rostouci funkce, kterd pro kazdé prirozené cislo m spliiuje vztah
f(f(n)) = f(n) + n — 1. Dokazte, ze pak pro kazdé n € N je f(n + 1) — f(n) bud 1 nebo
2. (N=4{1,2,3,... }.)

Reseni 2. série

1. dloha
Ukazte, ze pro libovolné pfirozené n plati
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Duiikaz provedeme matematickou indukci. Pro n = 1 tvrzeni plati, jak ovéfime pfimym
dosazenim. Na levé i pravé strané nasi rovnosti dostaneme totiz % Nyni budeme predpokla-
dat, ze nase tvrzeni plati pro n = k, kde k je libovolné pfirozené ¢islo, a budeme dokazovat,
ze pak nase tvrzeni plati i pro n = k+ 1. Pokud se ndm toto podafi, budeme mit nase tvrzeni
dokézané (pomoci matematické indukce) pro libovolné pfirozené n.

Pro n = k ma nase tvrzeni tvar:
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kdyz nyni k obéma stranam této rovnosti pricteme cislo dostaneme
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pri¢emz posledni rovnost uz snadno preupravime na tvar:
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coz je dokazovana rovnost pro n = k + 1.
Tim jsme ukazali, ze z pfedpokladu, Ze tvrzeni plati pro n = k, vyplyva, ze plati rovnéz
pro n =k + 1. Tim je hotov druhy induk¢ni krok a naSe rovnost dokazana pro vSechna n.



Poznamky opravovatele: Tuto tlohu vyfesili témér vsichni spravné. U nékolika resiteld se
vyskytly pokusy dokazovat dany vztah empiricky (napf. jen pro ¢isla 1, 2 a 3). Nékdy miize
byt uzitecné si to zkusit pro néjaka konkrétni cisla, ale rozhodné to nelze vydavat za diukaz
— ohodnotil jsem 0 body.

Za takové drobnosti, jako zapomenuti ovéfeni vztahu pro jednicku, jsem strhnul 1 bod.

Vétsina problému byla ale s druhym indukénim krokem. Velmi ¢asto (asi v poloviné pfi-
padtl) se vyskytoval ,dtikaz“, ktery vychdzel z toho, co se ma dokazat a dospél k pred-
pokladim. Nejcastéji fesitelé vychazeli z rovnice pro n 4+ 1 a tu upravovali tak dlouho, az
dospéli k rovnosti, kterd evidentné plati (nap¥. 0 = 0), a neuvedli p¥i tom, Zze provadéli pouze
ekvivalentni tpravy. Takovy postup je vSak logicky chybny. Pokud se totiz upravuje néjaka
rovnice a jednotlivé kroky se pisi pod sebe, neznamena to automaticky, ze tpravy funguji
i ,odzadu“. Problém je v tom, Ze k rovnosti typu 0 = 0 1ze dospét nejen tpravami platného
vztahu, ale Upravami libovolného vztahu (pokud tpravy nejsou ekvivalentni), takze pokud
nezduvodnime, Ze 1ze dané Upravy provadét i opaénym smérem, nic jsme nedokéazali. Viz
téz poznamky k 5. tloze.

2. tloha

Ukazte, ze pro libovolné ptirozené n plati
1 n 1 n " 1 < 5
n?2  (n+1)? (2n)2 ~ 4’

Tvrzeni opét dokdzeme matematickou indukei (myslenka FeSeni je obdobna jako u prvni
ulohy). Pro n = 1 ma nasSe nerovnost tvar g < %, coz zjevné plati. Predpokladejme nyni, ze
nasSe tvrzeni plati pro n = k, tj.

1 n 1 n i 1 < 5

k2 (k+1)2 (2k)2 — 4~
K obéma stranim nasi nerovnosti nyni pfiéteme! ¢&islo
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Pak dostaneme nerovnost
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Ukéazeme-li nyni, ze prava strana ziskané rovnosti je mensi nebo rovna nez %, dostaneme

nerovnost
1 1 1 1 5
S Rl
4

S AN O TS CR T | CR CT Y

ITento krok provadime proto, abychom na levé strané nasi nerovnosti dostali vyraz vy-
skytujici se v nasem tvrzeni pron =k + 1.



coz je dokazovana nerovnost pro n = k£ + 1 a tim bude hotov druhy indukéni krok a dloha
vyresena.
Zbyva nam proto jesté ukazat platnost nerovnosti

5 n 1 " 1 1 < 5
4 (2k+1)2  (2(k+1)2 k2~ 4’
coz pomoci ekvivalentnich tiprav postupné prepiseme na
1 1 1
+ < =
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Tuto nerovnost jiz snadno ovéfime, plati totiz
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Tim jsme ukézali platnost pozadované nerovnosti a dle vyse uvedenych avah téz splnéni
druhého indukéniho kroku. A tim je pavodni nerovnost dokdzanda pro libovolné n.

Poznamky opravovatele: Tato tloha byla celkem lehka, proto asi byla tfibodové. Presto se
vyskytlo nékolik typickych chyb. Nejcastéjsi chybou bylo, ze jste zapomnéli na to, ze mezi
2n a 2(n + 1) je 2n + 1. Za to jsem strhéval jeden bod. Dale si néktefi ,pfeformulovali®
matematickou indukci. Dokdzali tvrzeni pro n = 1, pak dokézali tvrzeni pro n + 1 (tzn.
n = 2). A jeSté se tvafili, Ze je to spravné. Témto Fesitelim a jinym, ktefi méli jen prvni
indukéni krok, jsem daval po bodu. Pak bylo jesté nékolik fesitelt, ktefi neméli ani ten prvni
indukéni krok, nebo ho méli spatné.

3. tloha
Dokazte, ze pro kazdé n > 2 prirozené plati rovnost

Crima) @rg-3) Gry-g) (ot ) =2 (),

Oznad¢me si levou stranu dokazované rovnosti jako Sy,. Budeme postupovat matematickou
indukci. Pro n = 2 chceme dokézat, ze So = 22(1 — 1/3), coz vzhledem k tomu, Ze Sp =
2+4+1/1—1/3 = 8/3, skutec¢né plati.

Predpokladejme nyni, Zze tvrzeni plati pro n = k (kde k > 2) a snazme se je dokdzat pro
n =k + 1. Vime tedy, ze Sj = 2F (1 — TL)’ a zacneme upravovat:
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Dokazované tvrzeni tedy opravdu pro n = k + 1 plati a tim je dikaz matematickou indukci
hotov.

Poznamky opravovatele: Jen nékolik Fesitel dokazovalo rovnost ze zadani pfimo, vétSina
Fesiteld si s touto ulohou snadno poradila pomoci indukce (jak se dalo o¢ekdvat). OvSem
mnozi zapomnéli zformulovat indukéni pfedpoklad a zminit jeho uziti (podle zavaznosti chyby
jsem strhévala az 2 body) a néktefi provedli pouze prvni indukéni krok (ti dostali nejvyse
1 bod).

4. tloha
Dokazte, ze n konvexnich 1999-uhelnikd (kde n > 1) miZe rozdélit rovinu na nejvyse
2+ 1999n(n — 1) éasti.

Dukaz povedeme matematickou indukci. Pokud je 1999-thelnik jeden, pak déli rovinu na
dvé ¢asti. Predpokladejme nyni, ze n 1999-uhelnikil je jiz v roviné umisténo (a déli ji na
nejvyse 2 + 1999n(n — 1) ¢asti) a priddme k nim (n 4 1). Kazda jeho usecka protne kazdy
z ostatnich 1999-thelnikd nejvyse ve dvou bodech (kdyby néjaky obrazec protnula ve t¥ech
bodech, musely by existovat tfi body a, b, ¢ této tsecky, takto sefazené, ze a a c lezi uvnitt
obrazce a b vné, coz je spor s konvexitou obrazce). Obvod 1999-thelnika tedy protne obvody
ostatnich 1999-tihelnika nejvyse v n-1999- 2 bodech, které jeho obvod rozdéli na stejny pocet
usekl. Protoze kazdy z téchto sekt rozdéli jednu cast na dvé, tak novych casti bude nejvyse
1999 - 2n. Vsech ¢asti tedy bude nejvyse 2 + 1999n(n — 1) + 1999 - 2n = 2 4 1999(n + 1)n,
coz jsme chtéli dokazat.

Pro kazdé n skutecné existuje takové rozmisténi n 1999-thelnikd, ze tyto 1999-thelniky
déli rovinu na pravé 2 + 1999n(n — 1) ¢asti — sta¢i uvazovat n stejné velkych pravidelnych
1999-thelnikd se spole¢nym stfedem, jen jinak natoCenych (jisté existuje takové natoceni
(n + 1). 1999-uhelnika, aby se zadné t¥i usecky jejich obvodi neprotinaly v jednom bodé.
Mame totiz k dispozici nekone¢né mnoho ruznych thli a potfebujeme se vyhnout jen kone¢né
mnoha bodim.)

5. aloha
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Oznacéme jako s, soucet ——
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+ -+ \/ﬁ Dokazte, ze pro kazdé prirozené cislo

n je sp < 2.

Budeme postupovat matematickou indukci. Pro n = 1 tvrzeni o¢ividné plati — potfebu-
jeme ovérit, ze \/% < 2,¢ili 1 < 2, coz jisté plati.

Necht nage nerovnost plati pro n = k, dokazujme ji pro n = k 4 1. Nejprve musime
nahlédnout, ze
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Jesté si uvédomme, ze pro kazdé x < 1 plati v/1 — z < 1—z/2 (stadi tuto nerovnost umocnit
na druhou). Nyni uz mtzeme zacit upravovat:
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a jsme tedy hotovi.

Poznamky opravovatele: Za tuto ulohu vice nez 80 procent ucastnikd obdrzelo 5 bodu,
nebot ji indukei vyftesili spravné. Dva feSitelé dokonce druhy indukéni krok V(n) = V(n+1)
dokazovali sporem. Byl jsem skoupy na imaginarni body: —i za zdlouhavé rozbory, +¢ dostal
jediny fesitel.

T¥i body jsem udélil nékolika fesiteliim, jeden mi tvrdil, Ze /n —vn — 1 > V2 —+/1, coz
neplati, a jiny nedokon¢il dikaz. Velice pékné feSeni vychézelo z predpokladu s(n+1)—s(n) >
0 fesitel dale dokazal lepsi odhad: s(n) < 1+,/-%5.
je rostouci, ale v dikazu tato podstatnd véc chybéla. Byl jsem velice strohy na udélovani
bodu Fesitelim, ktefi tvrdili, Ze z nékolika (kone¢né) spoéitanych hodnot vyplyva platnost
tvrzeni, anebo séitali odmocniny /a + vb = va + b.

V zavéru svého prispévku se pokusim trochu vice osvétit, v ¢em spociva typické chyba
vyskytujici se ve spousté feseni. Nékteti fesitelé z nerovnosti 2(v/n + 1—+/n) > \/7 odvodili
implikacemi platnost vjroku 1 > 0 (resp. 4n2 4+ 4n + 1 > 4n? + 4n). Tento diikaz je logicky
nespravny, v feSenich jsem uvadél nutnost odvozeni ekvivalencemi. Pak lze dikaz otocit
a ze znamého vztahu 1 > 0 odvodit pozadovany. VySe popsanym zpusobem je totiz mozné
napf. z nepravdivého vztahu —2 > 0 odvodit pravdivy a pak tvrdit, ze —2 > 0. Dtkaz:
Predpokladejme, ze —2 > 0. Pak je —2 kladné cislo a muzeme jim pii zachovani platnosti
nerovnosti tuto nerovnost vydélit. Jisté plati —2/ — 2 = 1 > 0. Plati pak, ze —2 je vétsi nez
0?7 NE!

Je pravdou, Ze posloupnost souéti s(n)

6. illoha
Dokazte, ze existuje libovolné dlouha koneéné rostouci posloupnost spliiujici pro n > 1 vztah
an+1 = 19(99 — an)an. Existuje nekoneéna rostouci posloupnost se stejnou vlastnosti?

Resme nerovnici an+1 = 19(99 — an)an > an. Tj. 19a,(99 — 1/19 — a,,) > 0. Bude-li ay,
lezet v intervalu I = (0, 98%), bude zjevné platit ap+1 > an. Nyni jiz mizeme matematickou
indukci najit posloupnost libovolné konecné délky. Zvolme tedy ap € I a mame posloupnost
délky 1. A nyni indukéni krok — predpokladejme, Ze pro k > 0 existuje rostouci posloup-
nost {bn}ﬁ:o s pozadovanymi vlastnostmi, kterd lezi celd v intervalu I, chceme dokazat,
ze v intervalu I existuje i posloupnost o jeden ¢len delsi, kterda mé pozadované vlastnosti.
Udélame to tak, ze na zacatek posloupnosti pridame jeden prvek — jisté existuje b_1 takové,
ze bo = 19(99 — b_1)b_1, vyfesime kvadratickou rovnici 191)271 —19-99b_1 4+ bo = 0 a vidime,



ze hledané b_; = ﬁ <19 -99 — /192.992 — 4. 19b0> (nakreslete si obrazek). Nyni staci
polozit aj41 := by, ap :=br_1, ..., ap :=b_1.

Nekoneénd rostouci posloupnost spliwujici an+1 = 19(99 — an)ayn neexistuje. Pro an, > 99
je ap+1 £ 0 < ap, pro an < 0 je apnt1 < 1999, < an, tedy kdyby existovala neko-
neéné posloupnost, musely by vSechny jeji ¢leny lezet v intervalu (0, 99). Protoze v intervalu
(99/2,99) je funkce f(z) = 19(99 — x)z klesajici, je budto f(z) < z (tj. kdyz an = z, pak
an+1 = f(z) < an, coz nemlzeme potfebovat), nebo je f(z) > z, ale pak je f(f(z)) < f(z)
(z monotonie). Takze ¢leny posloupnosti nemohou lezet ani v intervalu (99/2,99). Pokud
an € (1,99/2), pak an4+1 > 19-98 > 99 (protoze funkce f je tu rostouci) a ant2 < 0, takze
pokud existuje nekone¢né posloupnost, pak vSechny jeji ¢leny lezi v intervalu (0,1). Necht
tedy prvni ¢len posloupnosti je ag > 0. Pro ay, € (0, 1) plati ag4+1/ar = 19(99 —ar) > 19-98,
tj. ar > (19 - 98)% - ag, z &eho# plyne, Ze pro dostatecné velké k uz bude aj mimo interval
(0,1). Tim je dokdzéno, Ze neexistuje nekoneéna posloupnost spliiujici pozadavky zadéni.

Poznamky opravovatele: V druhé Casti se vétsina feSiteltt dopustila dvou chyb. Jedna sku-
pina se spokojila s tvrzenim, Ze posloupnost je na intervalu (0, %) rostouci, a tedy musi
nékdy ,,prelézt“ jeho horni hranici. To samoziejmé obecné neplati, protoze posloupnost se
muze také priblizovat k néjakému ¢islu uvnit¥ daného intervalu. Druhd skupina byli ti, ktefi
v prvni ¢asti uvedli postacujici podminku pro prvni ¢len posloupnosti. V druhé casti pak
prohlasili, ze nekoneéna rostouci posloupnost vyhovujici oné podmince neexistuje. Protoze
se vSak jednalo o podminku postacujici avSak nikoliv nutnou, nevyplyva z toho, Zze nemuze
existovat néjaka posloupnost danou podminku nespliiujici, ale pfesto neustale rostouci.

7.aloha
Méjme dvé posloupnosti pfirozenych &isel (z1,...,2%n), (y1,...,Ym), kde m,n € N. Dokazte,
ze (1, s TnyYly---sYm) = (Y1y-- o, Ym, T1,...,Tn) pravé tehdy, kdyz existuje takové po-

sloupnost (t1,...,t), ze (z1,...,2n) je n/k-krat zopakovand (t1,...,tx) a (y1,...,Ym) je
m/k-krat zopakovand (t1,...,tg).

Pro lepsi orientaci zavedeme oznaceni: Pro libovolné dvé posloupnosti z = (z1,...,Zn),
y = (y1,--.,Ym) bude zy znacit posloupnost (z1,...,Zn,y1,...,Yym) a z* bude k-krat zopa-
kovana posloupnost z.

Pokud plati prava strana implikace, tedy = = t"/¥, y = tm/k, mame

Ty = tn/ktm/k _ t(m+n)/k _ tm/ktn/k = yz,

coz jsme chtéli dokazat.

Opac¢nou implikaci dokazeme indukci podle m + n. Nejprve si ale povS§imnéme, Ze pro
m = n je problém trividlni — z zy = yx pfimo plyne (rovnost prvnich n élentt), ze 1 =
Y1y Tn = Yn. Mizeme tedy vzit k=m=nat=z=y.

Pokud m + n = 2, musi nastat rovnost m = n = 1. To uz jsme vyftesili.



Piepokladejme, ze umime dokazat implikaci pro véechna m’ + n’ < m + n. BUNO
pfedpokladejme, ze m < n. Potom z faktu xy = yx plyne (rovnost prvnich m ¢lent), ze
T1 =Y1,-..,Tm = Ym. Ledy,

(ylv~--7ym7y17'"7ymaxm+17---7xn) = (yh---,ymwh---,ﬂcn) =

= (@1, @0, Y1, -, Ym) = (Y1, - Ym, TmA1, -+ Tn, YLy - - -5 Yrm)-

Vidime, Ze plati (Skrtneme prvnich m ¢élenti posloupnosti)

(Y1, Ym, Tma 1,5 Tn) = (Tmal, - Ty YL, - -5 Ym),

pfiCemz m + (n — m) = n < m + n. MiZeme proto pouzit indukéni pfedpoklad. Existuje
posloupnost t délky k spliujici y = t™/¥, (Tm41y---,Tn) = t(n=m)/k o proto také z =
(Y1, Yms Tmt1y -y Tn) = tm/kg(n=—m)/k — yn/k oy jsme chtéli dokazat.

Poznamky opravovatele: Vétsina feSiteli viibec nepouzivala indukci. Mnohym z nich se
potom nepodafilo zformulovat matematicky dikaz, protoze tloha pfes svou zdanlivou jedno-
duchost vyzaduje exaktni uvazovani.

Takika vSechna feseni bez indukce pouzivala jakési posouvani posloupnosti ¢i nejprve
dokazala rovnost pro k = 1 a poté z toho vyvodila zbytek. Za diikaz leh¢i implikace jsem
daval jeden bod, za druhou ¢tyfi body. Mnoho fesiteli totiz na jednu z nich zapomnélo.

8. tloha

Necht f : N — N je rostouci funkce, kterd pro kazdé prirozené cislo m spliiuje vztah
f(f(n)) = f(n) + n — 1. Dokazte, ze pak pro kazdé n € N je f(n + 1) — f(n) bud 1 nebo
2. (N=1{1,2,3,...}.)

Tvrzeni

1<fn+1)=f(n) <2 (»)
budeme dokazovat indukci podle n.
I: n = 1. Mame dokdzat 1 < f(2) — f(1) < 2. Ze vztahu

f(fm) =fn)+n—-1 (@)

plyne dosazenim n = 1 vztah f(f(1)) = f(1). Jelikoz f je rostouci a tedy tim spiSe prosta,
dostavame f(1) = 1. Dosadime-li n = 2, dostaneme f(f(2)) = f(2) + 1. Pokud by platilo
f(2) = 2, okamzité bychom dostali spor. Pokud f(2) = k > 3, pak mame f(2) =k, f(k) =
k + 1. Jelikoz f je rostouci, dostavame f(2) < f(3) < f(k), neboli k < f(3) < k + 1, coz je
spor. Vidime tedy, ze nutné plati f(2) = 3 a tedy f(2) — f(1) = 2. Tim je pro n = 1 tvrzeni
dokézano. Navic diky tomu, Ze f je rostouci a f(2) = 3 snadno vidime, zZe

n>2= f(n)>n. (*)



II: Piedpokladejme, Ze tvrzeni (#) jiz madme dokdzano pron =1, 2, ..., k, kde k € N.
Ukézeme, ze pak (#) plati i pro n = k4 1. Mame tedy dokazat 1 < f(k+2) — f(k+1) < 2.
Najdéme si m nejvétsi pfirozené &islo s vlastnosti f(m) < k + 1. Jelikoz k + 1 > 2, z tvrzeni
(x) plyne m < k + 1, neboli m < k. Proto pro m muzeme pouzit indukéni predpoklad.
Z toho, jak jsme volili m vidime, ze f(m+1) > k+ 1, neboli f(m+ 1) > k+ 2. Z indukéniho
pfedpokladu vidime, ze 1 < f(m + 1) — f(m) < 2. Snadno nahlédneme, Ze nastava pravé
jedna ze t¥i nasledujicich moznosti:

(1) f(m) =k+1, f(m+1)=k+2. Pak uzitim () pro n = m an = m+ 1 dostaneme
Fk+2)— F(b+1) = F(f(m+1) — F(F(m)) = (f(m-+1)+m)— (F(m) +m—1) =2

(2) f(m) =k+1, f(m+1) = k+ 3. Naprosto analogicky prvni moZznosti dostaneme
f(k+3)— f(k+1) = 3 a diky nerovnosti f(k+1) < f(k+2) < f(k+ 3) dostavame
1< f(k+2) — fk+1) < 2.

3) f(m) = k, f(m + 1) = k + 2. Naprosto analogicky prvnim dvéma moznostem
dostaneme f(k + 2) — f(k) = 3 a diky nerovnosti f(k) < f(k+ 1) < f(k+2)
dostavame 1 < f(k+2) — f(k+1) < 2.

Ve vSech pfipadech jsme tedy dostali 1 < f(k + 2) — f(k+ 1) < 2. Druhy indukéni krok
a tedy i celé tvrzeni je dokazano.
Poznamka: Zatim jsme nikde neukdzali (a ani nepotfebovali), ze viibec néjaka funkce f
spliiuje pozadavky zadani. Lze se vSak pfesvédcit, ze napf. funkce f(n) = {prT\/gnJ vyhovuje
(neni ale jedind).
Poznamky opravovatele: 'V této tloze délalo feSitelim nejvétsi problémy naformulovat, jaké
tvrzeni ulohy, ale né&jaké jiné (podobné), ze kterého uz pivodni tvrzeni vyplyvéa. Spousta
feSeni vypadala tak, ze Fesitel zacal n&jaké tvrzeni dokazovat (podle néjakého schématu in-
dukce), jenze nefekl, jaké presné. Nad nékterymi FeSenimi jsem stravil opravdu hodné ¢asu,
nez jsem na to piisel.? Proto byste ve svych fesenich méli ptesné formulovat, co dokazujete.

Dva Fesitelé prisli na Feseni, které je zna¢né jednodussi nez ostatni, (autorské nevyjimaje)
a zaslouzili si +2i. Jejich myslenka byla nasledujici: Méjme dano néjaké n, predpokadejme,
ze f(n+1)— f(n) = d. Pak z rekurentniho vztahu dostaneme f(f(n+1))— f(f(n)) =d+1.
Oznadime-li si y; = f(f(n) +i+1) — f(f(n) +4) proi = 0, 1, ..., d — 1, pak plati
Yo+y1+ - +yq—1 = d+ 1. Na levé strané mame soucet d kladnych celych cisel. Je zfejmé,
ze jedno z Cisel je rovno dvéma, ostatni musi byt rovna jedné. Je tedy vidét, ze dokazovany
vztah 1 < f(k+ 1) — f(k) < 2 plati pro k = f(n), f(n)+1, ..., f(n+1) — 1. Odtud uz
snadnou uvahou (jelokoz vychozi n bylo libovolné) vidime, Ze jsme timto postupem vztah
1< f(k+1)— f(k) < 2 dokézali pro vSechna k od f(1) vySe. Stejné, jako ve vzorovém feseni
dokazeme, ze f(1) =1 a jsme hotovi.

2Mnohdy lze Fesitele podezirat, Ze to sam nevi.



