Povidani ke ¢tvrté sérii

Tato série se zabyva funkcemi. PFfipomeneme si zde nékteré pojmy, které muzes pfi feseni
prikladt potfebovat.

Pojem spojité funkce zde nebudeme presné definovat. Jako spojitou funkci si muzes pred-
stavit libovolnou funkci, jejiz graf ,lze nakreslit jednim tahem®. Napf. vSechny konstantni
funkce, funkce f(x) = z, vSechny polynomické funkce, funkce sinz, cosz,e® ... jsou spojité.

Funkci f : R — R nazveme k-periodickou (pro k realné kladné), pokud pro kazdé = € R
plati f(z + k) = f(z). Funkci f : R — R nazveme periodickou, pokud existuje k > 0 takové,
ze f je k-periodicka.

Necht f, g jsou funkce, Hy; C Dy. Slozenim funkci f a g nazveme funkci, kterou znacime
f o g a kterd je definovana pfedpisem (f o g)(z) = f(g(z)). Tedy méame-li n&jaké x € Dy,
hodnotu fog v bodé z najdeme tak, Ze nejdfive zobrazime x pomoci funkce g a vysledek (tj.
g(x)) zobrazime pomoci funkce f (tedy dostaneme f(g(x))). Napt. funkce h(x) = sin(z2 +1)
je slozenim funkci f(y) = siny a g(x) = 22 + 1.

4. série

Téma: Funkce

Termin odeslani: 10. LEDNA 2000
1. 0LOHA (3 BODY)
Uvazujme funkei f(z) = sin( Sirl)z) s defini¢nim oborem Dy = (0, ).

(a) Urcete obor hodnot této funkce.
(b) Pro kterd « € Dy plati f(z) = 1, pro kterd f(z) = 0, pro ktera f(z) = —17
(c) Naleznéte maximum funkce (sinz) - f(z) na Dy.

2. ULOHA (3 BODY)
Pro kazdé dvé spojité! funkce f, g : (0,1) — (0,1) definujeme jejich vzdalenost pfedpisem

d(f,g) = Jmax |f(z) — g(x)|. Dokazte, ze pro libovolné tii spojité funkce f, g, h: (0,1) —

(0,1) plati d(g o f,ho f) < d(g,h).

3. ULOHA (3 BODY)
Rozhodnéte, zda pro spojité periodické funkce f, g : R — R musi byt také jejich soucet f+g
periodicka funkce.

ISpojitost funkci f, g predpokldaddme pouze proto, aby existovalo maximum jejich rozdilu
na uzavieném intervalu (0, 1). Pro FeSeni tlohy neni pfedpoklad spojitosti podstatny.



4. ULOHA (5 BODU)
Necht je v roviné pevné dan obdélnik O (jsou dany soufadnice jeho vrcholdi, nelze s nim tedy
posunovat ani ho otacet). Naleznéte co nejmensi n € Ng = {0, 1, 2, ...}, pro které existuje
polynom n-tého stupné, na jehoz grafu lezi vSechny vrcholy obdélniku O.

5. 0LOHA (5 BODU)
Naleznéte vSechny realné polynomy, které spliuji rovnost zP(z) —1 = (z — 1)P(z + 1) pro
vSechna z € R.

6. ULOHA (5 BODU)

Bud A mnoZzina v8ech funkeci, které vzniknou koneénym poétem slozeni funkci g(z) = %

a h(z) = 1+ z. Napf. funkce k(z) = 73_:'22 = ﬁ je v mnoZiné A, protoze lze psat
Ttz

k(z) = g(h(h(g(h(h(h(x))))))), neboli k =gohohogohohoh.
(a) Dokazte, ze pro kazdé kladné racionélni éislo a existuje f € A takova, ze f(1) = a.

(b) Dokazte, ze neexistuje f € A takova, ze f(%) = ﬁ

7.ULOHA (5 BODU)
Dokazte, ze existuje funkce, ktera lze napsat pomoci skladani funkci sinus, konstantnich
funkci, séitani, nasobeni, déleni a umocnovani, kterd je 5-periodicka, prochazi pocatkem, je
na intervalu (0, 1) rostouci, na (1, 4) klesajici a na (4, 5) rostouci.

8. ULOHA (5 BODU)
Bud

(a) f(z) = sin(nz)

(b) f(CC) _ 1+sin2(27'rz) )

Oznaéme fr(z) n-tou iteraci funkce f, tj. fi(xz) = f(z), f2(x) = f(f(x)),... V zavislosti na
n € N uréete pocet FeSeni rovnice f,(x) = = na intervalu (0,1).

Reseni 4. série

1. Gloha

Uvazujme funkci f(z) = sin(ﬁ) s defini¢nim oborem Dy = (0, ).
(a) Urcete obor hodnot této funkce.
(b) Pro kterd « € Dy plati f(x) = 1, pro kterd f(z) = 0, pro ktera f(z) = —17
(c) Naleznéte maximum funkce (sinz) - f(z) na Dy.



(a) Oborem hodnot funkce f je interval (—1, 1). Tuto skute¢nost nahlédneme takto: Ozna¢me
obor hodnot funkce f jako Hy. Vzhledem k tomu, Ze f je funkci sinus argumentu ﬁ a funkce

sinus vraci hodnoty z intervalu (—1, 1), vidime, ze Hy C (-1, 1). Na druhou stranu, uvazujme

interval <arcsin %, g> Tento interval zobrazi funkce —1— na interval (1,10). Interval (1, 10)
sin

ma pak délku vétsi nez 2, coz je perioda vnéjsi funkce sinus. Sinus tedy tento interval zobrazi
na interval (-1, 1). Tim jsme tedy ukazali, ze (—1,1) C Hy, coz dohromady s pfedchazejicim
vysledkem H; C (—1, 1) dava dokazovanou rovnost Hy = (—1,1).

(b) f(z) = 1, prave, kdyz je ﬁ = 5 + 2km, kde k je nezdporné celé &islo. To plyne
z vlastnosti funkce sinus. Posledni rovnost si mizeme pfeupravit na tvar:

1
%+2k7r'

sinz =

To je pro x € (0,7) ekvivalentni s tim, Ze plati

1
r = arcsin | ——— |,
(% + 2k7r)
nebo

1
r=m—arcsin (| —— |,
(g+2lm)

kde k € Np. Symbolem Ny zna¢ime mnozinu vSech celych nezdpornych cisel.
Analogickym postupem uré¢ime, ze f(x) = 0 pravé tehdy, kdyz

1
x = arcsin (—) s
km

nebo

1
xr = T — arcsin (—) s
km

kde k € N. Symbolem N znac¢ime mnozinu vSech pfirozenych éisel.
Obdobné, f(z) = —1 pravé tehdy, kdyz

1
xr = arcsin | —— |,
(—g T 2k7r)
nebo

1
r=m—arcsin | ———— |,
(*% +2k7r)

kde k € N.
(c) Ozna¢me g(x) = (sinz) - f(z). Nasim cilem je tedy nalézt maximum funkce g na intervalu
(0, 7). Ukazeme, ze ono maximum je nabyto v bodé = 7 a je tudiz rovno g(%) = sin1.



Rozdélme si nyni interval (0,7) na t¥i intervaly?: (0,1), (1,7 — 1) a (7 — 1, 7). Snadno
nahlédneme, Ze na prvnim a tfetim z téchto intervali je funkce g(z) odhadnuta shora funkci
sinus, kterd na obou téchto intervalech nabyva hodnot mensich, nez g(5) = sin 1.

Zbyva tedy jiz jen ukazat, ze funkce g nabyva na intervalu (1,7 — 1) maxima v bodé %

z.
Derivaci® funkce g je funkce

g'(x) = (cosx) - (Sin (sirllx) — cos (sirllx) : siix) .

Funkce g’(z) tedy vsude v intervalu (1,7 — 1) existuje a nulové hodnoty nabyva pouze v bodé
z = 3, jak se pfesvédc¢ime jednoduchou algebraickou tpravou (rovnici g'(z) = 0 nejprve
sirll x
tg y = y, kterd nema v intervalu (0, 5), tedy ani v intervalu®(1, ﬁ) z4dné feSeni, coz ndm
staci), coz s vySe uvedenym dévd, ze maximum funkce g je nabyto v bodé = 7 a je rovno
hodnoté€ sin 1.

vydélime pro x # 3 vyrazem cosz a pak po substituci y = se nam prevede na rovnici

Pozndmky opravovatele: V ¢&asti (b) vétSina z feSiteld zapomnéla na to, Ze funkce sinz
nabyva kazdé hodnoty y € (0,1) dvakrat. Z rovnosti sin x = y nelze usoudit, ze z = arcsiny.
Reseni jsou dvé: 1 = arcsiny, 2 = m—arcsiny. Za tuto chybu jsem strhavala 1 bod. V ¢asti
(c) mnoho fesitelt usoudilo, ze maximum funkce f musi byt 1, pokud f(z) = g(z)-h(x) a obé
funkce g a h maji maximum 1. To samoziejmé neplati, funkce g a h nemusi nabyvat svého
maxima ve stejném bodé. Napf. funkce sinz - cosz ma na intervalu (0, 7) maximum é (je

rovna % sin2z), i kdyz obé& funkce sinz a cos z maji na tomto intervalu maximum 1.

2. dloha

Pro kazdé dvé spojité® funkce f, g : (0,1) — (0,1) definujeme jejich vzdalenost piedpisem

d(f,g) = Jmax |f(z) — g(x)|. Dokazte, ze pro libovolné tii spojité funkce f, g, h: (0,1) —
x

(0,1) plati d(g o f,ho f) < d(g,h).

Ozna¢me A = {|g(z) — h(z)| : 2 € (0,1)}, B = {|g(f(z)) — h(f(z))| : z € (0,1)}. Chceme
dokazat, ze max B = d(go f,ho f) < d(g,h) = max A.

Vsimnéte si, ze B C A, nebot pro libovolné = € (0,1) je f(z) € (0, 1), a tudiz kazdé &islo
lg(f(z)) — h(f(x))| lezi v mnoziné A. Pak ovSem také max B lezi v A, ¢ili max A nemiZe byt
mensi nez max B.

2V dslicich bodech 1, 7 — 1 neni maxima nabyto, nebot g(1) i g(m — 1) je ostfe mensi nez
g(x/2).

30mlouvame se neznalému étenafi za vyuziti derivaci v tomto feseni, ale bez nich by bylo
feseni moc zdlouhavé a umélé. Slo by je obejit a postupné omezovat maximum nasi funkce
na interval (3 — ¢, + ¢) pro malé .

4Snadnym odhadem zjistime, Ze sin1 > %

5Spojitost funkei f, g pFedpokladame pouze proto, aby existovalo maximum jejich rozdilu
na uzavieném intervalu (0, 1). Pro FeSeni tlohy neni pfedpoklad spojitosti podstatny.



Poznamka: z dikazu je vidét, ze je-li f na, tak A = B, a tedy v nerovnosti nastava rovnost.

Poznamky opravovatele: Uloha byla velmi snadna, o éem# svédéi plny bodovy zisk téméf
vSech Tesiteld. Mnoha lidem ovsem ¢inilo zjevné potize své myslenky srozumitelné formulovat.
Dobfe radim: neberte hodiny slohu jako zcela zbyteénou samotuéelnost!

3. tloha
Rozhodnéte, zda pro spojité periodické funkce f, g : R — R musi byt také jejich soucet f+ g
periodicka funkce.

Ukéazeme, ze soucet dvou spojitych periodickych funkci nemusi byt periodicka funkce.
Uvazme naptiklad funkce f1(z) = cosz a f2(x) = cos(zv/2). Obé jsou spojité a periodické
(prvni s periodou 27, druha s periodou 7v/2). Jejich soucet f = fi + fo periodicky neni.
Tuto skutecnost ukdzeme sporem. Predpoklddejme, ze f je periodickd funkce s periodou
t > 0. Jelikoz f(0) = 2, je také f(t) = 2. Pak ale cost + cos(tv/2) = 2, takZe zjevné
cost = cos(t\/i) = 1. Pak ale nutné existuji celd kladna c¢isla k1 a ko takova, Ze plati
t = 2wk a tV/2 = 27ks (pouze pro disla tvaru @ = 27k, kde k je celé ¢islo, plati cosz = 1).

Odtud vsak snadnou tpravou plyne v/2 = %, coz je spor, protoze /2 je iracionalni.

4. tloha
Necht je v roviné pevné déan obdélnik O (jsou ddny soufadnice jeho vrchold, nelze s nim tedy
posunovat ani ho otacet). Naleznéte co nejmensi n € Ng = {0, 1, 2, ...}, pro které existuje

polynom n-tého stupné, na jehoz grafu lezi vSechny vrcholy obdélniku O.

Soufadnice vrcholi obdélniku si oznaéme A = [a1,a2], B = [b1,b2], C = [c1,¢c2], D =
[d1, d2]. Pokud nékteré dva vrcholy obdélniku maji stejné z-ové souradnice, pak samoziejmé
zadny takovy polynom neexistuje (pro jedno x by musel nabyvat dvou rtiznych hodnot). Dale
se budeme zabyvat jen pfipadem, kdy x-ové soufadnice vSech bodi jsou razné.

Nejprve dokézeme, ze polynom stupné nejvyse dvé nestaci. Z rozmisténi vrcholt obdélniku
totiz plyne, ze graf funkce by musel byt nejprve rostouci, pak klesajici a zase rostouci, nebo
klesajici, rostouci a zase klesajici, coz graf polynomu stupné nejvyse dvé byt nemuze.

Nyni najdeme polynom stupné 3, ktery danymi body prochazi. Ozna¢me

Qa = (z—b1)(z —c1)(z — d1).

Tento polynom je t¥etiho stupné, v bodech b1, ¢1 a di je Qa(z) =0 a Q4(a1) je rovno néja-
kému nenulovému ¢islu. Najdeme tedy takovou konstantu k, aby k- Qa(a1) = a2 a polozime
pak Py(z) = k- Qa(x). Tento polynom nabyvé nuly pro = b1, c1,d1 a hodnoty a2 pro
z = a1. Podobné sestrojime polynomy Pp, Pc a Pp. Hledany polynom pak bude

P(z) = Pa(z) + Pp(z) + Po(z) + Pp(z).

Tento polynom je jisté stupné 3 (jiz jsme ukdzali, Ze mensiho stupné byt nemuze) a prochézi
body A, B, C a D.



Poznamka: Pozornému ¢tenafi seridlu jisté neunikne, ze misto druhé poloviny feseni by

stadilo (s vyuzitim poznatki ze seridlu) napsat ,,Pouzijeme Lagrangetv interpola¢ni polynom
“

Poznamky opravovatele: Jeden bod jsem daval za vylouéeni pfipadi, kdy nékteré dva body
maji stejné z-ové souradnice. Dva body jsem pak daval za dikaz, Zze polynom stupné 2
a mensiho nestaci, a dva body za diikaz, Ze polynom stupné 3 stac¢i. Nékteri fesitelé povazovali
za ziejmé, ze polynom stupneé 2 nestaci. Jini fesitelé naopak povazovali za ziejmé, Ze polynom
stupné 3 staci.

Tvrzeni, Zze polynom stupné 2 nestaci, dokazoval kazdy jinak, néktefri naptiklad vyuzili
Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté, jini se zajimali o monotonii funkce, hezké dikazy vyuzi-
valy jeji konvexity, resp. konkavity. V druhé ¢asti nékteii vyuzili nenulovosti Vandermondova
determinantu, jini soustavu fesili, nékteri si stfed obdélnika posunuli do poc¢atku a stacilo jim
pak Fesit soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych (funkce musela byt lichd, tedy
tvaru az3 + bx). Ale zZadné Feseni této Casti se svou krasou nevyrovnalo feseni vzorovému.

5. aloha
Naleznéte vSechny realné polynomy, které spliuji rovnost xP(z) —1 = (z — 1)P(x + 1) pro
vSechna z € R.

Dosadime-li = 0 (nebo z = 1), dostaneme P(1) = 1. Dosadime-li z = 2, dostaneme
2P(2) = P(3) + 1. Polozme P(2) = t, pak plati P(3) = 2t — 1; dosadime-li z = 3, dostaneme
P(4) = 3t — 2. Matematickou indukci snadno dokézeme, Ze pro kazdé pfirozené ¢islo n plati:

P(n)=(Mn—-1)t—(n—2). Q)

Oznadime-li Q(z) = P(z) — ((z — 1)t — (z — 2)), z tvrzeni (V) pfimo plyne Q(n) = 0 pro
kazdé n € N. Polynom @ tedy nabyva nulové hodnoty v nekone¢né mnoha bodech a je tedy
identicky (v kazdém bodé&) nulovy. Odtud pfimo plyne, Ze musi platit

P(z) = (z - 1t — (z - 2), (®)

kde ¢t = P(2). Naopak pro libovolné ¢ € R dosazenim ovéfime, ze polynom P(z) ve tvaru (#)
vyhovuje zadani.

6. tloha
Bud A mnozina v8ech funkei, které vzniknou koneénym poétem sloZeni funkei g(z) = %
a h(z) = 1+ z. Napf. funkce k(z) = 73;3“; = 24_% je v mnoziné A, protoZe lze psat

Ttz
k(z) = g(h(h(g(h(h(h(x))))))), neboli k =gohohogohohoh.
(a) Dokazte, ze pro kazdé kladné racionélni ¢éislo a existuje f € A takova, ze f(1) = a.

(b) Dokazte, Ze neexistuje f € A takova, ze f(%) = 17521.

(a) Dukaz provedeme matematickou indukci pfes jmenovatel racionalniho éisla a. Pokud je
jmenovatel roven jedné, tj. a je celé Cislo, pak pro a = n > 1 staéi (n — 1)-krat slozit funkeci



h(z) = z 4+ 1, pro n = 1 pak staci vzit funkci g(z) = 1/z. A nyni indukéni krok: necht pro
viechna a € Q1 s jmenovatelem mensim nez k vhodn4 funkce existuje. Vezméme nyni a = p/k
(zlomek necht je v zakladnim tvaru — &isla p a k jsou nesoudélnd). Nejprve predpokjadejme
p < k. Pak ¢islo 1/a méa jmenovatel p mensi nez k. Podle indukéniho pfedpokladu existuje
funkce F' € A takova, ze F(1) = 1/a. Pak zjevné g(F (1)) = a. Nalezli jsme tedy vhodnou
funkci go F' € A.

Pokud plati p > k, jisté existuje pfirozené ¢islo | takové, Ze a = | + p’ /k, kde 0 < p’ < k.

Pro ¢islo p’ /k jiz vhodnou funkci G € A nalézt umime. Kdyz funkci G slozime [-krat s funkci
h, je zjevné h'(F(1)) = p'/k + 1 = p/k = a. Tim je dokazano, Ze i pro &isla, kterd maji ve
jmenovateli k, existuje hledana funkce. Tim je dtukaz hotov.
(b) Vezmeéme racionélni &islo p/q, kde p, g jsou nesoudélna. Necht m = min{p, ¢}. Pak
p >m, g > m. Plati g(p/q) = q/p a h(p/q) = (p+ q)/q. Vidime, Ze v prvnim p¥iipadé se &isla
nezménila (jen si vyménila role), ve druhém pripadé se jedno zvétsilo a druhé se nezménilo.
Diilezité je, ze Cisla ztlistala nesoudélnd, zlomek (p + ¢)/q je v zékladnim tvaru. Vidime, ze
zobrazeni g i h na &islo p/q zachovava vlastnost ¢ > m a j > m, kde c je Citatel a j je
jmenovatel obrazu ¢isla p/q (vSechny zlomky uvaZzujeme v zékladnim tvaru).

Odtud uz snadno vidime, ze je-li (pro f € A) f(3/4) = p/q, pak p i ¢ musi byt vétsi nebo
rovny tfem. Tim je dokdzano, Ze neexistuje funkce f € A takova, ze f(3/4) = 2/17123.

Poznamky opravovatele: Piiklad nebyl tézky. Reseni byla bud stejna jako vzorové, nebo
v nich bylo pouzito fetézovych zlomku. A pravé to byl casto kdmen trazu. Kdyz uz pouzi-
vam véty a tvrzeni, kterd nedokazuji, musim je alespon pifesné zformulovat a vysvétlit, jak
je pouzivam. Tj. napsat ,Skladanim funkci uvedenych v zadani lze zfejmé zapsat jakykoli
fetézovy zlomek a protoze kazdé racionalni ¢islo l1ze prevést na fetézovy zlomek, jsme hotovi.“
neni dobra cesta, jak ziskat za priklad hodné bodu.

Navic, zatimco v ¢asti (a) stacila existence odpovidajiciho Fetézového zlomku a to, Ze tento
umim vyjadrit jako f(1) pro f € A (coz vSichni ukazali), v ¢asti (b) potfebuji jednoznaénost
ptifazeni racionalniho ¢isla a jeho fetézového zlomku a jesté jednoznacnost prifazeni Fetézo-
vého zlomku a funkce f € A, tedy Ze jedna a taz f se nedd napsat pomoci dvou ruznych
posloupnosti skladani funkci h a g.

Udélovala jsem 3 body za ¢ast (a), 2 za (b). Pokud nebyla dokazana jednoznac¢nosti, strhla
jsem jeden bod, pokud nebylo ani napsano, ze ji pouzivate a pritom jste ji pouzivali, strhla
jsem dalsi bod.

7.aloha

Dokazte, ze existuje funkce, kterd lze napsat pomoci sklddani funkci sinus, konstantnich
funkci, séitani, nasobeni, déleni a umocnovani, ktera je 5-periodicka, prochazi pocatkem, je
na intervalu (0, 1) rostouci, na (1, 4) klesajici a na (4, 5) rostouci.

Funkci budeme hledat ve tvaru f(z) = sin(%Tm) + bsin(”Tx).

Zjevné f(0) = 0. Funkce f je 5-periodické, nebot

Vz €R: f(z +5) = sin (M) +bsin (@) _



= sin (27% + 27r) + bsin (4”?1 + 47r) = sin (27%) + bsin (%) = f(=).

Podobné se ukaze, ze graf f je symetricky podle bodu [2.5, 0] (nakreslete si obrazek).
Takze staci dokazat, Ze existuje b takové, Ze f je na intervalu (0, 1) rostouci a na intervalu
(1,2.5) klesajici. Ukazeme:

Lemma: Pro b € (0,0.5) existuje ¢, € (0,2.5) takové, ze f je na intervalu (0, cp) rostouci
a na intervalu (cp, 2.5) klesajici. Navic ¢}, zévisi spojité na proménné b.

Diikaz: Bude struény, aby nebyl netinosné dlouhy. Abychom si praci usnadnili, pouzijeme
derivace. Ukazeme, Ze pro kazdé b € (0, 0.5) existuje ¢, € (0,2.5) takové, Ze f'(z) je na (0, cp)
kladna, na (cp, 2.5) zdporna (navic plati f/(cp) = 0). Plati

21 27 4bm 47 27 27 27
"(x) = —cos(—m) + —— cos (— ) = ——(4bcos? —x + cos —x — 2b).
fllo) =~ 5 5 5 ( = )
Rovnice f'(z) = 0 je tedy kvadratickd rovnice v proménné cos 2?”:5 Funkce cos 2?”96 je na

intervalu (0, 2.5) klesajici a spojita. Plati

(0) = 2?”(1 +2b) >0

f(2.5) = 2?”(—1 +2b) < 0.

Odtud uz snadno plyne, ze f/(z) ma na intervalu (0,2.5) pravé jeden kofen (jelikoz je to
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kvadratickd funkce v proménné cos £*z), oznacime ho ¢,. Tento kofen si miizeme vyjadrit,

5
jako spojitou funkci® v proménné b. Je jiz jasné, ze f’(z) je na intervalu (0, c;) kladna a na
intervalu (cp,2.5) zaporna. Tedy funkce f(z) je na intervalu (0, cp) rostouci a na intervalu

(cp, 2.5) klesajici. Tim je dikaz lemmatu hotov.

Pro b =0 je zfejmé ¢, = 1.25 > 1, pro b = 0.499 je ¢, < 1, protoze napt. f(0.95) > f(1),
o ¢emz se presvédéime dosazenim. Nyni ze spojitosti ¢, jako funkce v proménné b dostavame,
ze existuje b € (0,0.5), pro které ¢, = 1. Pak vidime, Ze pro takové b je f(x) na intervalu
(0, 1) rostouci, na intervalu (1,2.5) klesajici. Ze symetrie grafu funkce f podle bodu [2.5, 0]
dostavame konecny vysledek.

Poznamky opravovatele: K vysledku jste se dostali dvéma cestami. Prvni byla skladanim
dvou sini, obdobné jako v FeSeni vzorovém, ale pouze Katarina Quittnerovd a Honza Housték
to zvladli naprosto bez chyby. Vétsina z vas jen ukézala, Ze jejich funkce ma v bodech 1 a 4
derivaci nulovou, ale opomnéla dokazat, ze v ostatnich bodech je derivace nenulova a ma
odpovidajici znaménko.

6Pomoci funkce arccos a vzorce pro kofen kvadratické rovnice. Pesny tvar této zavislosti
neni pro feSeni podstatny a jeho nalezeni pfenechdvame laskavému ¢tenafi.



Druhy zptsob byl pouzit funkci sinus a jeji argument parametrizovat tak, aby vysledna
funkce méla v bodé 1 maximum a v bodé 4 minimum. Zde skoro vSichni dostali plny pocet
bodu.

S origindlnim FeSenim pfisel Josef KFistan. Vsiml si, Zze v zadani nebylo uvedeno, ze séitani
musi byt koneéné. Proto sestrojil 5-periodickou funkci, jejiz graf na (0, 5) tvofi spojnice bodii
[0,0], [1,1], [4, —1], [5, 0], a tuto pak vyjadFil pomoci Fourierovy fady (Pro nezasvécené: kazda
integrovatelna periodicka funkce 1ze pomoci Fourierovych fad vyjadrit jako nekoneény soucet
sint a kosinil s vhodnymi koeficienty.)

8. iloha
Bud

(a) f(2) = sin(na)

(b) f(l‘) _ l+sin2(27-rw) )

Oznaéme fr, (z) n-tou iteraci funkce f, tj. fi(z) = f(z), f2(z) = f(f(z)),... V zévislosti
na n € N uréete pocet feseni rovnice fr,(x) = = na intervalu (0, 1).

Nejprve si uvédomime, Ze feSeni ¢asti (b) 1ze snadno odvodit z FeSeni ¢asti (a). Oznaime
funkci f v &asti (b) jako g, tedy f(z) = sin(wz), g(z) = (1 + sin(27x))/2. VSimnéme si
nejprve, ze pokud je x < 1/2, je g(z) > 1/2, naopak je-li z > 1/2, je g(z) < 1/2. Indukci
zjistime, Ze stejnou vlastnost maji i funkce g (z) pro lichd n, z ¢ehoz plyne, Ze pro tato n je
jedingm moznym FeSenim x = 1/2. Snadno ovéfime, ze 1/2 vskutku FeSenim je.

Pro suda n uz budeme muset opravdu vyuzit ¢ast (a). Mnohé naznaéi obrazek na dalsi
strané (f2, g2 a identicka funkce), pfesny postup nasleduje. VyuZijeme toho, Ze pro kazdé k
plati

o <1—;—w> 1+ (—;)kfk(x)_

Diikaz pfenechdvame ¢tenafi jako snadné cvi¢eni — pro k = 1 je tvrzeni snadnym duasledkem
vlastnosti funkce sinus, indukéni krok také neni tézky. Pro suda n tedy plati

gn<1;x) _ 1+];n(x).
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Nyni vidime, #ze fn(z) = z pravé tehdy, kdyz gn ((1+)/2) = (1 + z)/2. Cili podet
pruseéiki gn(z) a = v intervalu (1/2,1) je stejny jako pocet prisecika fn(z) a z v celém
intervalu (0, 1), jak pozdéji zjistime, je tento pocet 2™.

Nyni uz jen vyuZzijeme symetrie funkce gy (z). Zjevné plati gn(1 — z) = 1 — gn(z) (pro
n =1 je to jasné, pro vétsi n opét pouzijeme indukci). Odtud vidime, Ze na intervalu (0, 1/2)
existuje také 2™ FeSeni, pfi¢emz FeSeni z = 1/2 poc¢itdme dvakrat. Shroutim zjistime, Ze pro
suda n existuje 2711 — 1 feSeni, pro licha n jedno feseni nasi rovnice.

Pristupme nyni k ¢asti (a). Nejprve dokdzeme, Ze existuje alespoii 2" feSeni. Z obrazku to
vypada, ze funkce fn,(z) se sklada z 27~ 1  hrboli“, kazdy hrbol je thloptickou jednotkového
&tverce protnut (alespori) dvakrat. Vkutku tomu tak je. Indukei dokdZzeme, ze pro kazdé n
existuji ¢isla

O=zo<yi<z1<y2<zT2< - <Tp_1 <Yp<wp =1

(kde k = 2"~1), pticemz pro kazdé i je fn(w;) = 0, fn(y;) = 1, na intervalech (z;,y;+1) je
funkce fy, rostouci, zatimco na intervalech (y;,z;) klesajici. Pro n = 1 je toto tvrzeni zfejmé
— nebo spi§ zndmé z toho, co vime o funkci sinus. Indukéni krok je také lehky: pro kazdé i
je fnt+1(zi) = frn+1(yi) = 0, mdme tedy k+ 1+ k = 2™ + 1 bodd, v nichz je funkce fr41
nulova. Mezi kazdymi dvéma z nich je navic bod, v némz je f,,41 rovno 1. Funkce f;, je totiz
spojita, diky Darbouxové vlastnosti tedy existuje t € (y;, ;) (resp. t € (x4, yit+1), piitom 7 je
libovolny index), pro néz je fn(t) = 1/2, €ili fn+1(t) = 1. Laskavy ¢tenaf si jiz sam rozmysli,
ze funkce f,,+1 je na kazdém nové vzniklém intervéalku slozenim dvou monoténnich funkci,
pricemz vysledny druh monotonie je vzdy ten spravny.

Dokézali jsme, ze funkce f,, se sklada z 2"~ tusekii rostoucich od 0 do 1, a z 271 usekt
klesajicich od 1 k 0. V kazdém takovém useku je alespoii jedno FeSeni (kromé toho, ze je to
jasné z obrazku, miZzeme opét uzit Darbouxovu vlastnost), celkem jich tedy je alespor 2.
Vibec vSak neni jasné, jestli jich neni vic. V kazdé klesajici ¢asti funkce f,, je presné jedno



feSeni, v rostoucich ¢astech by tomu tak vSak byt nemuselo. Dvé rostouci funkce totiz mohou
mit mnoho prisecikil, jak ukazuje nasledujici obrazek (funkce z a = + 5%).
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V nasem pripadé ale dokazeme, ze i v rostoucich tsecich existuje pravé jedno feseni. Tato
¢ast je ponékud tézsi, bohuzel ji neumim vyfesit bez pouziti zakladu diferencidlniho poctu.

Podstata fesSeni je velice prosta. Kdyby existovalo vice nez 2" FeSeni nasi rovnice, musely
by na néjakém rostoucim tseku funkce fy(z) byt alesponn dvé feseni. Uzitim diferencidlniho
poctu zjistime, Ze by pak muselo existovat z, pro néz fn(z) = z a |f}(z)] < 1. UkdZeme,
Ze toto neni mozné. Nejprve si vSak shriime poznatky o funkci f(z). Existuje pravé jedno
p € (0,1) takové, Zze f(p) = p (pfitom p = 0.74). Déle pro viechna = € (0, 1) plati

o J(@) = f(1—2)

erx<l—p = flx)<p

o f(z) <7z

o 1f/(@)] = 7l cos(mz)| = my/T= J(@)?

If'(z)] <1< f(z) > M, kde M = /1 — 23 =0.95>p
Nyni si uvédomme, ze fn(z) = f(fn—1(z)), tedy podle vzorce pro derivaci slozené funkce
je fl(x) = f'(fn—1(2))f] _;(x). Vyjadiime-li si takto i derivaci funkce f,,_1(x), dostaneme

vztah
n—

1
fa(@) =11 f'(fu(@)) ()
k=0
(pfitom fo(xz) = z). Kdybychom nyni ukézali, ze je-li fn(z) = =z, pak kazdy z Cinitelt
v predchozim vzorci je v absolutni hodnoté vétsi nez 1, byli bychom hotovi. Toto se nam
bohuzel nepodafi, ale mirné zobecnéni této myslenky jiz k cili vede.



Zvolme nyni pevné z, pro néz fn(zr) = x a oznadéme si z = fr(x). Je tedy =, = zo,
Tn4+1 = %1, ... neboli pfi zvySovani indexu u x nemusime kontrolovat, zda nepfekracujeme
¢islo n. Cisla zo, 21, ... , Tn—1 nyni rozdélime do tzv. tsekid. Prvni typ useku je jedno &islo
z;, pro néz | f'(z;)| > 1 a které nezafadime niZe do delsiho useku. Druhy typ je po sobé jdouci
posloupnost ¢isel g, k41, ... , Thyt, Pro kterd plati:

o |f'(zr)| <1 (neboli zp41 > M)
® Tpio < Tpy3 < -- < Tpye < 1 — p, pricemsz Cislo ¢ je nejvetsi mozné.

Takto se ¢isla zg, 1, ..., xn rozpadnou do nékolika usekid, tyto tseky se nemohou
prekryvat — ¢isla g1, Tr42, ..., Tkt DAs nenuti zapocit novy vicebodovy tusek, protoze
| @hso)] > 1 (e totiz p < M).

Vzhledem k rovnici (A) sta¢i nyni ukazat, ze pro kazdy usek je souéin absolutnich hodnot
derivaci funkce f v jeho prvcich (ozna¢me jej V') vétsi nez jedna. Odtud totiz plyne, ze

If"@o)|1f (@)1 (w2)] - | f (&n—1)| > 1,

ovSem soudin na levé strané je roven |f} ()|, jsme tedy hotovi.

Nyni se tedy zabyvejme jednim vicebodovym tsekem (pro jednobodovy usek zj plati
|f'(xx)] > 1 pfimo z definice), oznac¢enym jako vySe x, Tgt1, --. , Thtt. Zvolme € tak, aby
241 = 1 —e. Z vlastnosti funkce f(z) plyne, ze 4o < 7e, zpy3 < w2, ..., Tpytr1 < mle.
Z maximality ¢isla ¢ (viz definice useku) plyne, Ze xpy¢y1 > 1 — p. Dosazenim zjistime, ze

1-p

€ > 7

™

Ptred zavérecnym dosazenim jesté par pomocnych vypoctl. Protoze plati x5y < 1 —p, plati
iZgye41 <p. Tedy prokazdéi =2, 3, ..., t+1ljexyy; <p,atedyi,/1— zi_‘_i > 4/1—p2.
Dile0<e<1, tudiz1—a} ; =1-(1—-e)?=2e—e?>¢cili /1 -af > > —jjj;’

Tudiz
Vo= (@) @rg )1 @rg2)] - 1 (0]

_t+1 2 2 2
=7 \/1_$k+1\/1_xk+2"'\/1_$k+t+1

P (TR

/2
0 \1/2
:(W\/l—p>.(7r(1—p )) .
S kalkulagkou uz snadno zjistime, ze m/I —p > 1, a také 7(1 — p2) > 1 (kdyby se nam
pouziti kalkulacky nelibilo, mtZeme pouzit chytrych odhadt pro ¢islo p a 7, detaily si ¢tenar

domysli sém). Odtud plyne, ze V > 1, coz byla posledni chybéjici ¢ast dikazu. Tim je tedy
dukaz ukoncen.
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Poznamka 1: Druhd ¢ast feSeni Casti (a) je pomérné osklivd, technickd, komplikovana.
Vyhlasuji tedy soutéz o hezéi (a co nejhezci) Feseni, vitéze odménim ¢okoladou dle jeho
vlastniho vybéru.



Poznamka 2: Obréazky k této uloze byly nakresleny programem Maple. Méte-li moznost si
s timto programem pohrat, tak to viele doporucuji — umi fesit rovnice i jejich soustavy, nu-
mericky i ,,symbolicky“, kreslit vSechny mozné grafy, upravovat vyrazy, integrovat, derivovat
a jesté spoustu dalsich véci, které byste ani ve snu nepozadovali. Jediné, co jesté neumi, je
Fesit za vés priklady z naseho seminéfe :—) Pokud k tomuto programu p¥istup nemate, tak
se téste, az prijdete na Matfyz :—)

Poznamka 3: Na tomto ptikladu je pékné vidét, k ¢emu je dobré kresleni obrazkt. Pulka
Gasti (a) a prechod od (a) k (b) je vlastné jasny, kdyz si ¢lovék nakresli spravny obrézek.
V naSem feSeni jsme jen tuto jasnost matematicky prikazné vyjadrili. Nicméné obrazky
mohou byt i zrddné, pokud jim pftili§ véfime, tak tfeba ani nepostfehneme, Ze je potieba
druhé pilka Feseni ¢asti (a).

Poznamka 4: Podobna tloha by $la zadat s funkci f kvadratickou (f(z) = 4x(1 — x)) & po
Castech linedrni (graf f(z) je tsecka z bodu [1/2,1] do bodu [0,0] a [1,0]). Uvédomte si, ze
tyto varianty jsou vyrazné jednodussi.

Poznamka 5: Pro ovéfeni, zda jste dobfe dukaz pochopili si zkuste rozmyslet, jestli jsme
vlastné nedokdzali, ze pro vSechna z je |f} (z)| > 1. To samoziejmé neplati, ale kde selze
nas dukaz?

Poznamky opravovatele: Uplné tlohu bohuzel nevyiesil nikdo. Nejlepsi feseni byla ta, kde
fesitel ukazal, Ze existuje alespon 2" feeni (&i 2711 —1 v &asti (b)). Za takovy vykon byl Fesitel
odménén tfemi body. Pozlobilo mé, ze takika nikdo si tuto chybu svého feseni neuvédomil
(nebo ji aspori nepfiznal), a tvrdil, Ze je jasné néco, co bud viibec neplati, nebo da opravdu
hodné prace dokézat. Cestnou vyjimkou byl Filip Jaros, ktery se pfiznal, ze ulohu uplné
vytesit neumi (a dostal za to o bod vice).

Jen mélo Fesitelu si v8imlo, ze ¢ast (b) je snadnym dusledkem ¢&&sti (a), vétsina FeSitelt
»mlzila® jesté jednou. Nékolikrat se objevila mylné predstava, ze ,kraje hrboli“, neboli body
x, v nichz je frn+1(x) = 0 jsou 0, 2—171, 2—271, 2%, ... Ovsem obrazky vyse uvedené, jakoz i snadné
tvaha ukazuji, ze tomu tak neni.



