5th series

Topic: Probability
Date due: 21 FEBRUARY, 2000

PROBLEM 1 (3 points)
We throw a fair six-sided dice three times in a row. How does the probability of the total
number of spots being odd compare with the probability of the number being even?

PROBLEM 2 (3 points)

A ground floor building has 3 x 3 rooms. Between every two adjacent rooms there is a door.
In each but the middle room there is a window. There are also many villains in every room.
Arnie Schwarzenegger’s plan is this: He will jump through the window into one of the corner
rooms, he will drop a nerve gas grenade there and he will quickly leave by a randomly chosen
door. In every next room he has not been to he will repeat his plan. To exit, he will not use
the door by which he entered the room. If he enters a room he has already been to, Arnie
dies poisoned by the gas. Otherwise, he needs to leave the building through the last room’s
window.

(a) What is the probability that the whole plan goes all right (that means that he kills all
the villains and survives)?

(b) What is the probability that he will kill all the villains but die himself?

PROBLEM 3 (3 points)

David and Radek play cards with a usual pack of 32 cards. Because Radek is a real dummy
and he is not able to learn the rules of any common game, David suggests these rules: After
they shuffle the cards, they will lay them on the table in a row. If there are at least two aces
between the seven of hearts and the nine of spades, David wins the game, otherwise Radek
wins. Radek complains the game is not fair. Is he right?

PROBLEM 4 (5 points)

Frank is shooting at a target with the area of P. He hits it with a probability of p. If he hits
it, he hits each point of the target with the same probability (the target is too far, so Frank is
not able to aim very well). The bullets that he uses leave on the target a circular mark with
the radius of r. Luis came with this suggestion: Frank may draw a drawing with the area of
S (S is much smaller than P) and with the shape either of a square, a circle or an equilateral
triangle on the target. After that, Frank will shoot at the target N-times (N is very big).
When the shot hits the drawing and the mark of the shot does not cross the border of the
drawing, Frank gets a point. If it crosses the border of the drawing (it doesn’t matter whether
the middle of the shot is inside or outside the drawing) Frank gets half a point. Which shape
of the drawing is the most advantageous for Frank to get as many points as possible?



PROBLEM 5 (5 points)

A group of n friends called their meeting between 5%9pm and 6°°pm at an exact place. Each
one of the friends comes to this place at a random time between 5°° and 6°° and waits for
ten minutes. If all guys don’t meet during the ten minutes he is waiting, he leaves (if he
came at 5°0pm he leaves already at 6°9pm). What is the probability that all n friends meet
together?

PROBLEM 6 (5 points)
Let ABCD be a given square. We take three random points P,Q € AB, R € CD indepen-
dently. What is the probability that the triangle PQR is acute?

PROBLEM 7 (5 points)

Winnie the Pooh has two pots of honey in his larder. In each one there are exactly 20
spoonfuls of honey. Every night, Pooh wakes up, gets up, prowls into the larder, and eats
a spoonful of honey from a randomly chosen pot. Pooh does not notice that he has eaten all
the honey in a pot until he wants to eat another spoonful from it. What is the probability
that when Pooh notices the glass is empty, there will be no honey in the other pot either?

PROBLEM 8 (5 points)

There are n lambs and one wolf located equidistantly on a circle. Each time the wolf randomly
decides whether he moves to the left or to the right. If there is a lamb on his new position,
the wolf eats it. Where should the clever lamb stand, so that it has the biggest possible
probability to be eaten as the last one?

La 5. série

Sujet: La Probabilité

Date d’expedition: 21. FEVRIER 2000

PROBLEME 1 (3 points)
Nous jetons trois fois le dé classique (de six cotés). Quelle est la probabilité plus grande, celle
d’obtenir la somme des chifres jetés paire ou impaire?

PROBLEME 2 (3 points)

Le petit batiment de rez-de-chaussé a 3 x 3 chambres. Entre chaques chambres voisines, il
y a la porte. Il y a la fenétre dans chaque chambre de c6té. Dans toutes les chambres, il
y a des ennemies dangereux. Jean-Paul Belmondo a une idée suivante: Il saute dedans par
la fenétre d’une des chambres au coin du batiment, il y jette la grenade & main avec le gaz
empoisonant et il quitte la chambre par la porte choisit par hasard. Dans chaque chambre



suivante, pas encore visitée, il repete la méme chose (mais il ne quitte aucune chambre par
la porte d’entrée). S’il arrive dans la chambre déja visitée, il est empoisoné par le gaz et il
meurt. Il sorte de la dernieére (neuvieme) chambre par la fenétre.

(a) Quelle est la probabilité, qu’il va tuer tous les ennemies et il reste en vie?

(b) Quelle est la probabilité, qu’il va tuer tous les ennemies, mais il va mourir (¢a veut dire,
qu'il va finir dans la chambre sans fenétre)?

PROBLEME 3 (3 points)

Pierre et Paul jouent aux cartes avec le paquet classique de 32 cartes. Mais Paul, totalemet
stupide, est incapable d’ apprendre les régles difficiles. Pierre lui propose, qu’aprés le mélange
du paquet des cartes ils placent les cartes successivement dans une ligne sur la table, et s’ils
trouvent au moins deux as entre le sept piques et neuf piques, c’est Pierre qui gagne, Paul
gagne le jeu dans tous les autres cas. Paul proteste, que le jeu n’est pas juste. A-t-il raison?

PROBLEME 4 (5 points)

Francois tire sur la cible de surface P, il la touche avec la probabilité p. S’il la touche, il peut
toucher chaque point de la cible avec la méme probabilité ( la cible est trés loin, alors in ne
peut pas tirer précisement). Les cartouches, qu’il utilise, laissent sur la cible la trace circulaire
du rayon r. Lionel lui propose: Francois peut tracer sur la cible la figure avec le surface S
(S est beaucoup plus petit que P) et il peut choisir la forme de la figure - le carré, le cercle ou
le triangle équilatéral. Puis Frangois va tirer sur la cible N-fois (N est trés grande). Quand la
cartouche touche la figure et sa trace ne touche pas la frontiere de la figure, Francois gagne
le point. Si la trace de la cartouche touche la frontiére de la figure(le centre de la trace peut
étre dedans ou dehors de la figure) Frangois gagne le demi-point. Quelle forme de la figure
est la plus avantageuse pour Francgois d’obtenir le plus des points possibles?

PROBLEME 5 (5 points)

n des amis se sont accordés, de se rencontrer entre 5°° et 6°° aprés-midi & I’endroit donné.
Chaque’un des amis arrive par hasard entre 50 et 6%0 et il va attendre dix minutes. S’il ne
va pas rencontre tous ses amis, il parte (dans le cas d’arrivée apres 550, il parte 4 6°0). Quelle
est la probabilité, que tous les amis se renconrent?

PROBLEME 6 (5 points)
Ayons le carré donné ABCD. Prenons par hasard P, Q € AB, R € CD. Quelle est la
probabilité, que le triangle PQR est estacutangle?

PROBLEME 7 (5 points)

Le petit ourson Pooh cache dans sa garde-manger deux marmites du miel. Il y a exactement
vingt portions du miel dans chaque marmite. Pooh se 1éve chaque nuit, il choisit par hasard
une marmite dans la garde-manger et il mange une portion du miel de ce marmite. S’il vide la
marmite en mangant la derniére portion, il ne le reconait pas. Il le reconait s’il veut prendre



du miel de la marmite deja vidée. Quelle est la probabilité, que toutes les deux marmites
sont vides quand Pooh reconait que la marmite choisit est vide?

PROBLEME 8 (5 points)

Placons sur le cercle n des petits moutons et un loup en équidistance. Dans chaque pas, le
loup choisit par hasard d’aller & gauche ou & droite, il se bouge et s’il trouve sur la place
le pauvre mouton, il va le manger. Quelle est la place la plus avantageuse (pour le mouton
intéligent) ayant la probabilité la plus grande possible d’y étre mangé comme le derniér?

Serie N. 5

Thema: Die Wahrscheinlichkeit

Termin der Absendung: 21. FEBRUAR 2000

AUFGABE N. 1 (3 punkte)

Wir werfen dreimal mit dem sechswandigen Wiirfel. Sei n die Summe der geworfennen Zahlen.
Welche Wahrscheinlichkeit ist grofler : die, da3 n geradezahlig, oder die, dal n ungeradezahlig
ist.

AUFGABE N. 2 (3 punkte)

Das Haus mit quadratischem Grundriss hat 3 x 3 Zimmer. Zwischen allen benachbarten
Zimmern ist die Tiir und in jedem Zimmer am Rande ist ein Fenster. In jedem Zimmer sind
auch vielen Terroristen. Horst Schimanski hat einen folgenden Plan: Er wird durch ein Fenster
in eine der Zimmern am Eck springen, hinterlafit dort Nervgasshandgranat und verlafit den
Zimmer durch beliebiges Tiir. In jedem weiteren Zimmer, wo er noch nicht war, wiederholt er
den Plan (verlaBt aber kein Zimmer durch dasselbe Tiir durch die er gekommen war). Wenn
er die Zimmer betretet, wo er schon war, stirbt er an Vergiftung. Von der letzten (neunten)
Zimmer springt er durch das Fenster hinaus.

(a) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dafl er das alles iiberlebt und alle Terroristen tot
sind?

(b) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, daf alle Terroristen tot sind, aber er auch (endete
in Zimmer ohne Fenster)?

AUFGABE N. 3 (3 punkte)
David und Radek spielen Karten mit dem klassischen Paket von 32 Karten. Weil Radek
total blod ist und kann kein normales Spiel begreiffen, schagt David vor, daf§ sie immer nach
der Vermischung die Karten vor sich vorlegen und ob zwischen Hertzsieben und Kreutzneun
minimal zwei Asses sind, gewinnt David, anders Radek. Radek beschwert sich, dafl es nicht
gerecht ist. Hat er Recht?



AUFGABE N. 4 (5 punkte)

Hansel schieit auf die Scheibe von der Flache P. Er trifft mit der Wahrscheinlichkeit p. Wenn
er trifft, trifft er jeden Punkt der Scheibe mit derselben Wahrscheinlichkeit (die Scheibe ist
zu weit, und Hénsel kann nich genau zielen.) Die Pfeile, die er beniitzt, hinterlassen auf
der Scheibe eine runde Spur von Diameter r. Grethel kommt mit diesem Vorschlag : Hansel
kann auf die Scheibe ein Bild von der Flache S malen (S ist viel kleiner als P) und zwar
in der Form eines Quadrats, eines Kreises oder eines gleichseitigen Dreiecks. Hansel wird
dann auf die Scheibe N mals schiefen (N ist sehr grofl). Wenn der Pfeil trifft den Bild
aber durchschneidet die Grentze des Bildes nicht, hat Hénsel ein Punkt. Wenn der Pfeil
durchschneidet die Grentze des Bildes (egal, ob die Mitte des Pfeiles in dem Inneren oder in
dem Ausseren des Bildes ist) hat Hénsel ein halbes Punkt. Welches Bild ist fiir Hansel am
glinstigsten, so dafl er am meisten Punkte gewinnt?

AUFGABE N. 5 (5 punkte)

Eines Tages haben sich n Kameraden verabredet, daf sie sich zwischen 5°° und 6°° Uhr na-
chmitags in der Kneippe treffen werden. Jeder Kamerad wird in der beliebigen Zeit zwischen
500 und 690 in der Kneippe ankommen, ein Bier bestellen und 10 Minuten (oder bis 600)
warten fiir den Rest. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, daf} sich alle n Kameraden treffen
werden?

AUFGABE N. 6 (5 punkte)
Sei ein Quadrat ABC' D. Wir nehmen nach Belieben zwei Punkten P,Q € AB und ein Punkt
R € CD. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dafl das Dreieck scharfeckig wird?

AUFGABE N. 7 (5 punkte)

Der Barchen Pooh hat in dem Vorratskammer zwei Glaser von Honig. In jedem von den
Glésern sind genau zwanzig Loffeln. Jede Nacht erwacht Pooh, kriecht in den Vorratskammer
und frisst ein Loffel von beliebigen Glas von Honig. Er beachtet, dafl das Glas leer ist erst
wenn er wieder schopfen will. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dafi wenn Pooh erstens
erfahrt dal in dem Glas kein Honig mehr ist, ist auch das zweite leer?

AUFGABE N. 8 (5 punkte)

Bei dem Zaun auf einer runden Weide sind gleichmésig n Schafen und ein Wolf plaziert.
Jeden Tag entscheidet sich der Wolf nach Belieben, ob er an die benachbarte Stelle nach
links oder nach rechts geht. Wenn er an dem neuen Platz ein Schaf findet, frist er es. Wohin
sollte sich ein kluges Schaf stellen, so dafl es die hochste Wahrscheinlichkeit hat, daf3 es als
letzte gefressen wird?



a
5.série
Téma: Pravdépodobnost

Termin odeslani: 21. UNORA 2000

1. 0LOHA (3 BODY)
Hodime tfikrat sestisténnou kostkou. Je vétsi pravdépodobnost, ze soucet bude sudé ¢islo,
nebo zZe soucet bude liché ¢islo?

2. ULOHA (3 BODY)
Prizemni budova ma 3 X 3 mistnosti. Mezi kazdymi sousednimi mistnostmi jsou dvere, v kazdé
obvodové mistnosti je okno. V kazdé mistnosti je spousta podlych padoucht. Arnold Schwar-
zenegger ma nasledujici plan: Vskoci oknem do jedné z rohovych mistnosti, upusti odjistény
granat s nervovym plynem a opusti mistnost ndhodné vybranymi dvefmi. V kazdé dalsi
mistnosti, ve které jesté nebyl opakuje sviij plan (Zzaddnou mistnost vSak neopousti stejnymi
dvermi, kterymi pfisel). V pfipadé, Ze vstoupi do mistnosti, kde uz byl, umird na otravu
nervovym plynem. Z posledni (tj. devaté) mistnosti vysko¢i oknem.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze se mu vydaii cely plan (tj. vybije vSechny podlé padouchy
a sam prezije)?

(b) Jaké je pravdépodobnost, Zze se mu podafi vybit vSechny podlé padouchy, ale sdm pii
tom zahyne (tj. skon¢i v mistnosti bez okna)?

3. ULOHA (3 BODY)
David a Radek hraji karty s klasickym balickem 32 karet. Protoze Radek je uplné blbej a neni
schopen se naucit zddnou normalni hru, navrhne David, ze vzdy po zamichani vyskladaji
karty za sebe a pokud jsou mezi srdcovou sedmou a pikovou devitkou alespon dvé esa, vyhrava
David, jinak vyhrava Radek. Radek si stézuje, Ze to neni spravedlivd hra. M4a pravdu?

4. ULOHA (5 BODU)
Franta stfili na ter¢ plochy P, zasdhne ho s pravdépodobnosti p. Pokud ho zasdhne, trefi se do
kazdého mista terce se stejnou pravdépodobnosti (ter¢ je daleko, takZe Franta neni schopen
presné mifit). Naboje, které pouzivd, zanechaji na terci stopu ve tvaru kruhu o poloméru r.
PtiSel za nim Lojza s timto nadvrhem: Franta mtize na ter¢ nakreslit obrazec s plochou S (S je
0 hodné mensi nez P) a to bud ve tvaru ¢tverce, kruhu, nebo rovnostranného trojthelniku.
Franta pak bude na ter¢ stiilet N-krat (N je hodné velké). Kdyz stiela zasdhne obrazec
a stopa stfely neprotne hranici obrazce, ma Franta bod. Pokud stopa stiely protne hranici
obrazce (nezélezi na tom, zda je stfed stfely uvnit¥, ¢i vné obrazce) ma Franta pul bodu.
Ktery z obrazcu je pro Frantu nejvyhodnéjsi, aby nasttilel co nejvice bodu?

5. ULOHA (5 BODU)
Skupina n kamaradt se domluvilo, ze se sejdou mezi 5% a 6°0 odpoledne na pfesné uréeném
misté. Kazdy z kamaradt na misto piijde ndhodné mezi 590 a 690 a pocka deset minut. Pokud



se do té doby vSichni nesejdou, odchazi (v ptipads, ze piisel po 5°0, odejde uz v 699). Jaka
je pravdépodobnost, ze se vSech n kamaradu sejde?

6. ULOHA (5 BODU)
Necht je déan &tverec ABCD. Zvolme ndhodné P, Q € AB, R € CD. Jaka je pravdépodob-
nost, ze trojuhelnik PQR je ostrothly?

7.0LOHA (5 BODU)
Medvidek Pt ma ve spizi dvé sklenice medu, v kazdé z nich je pfesné dvacet 1zic. Kazdou noc
se Pa probudi, vstane, vplizi se do spize a uji 1zici medu z ndhodné vybrané sklenice. Kdyz
P1 doji med z néjaké sklenice, nevSimne si toho. Vsimne si ale, ze ve sklenici neni zadny
med, pokud si chce zrovna nabrat. Jaka je pravdépodobnost, ze kdyz P poprvé zjisti, ze ve
sklenici neni zddny med, nebude uz ani ve druhé sklenici?

8. ULOHA (5 BODU)
Na kruznici je rovnomérné rozmisténo n ovecek a jeden vlk. V kazdém tahu se vlk nahodné
rozhodne, zda pudjde doleva, nebo doprava, premisti se a pokud na novém misté nalezne
ovecku, sezere ji. Kam se ma postavit chytra ovecka, aby méla nejvétsi moznou pravdépo-
dobnost, ze ji vlk sezere jako posledni?

ResSeni 5. série

1. Gloha
Hodime ttikrat Sestisténnou kostkou. Je vétsi pravdépodobnost, ze soucet bude sudé cislo,
nebo ze soucet bude liché ¢islo?

Vsechny mozné vysledky trojice hodi uspofadame do dvojic: k trojici [k, [, m| pfifadime
trojici [7 — k,7 — 1,7 — m] (tj. napf. k hodu 1, 5, 3 pfitadime hod 6, 2, 4). Jisté plati, ze
pokud je k + | + m ¢islo sudé, je (7 — k) + (7 — 1) + (7 — m) &islo liché a naopak. Tim je
dokazano, ze je stejné téch pripadi, kdy soucet bude sudy, jako téch, kdy soucet bude lichy,
a pravdépodobnost obou jevu je tedy stejné.

Poznamky opravovatele: Vétsina FeSiteli rozebirala osm situaci, které mohou nastat pti
tfech hodech, rozlisujeme-li pouze suda a liché ¢isla. Obvykle dostali plny pocet bodl, pokud
nezapomnéli uvést, ze vechny tyto moznosti jsou stejné pravdépodobné. Vyskytla se feSeni,
ktera rozliSovala vSechna cisla, ta byla vesmés v poradku. Nékteri se k vysledku dostali kratsi
¢ delsi, vice ¢i méné srozumitelnou tvahou, ktera byla pfiméfené bodové ocenéna. Reseni
vyuZzivajici skutecnosti, ze vysledné souéty k a 21 — k jsou stejné pravdépodobné (ne vsichni
vSak dokézali tento fakt dostateéné zdtivodnit), ziskavala obvykle +i.



2. dloha

Prfizemni budova ma 3 X 3 mistnosti. Mezi kazdymi sousednimi mistnostmi jsou dvere, v kazdé
obvodové mistnosti je okno. V kazdé mistnosti je spousta podlych padoucht. Arnold Schwar-
zenegger ma nasledujici plan: Vskoé¢i oknem do jedné z rohovych mistnosti, upusti odjistény
granat s nervovym plynem a opusti mistnost ndhodné vybranymi dvefmi. V kazdé dalsi
mistnosti, ve které jesté nebyl opakuje sviyj plan (Zaddnou mistnost vSak neopousti stejnymi
dvefmi, kterymi pfiSel). V pfipadg, ze vstoupi do mistnosti, kde uz byl, umird na otravu
nervovym plynem. Z posledni (tj. devaté) mistnosti vysko¢i oknem.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze se mu vydaii cely plan (tj. vybije vSechny podlé padouchy
a sam prezije)?

(b) Jaké je pravdépodobnost, Zze se mu poda¥i vybit vSechny podlé padouchy, ale sdm p¥i
tom zahyne (tj. skonéi v mistnosti bez okna)?

Pro snaz$i vyjadfovani si mistnosti oznacme jako policka Sachovnice: al, a2, a3, bl, b2,
b3, cl, 2, c3. Bez Gjmy na obecnosti miuzeme predpokladat, Ze nas hrdina za¢ne v mistnosti
al a bude pokracovat do mistnosti a2. Potom ma dvé moznosti:

Bud pijde na b2 (s pravdépodobnosti 1/2). Aby se mu pldn podafil, musi uz nutné
pokracovat na bl, cl, 2, ¢3, b3, a3, coz dava pravdépodobnost
1 1 1
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Druhd moznost je, ze ptijde na a3 (pravdépodobnost 1/2), potom bude jisté pokracovat
na b3 a pak ma zase dvé moznosti. Prvni moznost je, Ze piijde na b2 (pravdépodobnost 1/2)
a pak jedind spravna cesta je bl, cl, c2, ¢3, coz dava pravdépodobnosti
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Posledni moznost je, ze z b3 bude pokracovat ¢3 (pravdépodobnost 1/2) a dale ¢2, b2, b1, cl,
tj. s pravdépodobnosti

Celkova pravdépodobnost, ze se povede plan (a), je tedy
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K tomu, aby se povedl plan (b), je mozna pouze jedind cesta: po pfedepsaném zacatku

al, a2 nasleduje a3, b3, 3, c2, cl, bl, b2. Pravdépodobnost této cesty je

Poznamky opravovatele: Z asi padesati feseni byla pfiblizné polovina spravné a druha po-
lovina si neuvédomila, ze kdyz pocitaji pravdépodobnost jako pocet priznivych pfipada ku



poc¢tu vSech p¥ipad®, musi mit vSechny p¥ipady stejnou pravdépodobnost (coz v tomto pii-
padé nemély) — témto Fesitelim jsem déaval 0 + 0i. Mezi Spatnymi Fesenimi se vyskytly tyto
dvojice vysledkt: 3/4, 1/4; 3/9, 1/9; 3/10, 1/10; 3/19, 1/19; 3/21, 1/21; 3/24, 1/24; 3/25,
1/25; 3/29, 1/29; 3/48, 1/48; 3/86, 1/86; 3/2592, 1/2592 a dale 1/3, 2/3;1/6, 1/4; 1/8, 1/8;
1/9, 1/9; 1/9, 2/9; 10/24, —; 10/24, 1/8; 3/25, 3/25; 1/54, 1/81; 1/432, 1/638; 1/864, 1/648
a dokonce i 1/16, 1/16, coz je spravny vysledek. To je celkem 23 raznych vysledka!

3. uloha

David a Radek hraji karty s klasickym balickem 32 karet. Protoze Radek je iplné blbej a neni
schopen se naucit zddnou normalni hru, navrhne David, ze vzdy po zamichani vyskladaji
karty za sebe a pokud jsou mezi srdcovou sedmou a pikovou devitkou alespon dvé esa, vyhrava
David, jinak vyhrava Radek. Radek si stézuje, ze to neni spravedlivad hra. M4 pravdu?

Vsech moznosti usporadani karet je 32!. VSechna usporadéani, kde jsou mezi srdcovou
sedmou a pikovou devitkou méné nez dvé esa ziskdme takto: Vybereme si 6 pozic ((362)
moznosti), na které pozdéji umistime 6 dilezitych karet — esa, srdcovou sedmu a pikovou
devitku. Téchto Sest karet musi byt rozmisténo tak, ze budto budou sedma a devitka vedle
sebe (vyrobime z nich ,dvojkartu® — 2 - 5! moznosti) nebo mezi nimi bude prévé jedno eso
(vyrobime ,trojkartu® - 2 -4 - 4! moznosti).

Ostatni karty libovolné propermutujeme na zbylych pozicich (26! moznosti).

Celkem je tedy usporadani kde jsou mezi srdcovou sedmou a pikovou devitkou méné nez
dvé esa 26! - (362) (25! + 8- 4!). Pravdépodobnost, ze vyhraje Radek tedy je

26!- () - (2-5!+8-4) 3

32! 5

Jind moznost, jak dojit ke stejnému vysledku, je pfijit na to, ze sta¢i permutovat esa,
sedmicku a devitku a ostatni karty zanedbat.

Spravna odpovéd tedy zni: Radek ma pravdu, hra neni spravedlivd (ovSem v jeho pro-
spéch).

Poznamky opravovatele: Maélokteti z vas si uvédomili, ze viibec neni nutno zkoumat kombi-
nace vsech karet, ale jen vzajemnou polohu onéch Sesti vyznac¢nych. Ti, kdoz tak neucinili, se
az na Ondreje Honzla zamotali do slozitého rozebirani moznosti, kde se nevyhnuli fatalnim
chybam.

U kombinatorickych tloh apeluji jesté vice na podrobny popis vasich postupi. Pokud mi
dojde teseni skladajici se pouze z kosatého vzorce plného faktoridli a kombinacnich ¢isel
(v horsim pifipadé jen ze Ctyfcifernych ¢isel), tak je pro mne opravdu problém pochopit, co
tim chtél basnik fici.

V jednom feSeni autor nechal pocitatem provérit vSechny moznosti a z toho vyvodil
pravdépodobnosti vyher. Piatelé! Toto je matematicky seminaf, a proto necekejte, ze takovato
feseni bodové ocenime.



4. tloha

Franta stfili na teré plochy P, zasdhne ho s pravdépodobnosti p. Pokud ho zasdhne, trefi se do
kazdého mista terce se stejnou pravdépodobnosti (terc je daleko, takZe Franta neni schopen
pfesné mifit). Naboje, které pouzivd, zanechaji na terci stopu ve tvaru kruhu o poloméru r.
Ptisel za nim Lojza s timto nadvrhem: Franta mtize na ter¢ nakreslit obrazec s plochou S (S je
0 hodné mensi nez P) a to bud ve tvaru ¢tverce, kruhu, nebo rovnostranného trojahelniku.
Franta pak bude na ter¢ stiilet N-krat (N je hodné velké). Kdyz stiela zasdhne obrazec
a stopa stfely neprotne hranici obrazce, ma Franta bod. Pokud stopa stiely protne hranici
obrazce (nezélezi na tom, zda je stfed stfely uvnit¥, ¢i vné obrazce) ma Franta pul bodu.
Ktery z obrazcu je pro Frantu nejvyhodnéjsi, aby nasttilel co nejvice bodu?

Franta ziska pii zadsahu 1 bod, je-li stfed stopy po kulce uvnitf nakresleného obrazce
a zaroven ve vzdalenosti aspon r od jeho hranice. Ozna¢me S7 plochu mnoziny vSech takovych
stfedt. Franta ziska pfi zasahu pil bodu, je-li stfed stopy po kulce ve vzdalenosti nejvyse r
od hranice obrazce. Ozna¢me plochu mnoziny téchto streda Sa.

Pravdépodobnost, ze stied vystfelené kulky bude uvniti obrazce s plochou S, je p - %.
Tedy prameérny pocet Frantovych bodu po N vystrelech bude

St + %52

N
Pr—p

Protoze N, p, P jsou dané konstanty, je tfeba maximalizovat ¢islo S + %Sg.

Kruh: Je-lir < R,kde R = \/—f je polomér nakresleného kruhu, je situace
znazornéna na obrazku, pfi¢emz S; je plocha ¢erného vnitiniho kruhu, So
je plocha sedého mezikruzi okolo piivodni kresby. Tedy S1 = 7(R — r)2,

Se =7m(R+ 7")2 - 51,
1
S1+ 552 =7R? + 7 = S + mr?.

Pokud ovSem r > R, Franta nemuze ziskat 1 bod — stopa po kulce se nevejde do obrazce.
Plati tedy

1 1 1
S1 + 552 = 5#(R+7‘)2 = §(S+2\/E-T\/§+m"2).

Ctverec: Je-li r < %, kde a = \/§je hrana nakresleného ¢tverce, je situace
znazornéna na obrazku, pficemz S; je plocha ¢erného vnitiniho &tverce,
S je plocha Sedého ,pasu s kulatymi rohy“ okolo ptuvodni kresby. Tedy
S1 = ((1—27“)27 So = dar + wr? + a2 — Sy, S1 + %SQ :a2+(2+ %) 2 =
S+@2+73): r2.

Pokud ovsem r > %, Franta nemuze ziskat 1 bod — stopa po kulce se

nevejde do obrazce. Plati tedy

1 1 1
S1+ 55'2 = 5(4ar+7rr2 +a?) = §(S+4-r\/§+7rr2).



Trojahelnik: Je-li r < 2\"‘[, kde a = 1/%S je strana nakresleného
trojuhelnika, je situace znazornéna na obrazku, pfi¢emz S; je plocha
¢erného vnitiniho trojuhelniku, S2 je plocha Sedého ,pasu s kulatymi
rohy“ okolo ptivodni kresby. Tedy S; = ‘f( —2V/3r)2, S2 = 3ar +

4
w2 + %az — 81, po analogickém vypodétu

1 3V3
Sl+752:S+7r+7\[-7’2.
2 2
Pokud ovsem r > 2\“[, Franta nemuze ziskat 1 bod — stopa po kulce se nevejde do

obrazce. Plati tedy

f o2

Si1+ = SQ—E(3GT+7TT + —a*) = (S+2 3V3-rVS + 7r?).

Pokud tedy r < min( ‘F, \FS, \/%), snadno nahlédneme, ze pro libovolné S,r je

SH(G+3) 7 <SH@F D) <S+(—‘[+ 2T

Cili pravidelny trojuhenik je nejvyhodnéjsi obrazec.
] ), je porovnani také

Mohou vSak nastat i jiné pripady. Pokud r > max(\/—f,

snadné:

S+2vm-rVS+mr2 < S+4-rV/S+7mr? < S +21/3V3-rVS + wrl.

Cili pravidelny trojuhenik je opét nejvyhodnéjsi obrazec.
Zbylé dva pripady si zkuste rozebrat sami. Vedou na feseni kvadratické nerovnice se dvéma
nezndmymi S, r. Opét vyjde nejvyhodnéji trojuhelnik.

Pozndmky opravovatele: S vyjimkou Honzy Houstka a Jana Kynéla vSichni Fesitelé ignoro-
vali, ze by r mohlo byt tak velké, ze se stopa naboje nemiize vejit celd dovnitf obrazce na
terci. Tim vyfesili jen jednu Cast alohy. Presto jsem za pripad dostatecné malého r daval
4 body, nebot to je ten ,nejrealnéjsi“ pfipad (a také proto, Ze jsem tak tu tlohu ptavodné
myslel).

Dale bych chtél upozornit, ze je-li pravdépodobnost tispéchu néjakého pokusu p a pokus
se opakuje N krat, pak Np neni pocet tspéchil, nybrz primérng pocet tspéchil.

5. lloha
Skupina n kamaradu se domluvilo, ze se sejdou mezi odpoledne na pfesné uréeném
misté. Kazdy z kamaradt na misto piijde ndhodné mezi 590 a 690 a pocka deset minut. Pokud

500 a 600

1 Pfesnéji Feteno stfedni hodnota poétu uspéchi.



se do té doby vSichni nesejdou, odchazi (v ptipads, ze piisel po 5°0, odejde uz v 699). Jaka
je pravdépodobnost, ze se vSech n kamaradu sejde?

Pokud se maji vsichni kamaradi sejit, musi nastat jedna z téchto situaci: Bud ptijde prvni
kamarad K71, a to diive nez v 5°0, a ostatni ptijdou do deseti minut po p¥ichodu prvniho —
pravdépodobnost tohoto jevu je

5 1 n—1
oG

Druha mo#nost je, Ze pfijde jako prvni kamarad K3, a to difve nez v 550, a ostatni do deseti
minut po prichodu prvniho — také pravdépodobnost tohoto jevu je

5 1 n—1
o (G
Dalsi moznosti jsou, ze prvni pfijde kamardd K3, K4, ... K. Celkovd pravdépodobnost
téchto jevu je
5 1 n—1
2
6 \6

Zbyvéa uz jen moznost, ze zadny z kamaradd nepfijde diive nez v 5°0. Pak uz je ale jisté,
ze se potkaji. Pravdépodobnost tohoto jevu je

1 n
(5)
a celkova pravdépodobnost, ze se setkani podafi, je tedy

6+ % Q) ="

Poznamky opravovatele: VétSina reSitelt napsala feSeni na prvni pohled spravné, které vsak
bylo uz na druhy pohled chybné. Doporucuji proto vSem pozorné si piecist a promyslet
vzorové Feseni.

6. tloha
Necht je dan &tverec ABCD. Zvolme ndhodné P, Q € AB, R € CD. Jak4 je pravdépodob-
nost, ze trojuhelnik PQR je ostrouhly?

Necht je délka strany ¢tverce rovna jedné. Zvolme tedy ndhodné t¥i éisla z, y, z mezi
nulou a jednickou, které budou udavat po fadé vzdélenosti bodu P, Q od A a vzdalenost
R od D. Trojuhelnik PQR je ostrothly, pravé kdyz je bud # < z < y, nebo y < z < z.
Protoze vSechna usporadani tif ¢isel podle velikosti jsou stejné pravdépodobnd (a je celkem
gest moznosti), je vysledna pravdépodobnost? rovna 1/3.

2Musime si viak jesté uvédomit, ze piipady, kdy se n&jaka dvé z &isel rovnaji, nastanou
s nulovou pravdépodobnosti.



Poznamky opravovatele: Nejkratsi tloha, proto nejlépe prekladana. Kromé jedné resitelky
vSichni pochopili zadani spravné. Vétsina feseni se shodovala s autorskym. Nékolik fesiteli
pouzilo integraly (no, tak se to da fesit taky, ale v tomto p¥ikladu to bylo opravdu zbytecné).
Par fesitelu si aproximovalo tisecky pomoci n rovnomérné rozmisténych bodt, pro né spocitalo
pfislusnou pravdépodobnost a pak provedlo limitni pFechod pro n — co. Zadny z nich se vSak
ani naznakem nezminil, pro¢ by takovy postup mél fungovat. On totiz obecné nefunguje?,
jen za urcitych predpokladi. Témto jsem tedy udélil 1 bod.

7.aloha

Medvidek Pa mé ve spizi dvé sklenice medu, v kazdé z nich je pfesné dvacet 1zic. Kazdou noc
se Pa probudi, vstane, vplizi se do spize a uji 1zici medu z ndhodné vybrané sklenice. Kdyz
P4 doji med z néjaké sklenice, nevsimne si toho. VSimne si ale, ze ve sklenici neni zadny
med, pokud si chce zrovna nabrat. Jaka je pravdépodobnost, ze kdyz P poprvé zjisti, ze ve
sklenici neni zadny med, nebude uz ani ve druhé sklenici?

Snadno nahlédneme, Ze Pt nalezne prazdnou sklenici ve chvili, kdy uz je prazdné i ta
druhd pravé tehdy, kdyz noc predtim byly prazdné obé sklenice, tzn. tehdy kdyz béhem 40
noci sdhne Pt pro med pravé 20x do prvni sklenice a 20x do druhé.

Pokud chce tedy Pt dojist obé sklenice soucasné, ma (gg) moznosti, jak to ucinit (z 40
noci musi jist pravé 20x z prvni sklenice). Kazda tato moznost nastane s pravdépodobnosti

2740 nebot Pt musi 40x zvolit ,pozadovanou® sklenici (pokazdé s pravdépodobnosti %)
40
Hledana pravdépodobnost tedy je (22400) = 0,125.

Poznamky opravovatele: Témér vsichni ti, ktefi za tuto tlohu nedostali plny pocet bodu,
udélali stejnou chybu. Pocitali pravdépodobnost jako pocet priznivych moznosti ku poctu
néjakych vSech moznosti. Bud dosli ke spravnému vysledku, ale sviij postup dostateéné ne-
zduvodnili, nebo si neuvédomili, ze takto mohou postupovat, jen jsou-li vSechny moznosti
stejné pravdépodobné.

8. tlloha

Na kruznici je rovnomérné rozmisténo n ovecek a jeden vlk. V kazdém tahu se vlk nahodné
rozhodne, zda pujde doleva, nebo doprava, premisti se a pokud na novém misté nalezne
ovecku, sezere ji. Kam se ma postavit chytra ovecka, aby méla nejvétsi moznou pravdépo-
dobnost, ze ji vlk sezere jako posledni?

Na tvod musim zklamat vSechny chytré ovecky: At si stoupnou, kam si stoupnou, vlk je
sezere jako posledni vzdy se stejnou pravdépodobnosti. Zkusme to tedy dokéazat.

Ocislujme pole 0, ..., n, kde na poli 0 stoji vlk, na ostatnich polich ovecky. Dale p;
oznacme pravdépodobnost, ze ovecka na i-tém poli bude sezrana jako posledni. Dale uvazujme
jen n > 3 (pro mensi n je dikaz trividlni).

3Zkuste si timto zptisobem spoéitat pravdépodobnost, ze ndhodné zvoleny bod z intervalu
(0,1) je racionalni.



Snadno nahlédneme, zZe ,protéjsi ovecky“ budou sezrany se stejnou pravdépodobnosti,
neboli p; = pn—it1, ¢ =1, ..., n. Ted si nakreslete obrazek, nebot ukdzat platnost druhého

potiebneho vztahu: p; = %, =2,

., n— 1 je jiz komplikovanéjsi.

Vik se v prvnim tahu vyd4 bud doleva nebo doprava (vzdy s pravdépodobnosti %) Pokud
bychom po prvnim tahu ,precislovali“ ovecky tak, aby vlk byl na nule, byla by i-t4 ovecka
na misté i+ 1, resp. i — 1 s pravdépodobnostmi % Jediné, co tedy jesté musime ukézat, je, ze
pravdépodobnost, Ze bude i-t4 ovecka sezrana posledni nezavisi na tom, ze vedle vlka je na
zacatku ,dira“ (ovSem jen pro ¢ =2, ..., n— 1). To vSak vyplyva z toho, ze kazd4d moznost
cesty vlka k vyzrani vSech ovecek kromé ovecky na misté ¢ vede nutné pies diru a naopalk,
pokud by ovecka na misté diry méla byt posledni pfezivsi oveckou, pak by ovecka na i-tém
misté jisté nebyla predposledni. Oboji je jasné vidét z obrazku. Tim je druhy vztah dokazéan.

Podle druhého vztahu tedy je p; aritmetickym primeérem p;_1 a p;+1, z ¢ehoz plyne, ze
{p:i}.—, je aritmetickd posloupnost. Ovem podle prvniho vztahu p; = pn (= diference je

1

nulovd) a tedy p1 =p2 =+ =pn = 7.

Poznamky opravovatele: Jak uz bylo feeno ve vzorovém feSeni, chytra ovecka, at déla, co
déla, stejné si nepomuze, pravdépodobnost byt sezrana jako posledni je na vsech mistech
stejnd. Hodné feseni se pokouselo pfimo spocitat tuto pravdépodobnost, coz je ovsem trochu
komplikované a jen v malo pfipadech se to povedlo, vétsinou byly opomenuty moznosti, kdy
vlk chodi sem a tam, aniz by néjakou ovecku sezral, nebo, Ze pred sezranim posledni ovecky
musi vzdy obejit cely kruh a podobné. Elegantnéjsi feseni je uvédomit si, ze mé-li byt ovecka
sezrana jako posledni, vlk se musi nejprve dostat na misto s touto oveckou sousedici, tu sezere
a pak musi obejit cely kruh a sezrat druhou sousedku a az nakonec nasi chytrou ovecku —
a pravdépodobnost obejiti celého kruhu je nezavisld na poloze ovecky a tedy jsou na tom
vSechny ovecky stejné (Spatné). Ale pfi tomto zpilisobu FeSeni potfebuji nutné pouzit tvrzeni,
ze vlk se s pravdépodobnosti 1 dostane v konecném case na libovolné misto v kruhu, coz sice
vSichni pouzili, ale ne vSichni dokazali a potom dostali o dva body méné.



