1. seridlova série
Téma: Numerickd matematika

Termin odeslani: 10. LEDNA 2000

1. ULOHA (5 BODU)
Naleznéte, co nejvice Cisel c takovych, ze metoda xj1 = 1 + c(:r;i — 7) konverguje k hod-
noté /7 pro libovolny pocateéni odhad zo € (2,3). Vyuzijte vétu ze serialu. (Neodekévime
vycerpavajici vysledek. Cim vice ¢isel ¢ se Ti vSak podaii vysetfit, tim vice bodi mutizes
ziskat.)

2. ULOHA (5 BODU)
Meéjme spojitou funkci f kterd v intervalu (a,b) protina osu z v bodé a, tj. f(a) = 0. Necht
plati f(a) < 0 a f(b) > 0. Popiste predpis metody seCen a metody putleni intervali ve tvaru
Thyl = -+ Yk+1 = ..., kde 141 je odhad korene a zespoda, yji41 seshora. Tj. pokuste se
formélné zapsat, co bylo v seridlu zformulovano jen slovy (nenechte se zmast tim, Zze predpis
bude zaviset na znaménku funkce f v bodech zj a yi).

3. ULOHA (5 BODU)
Vezméte rovnici, kterou nam dala fyzikalni motivace na zacatku seridlu. Zvolte néjakou me-
todu a spocitejte feseni s presnosti na ﬁ. (Zkuste téz ukazat konvergenci této metody a
spocitat néjaky odhad chyby.)

2.serialova série
Téma: Numerickd matematika

Termin odeslani: 13.BREZNA 2000

4. ULOHA (5 BODU)
Napiste Lagrangeuv interpola¢ni polynom pro funkci danou tabulkou v obchodnim motivac-
nim prikladé na zacatku druhého dilu seridlu.

(Pro aproximaci hodnot funkce by se v tomto ptikladé lépe hodila aproximace metodou
nejmensich ¢tverci. Mérfeni jsou totiz vzdy zatizena chybou, takze lepsi vysledek dostaneme,
budeme-li se tabulkovych hodnot snazit dosdhnout jen priblizné. To ale Libor nevi, proto zde
presto pouzij interpolaci.)



5. ULOHA (5 BODU)
Ovéite spravnost obecného vzorce pro k-tou diferenci, tj. ze pro k-tou diferenci plati

k
_i(k ;
Aff(@) =3 (08 (0) f + gh).
=0 J
6. ULOHA (5 BODU)
Je dana tabulka hodnot funkce f:
T 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
f(x) 0.7091 0.4336 0.1711 —0.0784 —0.3125

Naleznéte pfibliznou hodnotu kotfene funkce f(z) leziciho v intervalu (0.3,0.4) .

3.serialova série
Téma: Numerickd matematika

Termin odeslani: 15. KVETNA 2000

7.ULOHA (5 BODU)
Zvolte néjakou metodu a spocitejte velikost integrilu, ktery nam dala fyzikalni motivace na
zacatku t¥etiho dilu seridlu (tj. spoéitejte praci W) s pfesnosti na tisiciny.

8. ULOHA (5 BODU)

Jak vypadaji uzaviené Newtonovy-Cotesovy vzorce pro n = 3?7 Spocitejte koeficienty Hp,
Hi, Ha, Hs.

9. ULOHA (5 BODU)
Odvodte vzorce (analogie k vzorcam (%) a (%%)) pro chybu otevienych Newtonovych-
-Cotesovych kvadraturnich vzorct.

feseni uloh 7 a 8. Je zde zadana pro uspokojeni fesiteld, kterym se zdaly ulohy seridlu prilis
jednoduché, a vyzaduje hlubsi znalosti o integralech.



Reseni seridlové série

1. iloha

Naleznéte, co nejvice Cisel c takovych, ze metoda xj 1 = 1 + c(xi — 7) konverguje k hod-
noté /7 pro libovolny pocateéni odhad zo € (2,3). Vyuzijte vétu ze serialu. (Neodekévime
vycerpavajici vysledek. Cim vice ¢isel ¢ se Ti vSak podaii vysetfit, tim vice bodi mutizes
ziskat.)

Pouzijeme vétu, kterou jsme zformulovali v tvodnim povidani. V nasi Gloze zkoumame
funkci F tvaru F(z) = 2 + c(x? — 7), kde c je konstanta — fungujici dale jako parametr,
jehoz mozné hodnoty stanovime na zavér nasich tivah. Derivace funkce F' mé pak (jedné se
o derivaci polynomu, takze muzeme vyuzit vzoreéek ze seridlu) tvar

F’(x) =1+ 2cx.

Abychom mohli vyuzit vétu ze seridlu pro stanoveni konvergence nasi metody, potfebujeme
na intervalu (2,3) odhadnout derivaci funkce F' konstantou mensi nez jedna, tzn.

1+ 2cx| < g <1

Na levé strané (derivace F) je linedrni funkce, jejim grafem je pfimka. Je zfejmé z nazoru, ze
takova pfimka nabyva extrémnich hodnot vzdy na krajich zkoumaného intervalu. Tj. hodnotu
vyrazu |14 2cz| v intervalu (2,3) 1ze odhadnout hodnotami |F’(2)| a |F’(3)]|, coz jsou hodnoty
|1+ 4c| a |1+ 6¢|. Maximum z téchto dvou hodnot si mizeme zvolit jako konstantu ¢. Zbyva
tedy nalézt takové konstanty c, aby zaroveii platilo |1 +4c| < 1 a |1 +6¢| < 1. Resenim téchto
dvou nerovnosti dostaneme, Ze pro ¢ € (—1/3,0) zkoumana metoda konverguje.

Poznamky opravovatele: Témér vsichni FeSitelé vyuzili vétu ze seridlu a dospéli ke stejnému
vysledku jako my ve vzorovém reseni. Drtiva vétsina vSak udélala chybu pfi ovérovani jednoho
z predpokladii. Aby zminén4 véta platila, musi byt splnéna nasledujici podminka: Necht pro
z € (a,b) plati nerovnost |F’(z)| < ¢ < 1, kde ¢q je vhodn4a konstanta (nezavisld na x). Je
nutné si uvédomit, ze i kdyz je |F’(z)| < 1 na (a,b), pozadovana existence konstanty ¢ z toho
jesté neplyne. Nejlépe to ukdZzeme na piikladu. Vezméme funkci g(x) = 22/2 kterd ma na
intervalu (0,1) derivaci ¢’(z) = z. Zfejmé plati, Ze ¢’(z) < 1 na (0,1). Konstanta ¢ ovéem
neexistuje. Uk4dZeme to sporem, necht tedy existuje kladné g, pro které ¢’(z) < g < 1 pro
vSechna z € (0,1). Pro 2o = (1+q)/2 je g’(z0) > g a¢ zo € (0,1), coz je kyzeny spor. Viem,
ktefi ovéfovali jen |F’(z)| < 1 na (a,b), jsem davala 3 body.

Katarina Quittnerovd a Castecné i Honza Houstéek dokazali, ze metoda xp4; = xp +
c(zx? — 7) konverguje k /7 pravé pro ¢ € (—1/+/7,0), vyslouzili si tak imaginarni body.

2. tlloha
Meéjme spojitou funkci f kterd v intervalu (a,b) protina osu z v bodé a, tj. f(a) = 0. Necht
plati f(a) < 0 a f(b) > 0. Popiste predpis metody regula falsi a metody puleni intervalt



ve tvaru 41 = ..., Yk41 = ..., kde 41 je odhad kofene o zespoda, yi41 seshora. Tj.
pokuste se formalné zapsat, co bylo v seridlu zformulovéno jen slovy (nenechte se zmést tim,
ze predpis bude zdviset na znaménku funkce f v bodech zj a yi).

Postupem naznacenym v seridlu dospéjeme u metody regula falsi ke vzorcim:

zo =a, yo =b.

Ztejmé plati f(zo) < 0 < f(yo). Mame-li jiz spocitdny iterace zy a yx a yr pro néz plati
f(zr) <0 < f(yg), pak v nasledujicim kroku spo¢itdme é&islo

fyr) o + f(zr) i
fyx) — f(zx) fzr) — fyr)

c =

Pokud plati f(c) < 0, polozime xp11 = ¢, Yg+1 = Yk, pokud plati f(c) > 0, polozime
Tkl = Tk, Yk+1 = ¢. Snadno si rozmyslime, Ze v obou pfipadech stdle plati vp 11 < Yr+1
a f(zr+1) < 0 < f(yk+1). Pokud by ndhodou bylo f(c) = 0, pak muzeme vypocet ukonéit,
nebot jsme nasli kofen.

V pripadé metody puleni intervald méame dle postupu naznaceného v seridlu vzorce:

To=a, yo =">.

Ziejmeé plati f(zo) < 0 < f(yo). Mame-li spoéitany jiz iterace zj, a yi pro néz plati f(zy) <
0 < f(yk), pak v nasledujicim kroku spoé¢itame éislo

_ Tkt Yk
—

C

Pokud plati f(c) < 0, polozime xp11 = ¢, Yg4+1 = Yk, pokud plati f(c) > 0, polozime
Tk41 = Tk, Yk+1 = ¢. Snadno si rozmyslime, ze v obou piipadech stéle plati ;41 < yry1
a f(xzg41) < 0 < f(yk+1). Pokud by ndhodou nenastala ani jedna z téchto dvou moznosti
a f(c) =0, pak mizeme vypocet ukonéit, nebot jsme nasli kofen.

3. uloha

Vezméte rovnici, kterou nam dala fyzikdlni motivace na zacatku seridlu. Zvolte néjakou me-
todu a spocitejte feseni s chybou nejvyse ﬁ. (Zkuste téz ukazat konvergenci této metody
a spoéitat n&jaky odhad chyby.)

Jelikoz nas zajimé x z intervalu (r,2r) hleddme feseni z = T rovnice f(z) = 0 z intervalu
(1,2). Vezmeme-li pro metodu seéen (¢i metodu pileni intervali) odvozenou v predchézejici
uloze pocate¢ni odhady xg = 1, yo = 2, dostaneme po nékolika iteracich vysledek s zadanou
pfesnosti. Chybu mtzeme v kazdém kroku odhadnout rozdilem |y; — x| S presnosti na
tisiciny vyjde vysledek z = 1.269.



Poznamky opravovatele:

kofeny oba, jsem odménil i-cky.

4. uloha

Napiste Lagrangeuv interpola¢ni polynom pro funkci danou tabulkou v obchodnim motivac-

nim pfikladé na zacatku druhého dilu serialu.

(Pro aproximaci hodnot funkce by se v tomto piikladé lépe hodila aproximace metodou
nejmensich ¢tverci. Méfeni jsou totiz vzdy zatizena chybou, takze lepsi vysledek dostaneme,
budeme-li se tabulkovych hodnot snazit dosdhnout jen priblizné. To ale Libor nevi, proto zde

presto pouzij interpolaci.)

Maéme tedy funkci f danou tabulkou:

Zadani se bohuzel dalo pochopit tak, ze stac¢i najit pouze jedno
feSeni, takze jsem byl nucen udélovat i za nalezeni jednoho kofene 5 bodiu. Avsak ty, co nasli

z -5 0 5 10 20 25
f(z) 0,3 0,5 1 2 5 11
V uvedené tabulce mame Sest tabulkovych hodnot, ozna¢me si tedy 1 = —5, zo = 0,

z3 =5, x4 = 10, 5 = 20 a g = 25. Dle textu ze seridlu ma Lagrangetiv polynom tvar
l(z) = f(z1)g1(2) + f(x2)g2(z) + f(23)g3(2) + f(za)ga(x) + f(25)g5(x) + f(z6)g6(z) =

= f(=5)g1(z) + f(0)g2(z) + f(5)g3(x) + f(10)ga(z) + f(20)gs5(x) + f(25)g6(2),

kde funkce g;, i =1, ..., 6, jsou polynomy dané predpisem

(=) - (z—m2) - (—wi—1) - (= @i41) - (z — w6)

gi(z) = (

Po dosazeni za x;, 1 =1, ..

i —a1) - (z —@2) (@ —2i—1) - (T — @ig1) - (4

., 6, mizeme psat

o) =~ 56(;’5300 (z = 0)(z — 5)(z — 10)(z — 20)(z — 25)
* 12(;(?00 (z+5)(z — 5)(z — 10)(z — 20)(z — 25)

B 75300 (z +5)(z = 0)(z — 10)(z — 20)(z — 25)

* 1122500 (z +5)(z — 0)(z — 5)(z — 20)(z — 25)

~ 375000 & T D)@~ 0)(@ = 5)(@ — 10)(= — 25)
ﬁ(x + 5)(x — 0)(x — 5)(« — 10)(= — 20),

coz je jeden ze zpusobu, jak muzeme zapsat hledany Lagrangeuv interpola¢ni polynom.

—1‘6).




5. aloha
Ovérte spravnost obecného vzorce pro k-tou diferenci, tj. Zze pro k-tou diferenci plati

k
—i(k .
Aff) = 30 () s+ i),

j=0

Vzorecek nahlédneme matematickou indukci podle k. Pro k = 0 a k = 1 ovéfime pfimym
dosazenim, ze vzorecek plati. Pfedpokladejme nyni, Ze nas vztah plati pro kK = n — 1 a uka-
zeme, ze plati i pro k = n.

Pro n-tou diferenci mizeme z rekurentniho vztahu psat

AR f(x) = Ap f(+h) — AR (). ()

Jelikoz predpokladame platnost dokazovaného vzorecku pro k = n — 1, vime, zZe

n—1 n
8 e ny = S I (M g = 30 (0T ) e+ n),
7j=0 j=1
n—1
Ay @) = S (M) G am),
j=0

coz nam po dosazeni do () dava

zf<x>=2nj<71)"—f(;‘j11) ©+ jh) - Z( oyt Y i+ im) =

j=1
o+ ) +Z ((j:ll)+ ("71) st im) - (1) =
f(z +nh) +Z ( )f(z+3h) (=D)"f(=) =

n

_E 0 (0) s n),

coz jsme chtéli ukazat. Tim je hotov druhy indukéni krok a dikaz je proveden.

6. Gloha
Je dana tabulka hodnot funkce f:

T 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
() 0,7091 0,4336 0,1711 —0,0784 —0,3125




Naleznéte pfibliznou hodnotu kofene funkce f(z) leziciho v intervalu (0,3, 0,4) .

Pouzijeme inverzni interpolace, jak je popsano na konci druhé casti seridlu. Naleznéme
proto interpolaéni polynom k funkci g dané tabulkou:
y 0,7091 0,4336 0,1711 —0,0784 ~0,3125
9(y) 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
Oznacime-li y; = 0,7091, y2 = 0,4336, y3 = 0,1711, y4 = —0,0784 a y5 = —0,3125, ma
Lagrangetv interpola¢ni polynom funkce g tvar

I(y) = g9(y1)91(v) + 9(y2)92(y) + 9(y3)g3(y) + 9(v4)ga(y) + 9(ys)g5(y) =
=0,1-91(y) +0,2- g2(y) + 0,3 - g3(y) + 0,4 - ga(y) + 0,5 - g5(y),

kde funkce g;, i =1, ..., 5, jsou polynomy dané predpisem

(—wy1) - (y—yi-1) - (y—yit1) - (y — ys5)
(wi—y1) (Wi —yi—1) (s — Yit1) - (i —ys5)

9i(y) =

Po dosazeni za y;, it = 1, ..., 5, miZeme psat

I(y) = 0,83862(y — 0,4336)(y — 0,1711)(y + 0,0784)(y + 0,3125)
— 7,23956(y — 0,7091)(y — 0,1711)(y + 0,0784)(y + 0,3125)
+17,60568(y — 0,7091)(y — 0,4336)(y + 0,0784)(y + 0,3125)
— 16,98508(y — 0,7091)(y — 0,4336)(y — 0,1711)(y + 0,3125)
+5,79435(y — 0,7091) (y — 0,4336)(y — 0,1711)(y + 0,0784),

coz po dosazeni y = 0 dava priblizny odhad kofene

1(0) = 0,3680.

7.aloha
Zvolte néjakou metodu a spocitejte velikost integralu, ktery nam dala fyzikalni motivace na
zacatku tfetiho dilu seridlu (tj. spocitejte praci W) s chybou mensi, nez TIOO'
Chceme spocitat numericky integral
57—z
w :/ dz.
0 24z

Budeme vyuzivat sloZzeného kvadraturniho vzorce, pfitom zvolime tolik uzla v intervalu (0, 5) ,

abychom dosahli zadané presnosti.



Pouzijme tf¥eba Simpsonovo pravidlo ve tvaru uvedeném v seridlu, tj. zvolime si m € N
sudé, polozime h = % a budeme uvazovat m + 1 uzla v intervalu (0,5) ve tvaru z; = ht,
i=0, ..., m, pak

57 _
[ 2= o 25 w0) + 45(n) + 27 (22) + 41 (w3) + 24 0a) + 45 ws) + -
0 +£$ 3

K odhadu chyby metody bychom mohli pouzit vzorecek ze seridlu E(f) = —% @ (w),
kde b =5, a = 0, w € (0,5) a h krok déleni. My ovSsem budeme postupovat jinak, jak se
vétsinou v praxi postupuje.

Budeme postupné zvysSovat ¢islo m + 1, tj. pocet uzla kvadratury, a vzdy pomoci Simp-
sonova pravidla spo¢itame velikost zkoumaného integralu W. V okamziku, kdyz se prestane
pii zvySovani m ménit vysledek na pozadovanych mistech, vypocet zastavime.

V tabulce jsou spocitané vysledky integralu W v zavislosti na m :

m 2 4 6 B

Sm 6,488095 | 6,301461 | 6,281535 | 6,277222
m 16 32 64 128
S 6,275035 | 6,274877 | 6,274867 | 6,274867

Z tabulek vidime, ze pro 65 a 129 uzld nedoslo k viditelné zméné vysledku, mizeme proto
sméle tvrdit, ze W = 6,275. Pokud chceme byt tplné pfesni, uzijeme k odhadu chyby vzorecek
ze serialu, to jiz nechavame Ctenafi jako cviceni.

Poznamky opravovatele: Uloha se méla Fesit numericky, takze fesitelé, ktefi si dali tu praci
a spocetli presné feSeni, byli ohodnoceni 0 body.
Zadani bylo ponékud nejednoznaéné! v tom, zda presnost ,na tisiciny“ znamené pfenost

na tfi desetinna mista nebo chybu mensi nez Uznaval jsem obé feSeni.

1
1000 *
Naopak jsem netoleroval fesitele, kterym odnékud ,spadnul“ pocet uzli a pouze ovérili,
Ze s timto poétem uzl je presnost dostatecnd (—i).

8. iloha

Jak vypadaji uzaviené Newtonovy-Cotesovy vzorce pro n = 37 Spocitejte koeficienty Hp,
Hy, Ha, Hs.

1V rogence uz je tento nedostatek odstranén (pozn. aut.).



Pro n = 3 délime interval (a,b) na tii podintervaly s krajnimi body a, a + h, b — h a b,
kde h = b*Ta Podle vzorecku (##) muzeme koeficienty Ho, H1, Ha a Hs spodéitat takto:

1 b
Hoz_m/a (@ —a—h)(x — b+ h)(x — b) da,
1 b
= W/a (e =b )= b,

1 b
= = ey J, - e —a- M- Has

1 b
H3:m/; (x—a)(x—a—h)(x—b+ h)dz.

Provedeme-li pfislusné integrace (sta¢i vyuZzit vzorec pro integral z polynomu ze seridlu),
dostaneme

3 9 b—a
Hyo=H3=—-h, Hy=Hs==h, kdeh= )
0 3 ] 1 2 g € 3

tedy uzaviené Newtonovy-Cotesovy vzorce maji pro n = 3 tvar

b —a
[ #@)ae = 220 (@) + 35+ )+ 316~ 1) + F0) + (),

kde E(f) je chyba kvadraturniho vzorce.

Poznamky opravovatele: Vétsina fesiteli prosté dosadila do vzorcd uvedenych v komenta-
fich a dostala spravny vysledek. Katka Quittnerovd a Honza Kyncl dokazali, ze Hy = Hs
a H1 = Ha, takze jim stacilo spocitat dva koeficienty a navic dostali +4.

9. tlloha
Odvodte vzorce (analogie k vzorcim (%) a (%%)) pro chybu otevienych Newtonovych-
-Cotesovych kvadraturnich vzorcu.

Nejprve odvodime analogii vzorce (%) pro sudé n. Pro chybu v pfipadé otevienych Newto-
novych-Cotesovych vzorcu plati (srovnej se vzorcem ze seridlu pro chybu uzavienych vzorci)

b (n—1)
E(f):/ (m—zl)-(m—mz)n.u(x—xn,l)%l(ﬁ)dx

(pfipomernime, Ze & je zavislé na z, tj. £ = £(z)). Provedeme-li integraci per partes, dostavame

b x
) =~y [ ([Tt ) S (10 ©) a



Z vlastnosti Lagrangeova integra¢niho polynomu (sta¢i ho uvazovat pro n—1 a pro n) mizeme
odvodit, ze existuje n € (a,b) (n je opét funkci z, tj. n = n(z)) takové, ze

1 d 1
= = =Dy = — ¢(n)
] et © = "),
t.
1 b T
B(f)=—-— (/ (=) (t=2) o (t = xH)dt) (F () da
Déle miizeme nahlédnout, ze funkce [7(t—x1)-(t—x2)-...-(t—@pn_1) dt neméni znaménko

v intervalu (a,b), tj. mizeme pouzit druhou vétu o stiedni hodnoté a celkem mame (opét
vyuZzijeme integraci per partes)

(™ (w)
E(f): ! ( //(t_wl (t—$2) ~(t—mn,1)dtdm:
(n) (w
)/ z(z—z1) (z—22) ...  (x — Tp—1)dz.

Tim jsme odvodili vzorec pro chybu otevieného Newtonova-Cotesova vzorce pro n sudé. Pro
n liché je postup komplikovanéjsi, nebudeme ho zde provadét. Pokud by Té tento postup
nebo cokoliv jiného o numerické matematice zajimalo, doporucujeme dalsi studium litera-
tury. Z béznych Cesky psanych ucebnic mizeme doporucit: A. Ralston: Zdklady numerické
matematiky, Academia, Praha, 1973. V této knize muzes dohledat i odkazy na dalsi specia-
lizovanou literaturu.



