Povidani ke ¢tvrté sérii

Ve ¢tvrté sérii muzes s ispéchem pouzit nékolik zndmych nerovnosti. Pro rozsifeni obzora
méné zkusenych resiteld a pro pfipomenuti tém zkusSenéjsim je zde uvadime. Vsechny uvedené
nerovnosti muzes ve svych feSenich pouzivat bez dikazu.

Upozornéni: Tyto nerovnosti lze pouzit castéji, nez se zda.

Mnoho dalsiho o nerovnostech se dozvis v knizecce Nerovnosti a odhady, edice Skola
mladych matematiki, svazek cislo 39.

Necht z1,...,zy jsou kladnd redlnd ¢isla (n je libovolné pfirozené éislo). Pak plati nerov-
nosti
. 1+t xf 4.+ o
min{z;} < Y1z < — < L % < max{z;}.
n n
Pritom rovnost v kazdé z téchto nerovnosti nastava pravé tehdy, kdyz 1 = 29 = -+ = xp.

Druhd z téchto nerovnosti je tzv. nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym prumérem
(zkracené AG-nerovnost), tieti nerovnost mezi aritmetickym a kvadratickym pramérem (AK-
nerovnost).

Necht ai,...,an,b1...,bn jsou redlna &sla. Pak plati tzv. Cauchy—Schwarzova nerovnost:

(a1b1 + -+ +anbp)? < (a4 +a2)- (b3 + -+ b2).
Pritom rovnost nastava praveé tehdy, kdyz existuje ¢ realné tak, Ze pro vSechna ¢ je a; = cb;
nebo pro vSechna i je b; = ca;. (Vektory (a1,...,an) a (b1,...,by) jsou linedrné zavislé,
pokud ses jiz s timto pojmem setkal ... )

Nechta; <ag <---<anpab; <bg <--- < by jsouredlna &isla. Pak plati tzv. C'ebyéevova
nerovnost

1
a1bn+agby—1+---+anby < ﬁ(al +az+---+an)(bi+ba+---+bpn) < arbi+agba+- - -+anbn .
Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz a; = --- = an nebo by = --- = by,
4. série

Téma: Nerovnosti

Termin odeslani: 8. LEDNA 2001

1. 0LOHA (3 BODY)
Mame realné kladné é&islo a. Je vétsi a? + a nebo V4a3?



2. ULOHA (3 BODY)
Necht a, b jsou realnd ¢isla takova, ze ab a a + b jsou nenulova ¢isla majici stejné znaménko.
Dokazte, ze pak plati

(a+b)(a* +b*) > (a? +b?)(a® + b°).

3. ULOHA (3 BODY)
Necht pro realna &isla x,y, z plati @2 + y2 + 22 + 2zyz = 1. Dokazte, ze pak

z2 + 9% + 22 > 3/4.

4. ULOHA (5 BODU)
Necht y, z jsou redlna ¢isla. Dokazte, Ze pokud (z +y + z)2 > 1+ = pro viechna realna x,
pak y+z > 1.

5. ULOHA (5 BODU)
Necht a, b, c jsou strany trojuhelnika. Dokazte, Ze pak plati

a b c

> 3.
b+cfa+a+cfb+a+bfc

6. ULOHA (5 BODU)
Necht a, b, c > 0. Dokazte, ze pak plati

abc(a+b+¢) < ab+b3c+ Ca.
7.ULOHA (5 BODU)
Necht 0 < a, b, c < 1. Dokazte, Ze pak plati

a b c
< 2.
1+bc+1+ac+1+ab_

8. ULOHA (5 BODU)
V zévislosti na prirozeném cislu n zjistéte, které z nasledujicich cisel je vétsi:
n

23“A 7 n(n_l).uzh

Uzavorkovani v patrovych mocninach se fidi podle konvence ab® = a9,



Reseni 4. série

1. tloha
Méme realné kladné &islo a. Je vétsi a? + a nebo vV4a3?

Necht a je kladné realné &islo. Jelikoz druha mocnina libovolného redlného éisla je neza-
porna, plati
(a2 — a)2 > 0, tedy po roznasobeni: a* — 2a® + a2 > 0.

Pii¢teme-li k obéma stranam posledni nerovnosti ¢islo 4a2, dostaneme
a* 4 2a® + a? > 443, tj. po upravé (a? + a)? > 4a®.

Jelikoz a je dle predpokladu kladné realné ¢islo, mizeme posledni nerovnost odmocnit a do-
stavdme, Ze pro libovolné a € (0,00) je ¢islo a? + a v&tsi nebo rovno &slu v4a3. Déle je
z postupu vidét, ze rovnost nastane pravé tehdy, kdyz (a? —a) = 0, tedy a® = a, coz nastane
jen pro a = 1.

Poznamky opravovatele: Vymysleli ste Styry rézne spravne postupy na vyrieSenie tulohy.
A okrem dvoch mali vSetky rieSenia spravnu ideu, chyby sa daji zhrnatf jedingym slovom:
,podmienky“. Chybali viade od AG nerovnosti az po tpravy nerovnic. Ulozka bola lahka,
takze +i si odniesli ti, ktori ju napisali pekne a struc¢ne.

2. tlloha
Necht a, b jsou readlnd ¢isla takova, ze ab a a + b jsou nenulova ¢isla majici stejné znaménko.
Dokazte, ze pak plati

(a+b)(a* +b%) > (a® + %) (a® +b°).

Nerovnost prevedeme ekvivalentnimi dpravami na tvar, ve kterém bude jednodussi ji
ovérit. Nejdfive upravime pravou stranu:

(a? +b2)(a® + b%) = (a? +b?)(a + b)(a® — ab + b?) =
= (a4 b)(a* + b* +2a%b% — a®b — ab®) = (a + b)(a* + b* — ab(a — b)?).
Nase nerovnost je tedy ekvivalentni nerovnosti
(a+b)(a* +b*) > (a +b)(a* +b*) — (a + b)ab(a — b)?

a tedy i nerovnosti
(a + b)ab(a — b)% > 0.



Vzhledem k tomu, ze ab a a + b maji dle zadani stejné znaménko, tato nerovnost plati a tedy
plati i nerovnost zadana. Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz a = b.

Poznamky opravovatele: Za naprostou vétsinu chyb mohlo nepozorné ¢teni zadani. Chvalim
(a +4 jsem hodnotil) ty, ktefi si uvédomili, Ze nestaci jen tak upravovat né&jakou rovnost ¢i
nerovnost a dostat néco, co evidentné plati. Nebot z toho, Ze z tvrzeni A plyne pravda,
nelze vyvodit, Ze tvrzeni A je pravdivé (napf. —1 # 1, ale umocnéte obé strany na druhou
a dostanete pravdivé tvrzeni).

3. aloha
Necht pro realna &sla z,y, z plati @2 + y2 + 22 + 2zyz = 1. Dokaite, ze pak

z? +y2 + 22 > 3/4.

Pro spor predpoklddejme, ze 12 + y2 + 22 < 3/4. Pak je ovem 2xyz > 1 — 3/4 = 1/4,
tedy zyz > 1/8. Avsak podle nerovnosti mezi kvadratickym a geometrickym primérem je

2 2 4 L2 1
12 <y < [ ﬁ: 12,

Dostali jsme, ze 1/2 < 1/2, coz jisté neplati. To znamena, #e nas predpoklad z24y2+22 < 3/4
nebyl spravny. Jinymi slovy, pravé jsme sporem dokazali, ze z2 + y2 + 22 > 3/4.

Poznamky opravovatele: Na to, ze tato tloha bola pomerne lahk4, ste v nej urobili pomerne
dost chyb. PredovSetkym nerovnosti medzi priemermi sa vzdy pouzivaju pre kladné ¢isla a ak
pre zaporné plati nerovnost trivialne, tak to treba napisat. Dalsou zavaznou chybou bolo to,
ze z predpokladu platnosti dokazovanej nerovnosti, niektori dokazali zndmu nerovnost medzi
kvadratickym a geometrickym priemerom a prehlésili, ze dokazovand nerovnost prave preto
musi platif. To nie je pravda, ak si vezmete dlzky stran trojuholnika, tak zistite, ze takéto tri
kladné &isla spliaji trojuholnikovii nerovnost, ale fubovolné tri kladné &isla tato vlastnost
nemaju, preto takyto postup nie je korektny a mali ste dokazat presne opa¢nt implikaciu,
t.j., ak K > G, potom plati dokazovana nerovnost.

4. uloha
Necht y, z jsou realna &isla. Dokazte, ze pokud (z +y + 2)2 > 1+ = pro viechna realna x,
pak y+z > 1.

Nerovnost (z +y+ z) > 1+ z plati pro vSechna z, tedy i pro z = —(y + z), coz nadm dava
0>1— (y+ 2), coz je po trividlni Gpravé to, co jsme chtéli.
Pozndamka: Mirné rafinovanéj$im postupem lze dokazat dokonce nerovnost y + z > %, vice se
Ti uz ale nepodari.



5. aloha
Necht a, b, c jsou strany trojuhelnika. Dokazte, Ze pak plati

a n b n c
b+c—a a+c—b a+b—c

Povsimnéme si nasledujiciho uziteéného faktu (jak si laskavy ¢tenaf rozmysli, plyne snadno
z trojuhelnikové nerovnosti):

Realna cisla a, b, ¢ jsou strany néjakého trojihelnika pravé tehdy, kdyz existuji kladna
realng cisla x, y, z tak, zea=x+y, b=y+ 2, c=z+x.

Mizeme tedy polozit a = + vy, b =y + 2, ¢ = z + . Chceme dokazat, ze

T +z z+=x
+y n Y 4 >3,
2z 2z 2y
To je ovSem snadné, kdyZ si vzpomeneme na nerovnost ¢ + 1/t > 2, kterd plati pro vSechna
kladna redlna t (laskavy étendf si ji snadno dokdze napf. pomoci AG nerovnosti). Pouzijeme
jiprot=xz/z,t=y/x at= z/y, seCteme a dikaz je hotov.

Poznamky opravovatele: Reseni méla spravné vétsina fesiteli. Cest k cili bylo nékolik. Bylo
mozné pouzit (a také fesitelé pouzili) znamé nerovnosti mezi primérem aritmetickym a har-
monickym, aritmetickym a geometrickym, Cebysevovy nerovnosti, nerovnosti = + 1/z > 2.
Kdyz se tyto metody pouziji spravné, vedou k elegantnimu feseni na nékolik fadek. Mnozi
vSak nehledali elegantni feseni a stacilo jim vynéasobit nerovnici sou¢inem jmenovateld a po
velmi dlouhych a pracnych tpravich se nékteri dostali ke spravnému konci. MnozZstvi pro-
vedenych uprav se dalo redukovat a podle miry této redukce jsem odecital jeden az dva
imaginarni body.

6. aloha
Necht a, b, ¢ > 0. Dokazte, ze pak plati

abc(a+b+c¢) < a®b+b3c+ Ca.

Nerovnost vydélme abc. Dostavame ekvivalentni nerovnost

2 2 2
a b c
atbt+tc< —+ —+ —.
c a b
Tu snadno dokazeme pomoci Cebysevovy nerovnosti. Posloupnosti a2, b2, ¢2 a 1/a, 1/b, 1/c
jsou opacné usporadany, tj. jejich ,skalarni soucin“ a2é + b2% + 02% = a+ b+ ¢ je nejmensi
ze vSech soucinli po preusporadani, tj. je i mensi nebo roven soucinu a2% + bzé + 62%.



Zde jsme vyuzili CebySevovu nerovnost v silngjsi podobé, nez byla uvedena v tvodu

k této sérii. Mé&jme realna cisla a1 < ag < --- < apn a by, ba2, ..., by. Jako c1, c2, ..., cpn si
oznacime néjak zprehazena cisla by, ba, ..., b,. Potom soucin

aic1 +azgcz + -+ ancp (%)
je nejvétsi, pokud ¢1 < c2 < -+ < ¢y, a nejmensi, pokud ¢1 > c2 > -+ > ¢p. Tato

nerovnost formélné zapsiana vypada moznéa komplikované, ve skuteénosti ji zna kazdé malé
dité: Predstavme si, ze miuzeme dostat a tisicikorun, b stokorun a ¢ desetikorun. Pfitom a,
b, ¢ jsou v né€jakém poradi 1, 2, 3. Kazdému je jasné, Ze nejvice muzeme dostat 3 - 1000 + 2 -
100 4+ 1 - 10, nejméné 1-1000 + 2 - 100 + 3 - 10. Formalni dikaz neni o mnoho tézsi, zkuste si
o ném popremyslet. Vhodnou volbou c1, ..., ¢n v (*) dostaneme Cebysevovu nerovnost tak,
jak byla uvedena v uvodu k této sérii.

Druhé feseni: Pokud Cebysevové nerovnosti nevéiime, staci nahlédnout, ze
2 2 2
abla —c)* + bc(b—a)* +ca(c—b)* >0
je ekvivalentni zadané nerovnosti.

Poznamky opravovatele: Mmnozi fesitelé tvrdili, Ze nerovnost je symetricka a ze tedy mohou
predpokladat, ze plati a < b < c¢. AvSak prava strana nerovnosti se prohozenim dvou pro-
meénnych zméni! Beze zmény zlistane jen po tzv. cyklické zdméné (pismeno a nahradime b,
to ¢ a koneéné misto ¢ napiSeme a). MuZeme tedy napi. pfedpokladat, Zze a je nejmensi, ale
nemuzeme uz zaridit, aby soucasné bylo ¢ nejvétsi. Nastésti vSechny pouzité metody fungo-
valy i pro a < ¢ < b, ¢ili stacilo vyfesit druhou moznost zcela analogicky; proto jsem za tuto
chybu strhéaval jen jeden bod.

Pouzité metody byly skuteéné riznorodé (dvé z nich naleznete ve vzorovém feseni). Nej-
elegantnéjsi feseni (Ondrej Kreml, Patrik Hudec) bylo asi pomoci AG-nerovnosti dokazat
a?/c > 2a — c a sedist to se dvéma analogickymi nerovnostmi.

7. Gloha
Necht 0 < a, b, c < 1. Dokazte, Ze pak plati
a b c

+ <2
1+bc 14ac 1+4ab

Predpokladejme (bez Gjmy na obecnosti, protoze nerovnost je symetrickd), ze a > b > c.
Pak plati
1 1 1
< < .
14+ab ™ 14+ac ™ 1+bc

Pfidame-li trividlni nerovnost a/(1 + bc) < a < 1, zjistujeme, ze

a b c b+c
<1 .
1+bc+1+ac+l+ab7 +1+bc



Staci ndm tedy dokazat, ze b+ ¢ < 1+ be, neboli 0 < (1 —b)(1 — ¢). To zjevné plati, protoze
b,c €(0,1).

Poznamky opravovatele: CebySevovu nerovnost pouzila v feSeni jen Alice Maskovd. Ostatni
nerovnost dokazovali riznymi algebraickymi apravami, které vsak dikaz o mnoho neprodlou-
zily. Pomérné dost resitelt se snazilo postavit ditkaz na vysSetfeni ,okrajovych® ¢i ,nejhorsich“
ptipadii. O tomto nesvaru uz (mimo jiné) psal Robert Sdmal v pozndmce k 5. tiloze 3. série
— odkazuji vas na ni.

8. iloha
V zavislosti na prirozeném c¢islu n zjistéte, které z nasledujicich ¢isel je vétsi:

n

93" =17

Uzéavorkovani v patrovych mocninach se ¥idi podle konvence ab’ = a9,

Vyrazy v zadani maji smysl pro n > 2. Pro n = 2 jsou obé ¢isla stejna. Pro n = 3 je vétsi
druhé z cisel. Dokazeme, ze pro n > 3 je vzdy vétsi prvni c¢islo. Dikaz provedeme indukci
podle n. Pro n = 4 tvrzeni plati, nebot

432 _ (22) _ 22-32 < 23-32 _ 233 < 234.

Indukéni krok provedeme takto (n > 4):

3“‘71—1 3“‘n71 3.”(nf?’)("_l)"
< (277,71)2 — 2(77,71)42 < 22 < 93

n—1 n

2 5o
n(=1) <n?
Prvni nerovnost plyne z indukéniho pfedpokladu. Druhé nerovnost plyne z nerovnosti n <
271 kde n je pfirozené ¢islo (diikaz je snadné cviceni na matematickou indukci). Ctvrta
nerovnost je ziejma. Zbyva nahlédnout tieti nerovnost. Uvédomme si nejprve, ze pro a, b > 2
plati a + b < a - b. Mame-li ¢isla a, b, ¢, d > 2, proné&z a-b < ¢, pak a - d® < d¢, protoze

a-d’ <d®-db=dott <4 < d°.
Nyni jiz pfistupme k dikazu tieti nerovnosti:

n-1)-(n—2"t<(n-1)",

(n—1)-(n—3)"=D""" < (n—3)(n=D"

n—1 3_“(n73)(n_1>7l

(n—1)-2% <2 )



a1 (n—z)(n=D"
2(n—1)423 <92

Poznamky opravovatele: Kli¢em k feSeni této tlohy bylo uvédomit si, ze ¢islo
n

g8

je, feCeno velice vagné, pro velkd m mnohonasobné vétsi nez druhé zkoumané cislo. Pak
jiz ovsem stacily velice hrubé odhady k dokazani pozadovaného vysledku. VSechna spravna

feseni sledovala tuto ideu.



