1. seridlova série
Téma: Geometrie

Termin odeslani: 8.LEDNA 2001

1. 0LOHA (5 BODU)
Méjme trojiahelnik ABC a pticky AX, BY, CZ prochazejici jednim bodem. Necht X', Y’ Z’
jsou body soumérné s X, Y, Z podle stiedi stran BC, AC, AB (v tomto pofadi). Dokazte,
ze pricky AX', BY’, CZ’ prochézeji jednim bodem.

2. 0LOHA (5 BODU)
Méjme trojuhelnik ABC a pricky AX, BY, CZ prochazejici bodem P. Dokazte rovnost

|[AP|  |AY| | |AZ]
|XP| |CY| |BZ|

3.ULOHA (5 BODU)

S = [(A,sin2a), (B, sin28), (C,sin 2v)].

2. serialova série
Téma: Geometrie

Termin odeslani: 5. BREZNA 2000

4. ULOHA (5 BODU)
Je dén trojihelnik ABC. Sestrojte bod X, aby vyraz |[AX |2 +2|BX|?>43|CX|? byl nejmensi
mozny.

5. ULOHA (5 BODU)
Pomoci délek stran trojuhelniku ABC vyjadiete velikosti téznic a os thli.



6. ULOHA (5 BODU)
Dokazte Steinerovu vétu (tj. vétu 10 ze seridlu).

3. seridlova série
Téma: Geometrie

Termin odeslani: 14. KVETNA 2001

7.ULOHA (5 BODU)
Sestrojte ¢tyruhelnik ABCD, jsou-li dany velikosti thlopticek a tihel jimi sevieny, velikost
strany a (a = |AB|) a Ghlu a (o = |[<BAD)|). Provedte diskusi.

8. ULOHA (5 BODU)
V libovolném ¢tyfuhelniku pfi standardnim znaceni velikosti stran a thlopficek plati

de < /302 — b2 — 2 + 3d2 + 3e2 — f2 4+ v/ —a2 + 3b2 + 3c2 — d? + 3e2 — f2,

rovnost nastava pravé pro rovnobéznik. Dokazte.

9. ULOHA (5 BODU)
Je dan te¢novy ¢tyruhelnik ABC D. Kruznice vepsand mé stied S a polomér 1. Body dotyku
kruznice vepsané se stranami AB, BC, CD, DA ozna¢me po fadé K, L, M, N. Ozna¢me
jesté X prusecik useéek KM a LN. Vyjadiete co nejelegantnéji vzdélenost |X S| pomoci
velikosti vnitinich thli.

Reseni seridlové série

1. tloha

Méjme trojuhelnik ABC a pticky AX, BY, CZ prochazejici jednim bodem. Necht X', Y’ Z’
jsou body soumérné s X, Y, Z podle stiedi stran BC, AC, AB (v tomto pofadi). Dokazte,
ze pricky AX’, BY’, CZ’ prochézeji jednim bodem.



Dikaz provedeme podobné jako ve vété 8 ze seridlu. Soustavu S zvolime tak, aby bod
Ts lezel na p¥ickach AX, BY,CZ. Vytvofime zménénou soustavu S’ takto:

/ 1 ’ 1 ! 1
my=——, mp=—, mg=—.
ma mpg mo

Pro bod X" = Tg:/(B,C) mame

IBX"| _ml, mp |CX|

[CX"| " miy  me  |BX|
Pro bod X' plati
|IBX'| |CX|
|cx’|  |BX|

Odtud uz snadno plyne X’ = X’ a podobné Y/ = Y Z' = Z". Z toho plyne, ze pricky
AX' BY’',CZ' prochazeji jednim bodem (totiz bodem Tg).

Poznamky opravovatele: Reseni této tilohy byla dvojiho druhu. Prvni a ¢ast&jsi se sestavalo
z vyuziti Cévovy véty a zachovani vzdalenosti pti symetrii podle stfed stran. V druhém se
nalezly nové hmotnosti boda A, B a C tak, aby pficky AX, BY a CZ mély pozadované
vlastnosti. V tomto feSeni naprostd vétsina resSiteld zapomnéla okomentovat pripad, kdy
nékteré z puvodnich bodi A, B a C maji nulovou hmotnost.

2. dloha
Méjme trojuhelnik ABC a pricky AX, BY, CZ prochazejici bodem P. Dokazte rovnost

|[AP|  |AY| | |AZ]
| XP| |CY| |BZ|

Zvolime soustavu S = [(A,m4), (B,mp), (C,mc)], aby bylo T's = P. Ze seridlu vime, Ze
Ts(A,B) =Z,Ts(B,C) = X, Ts(C,A) =Y a plati vztahy:

|AY|_E |AZ‘ _@ |AP| _TVLB+WLC
ICY]  ma’ [BZ]  ma’ |XP| ma

A nyni je jiz dokazovana rovnost o¢ividna.

Poznamky opravovatele: Uloha byla jednoduchd a vétsina Fesiteli ji bez problému vyfesila
stejnym zpusobem jako v autorském reSeni. Vyskytlo se i nékolik ¢isté geometrickych feseni,
z nichz nejelegantnejsi bylo feseni Jana Kyncla, které jsem odmeénil jednim imaginarnim
bodem.



3. uloha

S = [(A,sin2a), (B, sin 28), (C, sin 2v)].

Dokazeme, ze hledanym bodem je stfed kruznice opsané trojuhelniku ABC — oznacme jej
O. Déle ozna¢me X, Y, Z pruseéiky pfimek AO, BO, CO s piimkami BC, CA, AB (v tomto
poradi). Nyni sta¢i ukdzat, ze X = Ts(B,C),Y = Ts(C, A), Z = Ts(A, B). Predpoklddejme,
ze trojuhelnik ABC je ostrouhly (tedy bod O lezi uvniti). Z véty o obvodovém a stfedovém
uhlu dostaneme |[<BOC| = 2a, tedy |[<BOZ| = m—2a. Podobné |[<AOZ| = 7 —20. Vyuzitim
sinovych vét pro trojuhelniky AOZ a BOZ dostaneme

|AZ| |AZ| . |AO| _ |AO| B
sin28 ~ sin(r —28)  sin|<AZO| ~ sin(r — |<BZO|)

|AO| _ |BZ| _ |BZ]

- sin|<BZO| ~ sin(r —2a)  sin2a’
|AZ|sin2a = |BZ|sin 2.

Uvézime-li jesté znaménka hmotnosti bodu A, B (ta jsou kladna) a polohu bodu Z (uvnit#
usecky AB), obdrzime Z = Ts(A, B). Zbylé dva vztahy vzniknou cyklickou zaménou. Pro
pravouhly a tupouhly trojuhelnik je dikaz obdobny.

Poznamky opravovatele: Vétsina feseni byla spravna. Nékteri postupovali metodou ukaza-
v tom, Ze bylo nutné rozebrat nékolik p¥ipadt (ostrouhly, pravothly a tupothly trojihelnik).
Neékolik resiteld na to pozapomnélo, strhaval jsem bod. Druhy typ feseni byl pfi vhodné
zvolené soufadnicové soustavé primocary, ale vyskytlo se i neuvétitelné komplikované reseni
(—1%). Katka Quittnerovd mi ukézala oba typy, za coz si zaslouzi pochvalu vyjadfenou +i.

4. tlloha
Je dén trojthelnik ABC. Sestrojte bod X, aby vyraz |AX |2 +2|BX|?>+3|CX|? byl nejmensi
mozny.

Reseni dostaneme snadno z poznadmky za Steinerovou vétou. Uvazujeme nyni soustavu
S =1(A,1),(B,2),(C,3)]. Moment setrvac¢nosti soustavy S vzhledem k libovolnému bodu X
jeroven |AX|> +2|BX|> +3|CX|?. Ze zminéné poznamky plyne, e tento soucet je nejmensi

AB sestrojime bod D tak, aby |AD| : |[BD| = 2 : 1 (to snad kazdy umi). Tim jsme dostali

t8zist€ podsoustavy [(A,1), (B,2)]. Ts je nyni tézistém soustavy [(D,3),(C,3)], coz je stred
usecky CD.

5. lloha
Pomoci délek stran trojuhelniku ABC vyjadiete velikosti téznic a os thli.



Oznadime t; (resp. ug) téZnici na stranu x (resp. osu uhlu protéjsiho ke strané x). Stejnymi
pismeny budeme znagcit jejich délky.
V obou pfipadech pouZzijeme Stewarttiv vzorec. Velikost téZnice ziskdme bez potizi (do-
1

sadime p = ¢ = 3).
1 1 1
12 = 5a? + 5b2 - 162’

1
te = 5\/2(12 + 2b% — 2.

Velikosti tq, tp ziskdme cyklickou zaménou.
Oznacme D pruseecik osy u. se stranou c. Sinova véta pro trojuhelniky ADC a BDC
nam dava

AD| b BD|  a
sin 3 " sin|<ADC|’ sin " sin|<BDC|’

Z toho snadnym vypoétem obdrzime (uvédomime-li si, Ze sin |[<ADC| = sin |[<BDC)|):

_|AD| _ |AD|] b
" ¢  |AD|+|BD|  a+b’
_ a
T a+b’

(Ke stejnému vysledku jsme se mohli dopracovat vyuzitim soustavy S = [(4, a), (B, b), (C, ¢)],
jejiz tézisté je stied vepsané kruznice.) Dosadime do Stewartova vzorce a upravime napf. na

tvar:

ab((a +b)2 — c2)
a+b ’

Ue =

Zbylé délky ziskame cyklickou zaménou.

6. tloha
Dokazte Steinerovu vétu (tj. vétu 10 ze seridlu).

Pokud umime pracovat s vektory, miZzeme Steinerovu vétu dokazat timto vypoctem:

n n n
Js(X) = Zm, . ‘XAl‘z = Zm, . XA¢2 = Zmz . (XTS +T5Ai)2 =
=1 =1 =1

n n n
= Zmz 'XT52 +2-XTg - (Zml 'TsAi> +Zml ~T5Ai2 =
=1 =1 i=1

=mg - XT52 +2-XT-0+ Js(Ts) =mg - |)(Tsl2 + Js(Ts).

razu). Budeme dokazovat indukei podle poétu bodt (n) s nenulovou hmotnosti (ty, co maji



nulovou hmotnost, pfedem vyskrtneme). Pro n = 1 Steinerova véta zfejmé plati. Nyni mame
n > 1 a vime, Ze Steinerova véta plati pro n — 1 bodi. Mezi nasimi n body existuji dva, které
maji nenulovy soudet hmotnosti (to plyne snadno z podminky mg # 0). At jsou to body
A1, Az (obecnost nepfijde k Gjmé). Oznaéme A = Ts(A1, A2) a S’ soustavu, kterd vznikne
z S nahrazenim hmotnych bodii (A1, m1) a (A2, m2) jednim hmotnym bodem (A, m1 +mz).
Vime, ze Tsr = Tg,mgs = mg. Vezmeme libovolny bod X. Soustava S’ ma n — 1 bod,
takze muzeme pouzit indukéni pfedpoklad a dostaneme:

n n
(m1+ma)- [ XAP 4D mi - [ XA = (m1+ma)-[TsA® + > m - |[TsAil* +ms | XTs .
i=3 i=3

Dokazeme-li
mi |XA1|2+m2 ‘XA2|2 — (m1 +m2) |)(A|2 =m1 ‘T5A1|2 +me ‘T5A2|2 — (m1 +m2) |T5A|2 s

dostaneme se¢tenim téchto dvou rovnosti Steinerovu vétu pro nasich n bodu.
Rovnost upravime na ekvivalentni tvar

mi(|X A1 — | XA = |Ts A1]* +|TsA]?) = —ma(|X A2|* — | X AP —[TsAz|* + |TsA]%).

Druhé mocniny vzdélenosti vyjadifime pomoci prumétiu na piimku A; Az a vzdalenosti od
téchto praméta (Pythagorova véta), vyuzijeme zakon paky (pro body A1, A2) a zbytek je jiz
jen uprava vyrazl. Zde pravé nastanou technické obtiZe, nebot je bud nutné rozebrat nékolik
(dost) pifipadd, nebo se tomuto vyhnout, napf. pfes orientovanou velikost tusecky.

7.aloha
Sestrojte ¢tyftuhelnik ABCD, jsou-li dany velikosti thlopfi¢ek a uhel jimi sevieny, velikost
strany a (a = |AB|) a Ghlu o (o« = |<BAD)|). Provedte diskusi.

Uloha byla bohuzel zadana tak, 7e §la snadno fesit bez vyuziti vyznaéného rovnobézniku.

Pokuste se pfed prectenim FeSeni fesit podobnou tlohu, kde misto tthlu « je zadan thel 6!
(1) Sestrojime nejprve vyznaény rovnobéznik BB’D’D &tyithelniku ABCD. Mame dany
délky stran a thel jimi sevieny (to jsou velikosti thlopficek a thel jimi sevieny) — mame dvé
moznosti, podle toho, ktery z ihlt mame zadan.
(2) Sestrojime bod C, o kterém vime, ze |B'C| = a a |<B'CD’| = a (pouzijeme béznou
konstrukci — nejprve sestrojime mnoZinu bodt, ze kterych vidime tise¢ku B’D’ pod tihlem o
(to budou dva oblouky kruZnic, jejich sjednoceni ozna&ime l) a potom kruznici k o stfedu B’
a poloméru a.)

(3) Posuneme bod C smérem B’B a ziskdme bod A. Vznikne bud konvexni étyithelnik, nebo
nekonvexni étyfuhelnik, nebo body ABCD viibec ¢tyftahelnik netvofi.

Podle polohy bodu C' vzhledem k BB’D’D pozname, jak bude vypadat vysledny &tyt-
Ghelnik:



(a) Pokud bod C lezi uvniti BB'D’D, pak ¢tyfthelnik ABCD je konvexni.
(b) Pokud bod C nelezi uvniti BB’D’D ani na stranach, ale lezi v pasu uréeném piimkami
BB’ a DD’ nebo v pasu uréeném piimkami BD a B’D’, pak ABCD je nekonvexni.
(¢) V ostatnich pfipadech body ABCD ¢tyithelnik netvori.

Podrobna diskuse je znacné ztizena tim, Ze nebylo uréeno, ze Ctyruhelnik musi byt kon-
vexni. Za toto se fesitelim omlouvam. Plny pocet bodt byl udélovan za spravné urceny
mozny pocet Feseni. Uloha ma 0-7 feSeni, viechny tyto pfipady mohou nastat.

Poznamky opravovatele: Uloha byla velmi jednoducha. Kazdy, kdo ji fesil, nalezl né&jaky
zpusob, kterym lze hledany ctyrtuhelnik zkonstruovat. Za to jsem udé€lil 3 body.

Nelibila se mi ale diskuse poctu feseni. Po¢tem feseni vétSinou rozumime pocet neshod-
nych utvara vyhovujicich zadani. Proto réeni jako ,a dalsich n feSeni ve druhé poloroviné“
nemaji vétsi smysl. Napfiklad pokud je u trojahelniku ddno (pf¥i standardnim znaceni) a, b, «,
existuji v zavislosti na vztahu velikosti a a bsina 0, 1 nebo 2 feSeni, nikoli ale 4 feseni, jak
se néktefi domnivali!

Za zavazné chyby v diskusi jsem udéloval pouze 3 body, za drobnéjsi nepiesnosti 4 body.

8. aloha
V libovolném c¢tyttahelniku pfi standardnim znaceni velikosti stran a uhlopficek plati

de < /362 — b2 — 2 + 3d2 + 3e2 — f2 4+ /—a2? + 3b2 + 3c2 — d? + 3e2 — f2,
rovnost nastava pravé pro rovnobéznik. Dokazte.

Vezmeme soustavu S = [(4,1),(B,1),(C,1),(D,1)]. Z Jacobiho vzorce vypocteme

a2+b2+02+d2+62+f2

Js(Ts) = 1

Z definice vypocteme
Js(A) = a? + d? + €2,
Js(C) = b2 + 2 + €2

Pouzijeme Steinerovu vétu a vyjde nam

4|ATg| = /302 — b2 — 2 + 3d? + 3e2 — f2,
4|CTs| = v/—a2? 4+ 3b2 + 3c2 — d? + 32 — f2.

Pouzijeme trojuhelnikovou nerovnost pro body A, C,Ts a mame dokazovanou nerovnost.
Rovnost nastane praveé tehdy, kdyz T's lezi na tseéce AC, coz nastava nejen, kdyz ABC D

slovy, kdyz pfimka AC puli tsecku BD. Pro konvexni ¢tyruhelnik je toto nutna a postacujici



dat si pozor, aby Ts lezel na useéce AC (nejen na pfimce AC). Shrnuti:

Oznacme S prisecik pfimek BD a AC. Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz plati nasledujici
dvé podminky:
(a) |BS| = [DS|
(b) S lezi na tsecce AC, nebo S lezi na polopfimce CA a 2|SA| < |AC|, nebo S lezi na
polopfimce AC a 2|SC| < |AC|.

Poznamky opravovatele: Nékteri Fesitelé ukazali, ze pro rovnobéznik rovnost plati. Obdr-
zeli 1 bod. Ostatni si spravné vsimli chyby v zadani a néktefi ji i spravné opravili. Zaji-
mavé byly riuzné volby soustav hmotnych bodu. Alexandr Kazda a Jan Kynél zvolili sou-
stavy [(B,1),(C,1),(D,1)] a [(A,1),(B,1),(D,1)], Katarina Quittnerovd zvolila soustavu
(A1), (B,1),(C,1),(D,1)], Jan Prachar zvolil [(A, 3), (B, 1), (C, —1), (D, 1)]. Nékterym sta-
¢ila Eulerova véta o ¢tyfuhelniku, coz mé nepotésilo, protoze feseni byla dlouha a nehezka.

9. tloha

Je dan te¢novy ¢étyithelnik ABCD. Kruznice vepsand ma stfed S a polomér 1. Body dotyku
kruznice vepsané se stranami AB, BC, CD, DA oznaéme po fadé K, L, M, N. Ozna¢me
jesté X prusecik useéek KM a LN. Vyjadiete co nejelegantnéji vzdélenost | X S| pomoci
velikosti vnitfnich ahla.

Oznaéme z = |AK| = |AN|, y = |BK| = |BL|, z = |CL| = |CM|, v = |DM| = |DN]|.
Tyto vzdalenosti snadno vyjadiime pomoci velikosti vnit¥nich thla:

r = cotg — = cotg —
) )

Snadno také vyjadiime vzdélenosti |[SA|, |SB|, |SC|, |SD|:

1
|SAl = —»
sin 5

Z kosinové véty vyjadiime |AC| pomoci velikosti vnitinich uhla:

ACT = /(@ + 1) + (y + 2)? — 2z + y)(y + 2) cos B

Podobné vyjadiime |BD|.

dvojic bodu (A, B), (B,C), (C,D), (D, A) jsou body K, L, M, N. Tedy To = X. Jo(X)
vypocteme z Jacobiho vzorce, Jo(S) pfimo z definice. VSe, co k tomu pot¥ebujeme, mame
vyjadfeno pomoci velikosti vnitfnich thlid. Vzdalenost | X S| vypocteme ze Steinerovy véty
a jsme hotovi, az na pozadavek na co nejelegantnéjsi tvar.



