Povidani ke ¢tvrté sérii

V tomto kratkém tvodu shrneme nékolik vét z rovinné geometrie, které by se Ti mohly
pii feSeni uloh hodit. Nékteré z nich pravdépodobné znas ze stfedni Skoly, nékteré mohou
byt nové.

Véta. (O obvodovém a stiedovém tthlu) Necht k je kruznice se stfedem S a AB jeji tétiva. Pak
velikost thlu <AOB se neméni, probiha-li O néktery z obloukt kruznice k urcenych tétivou
AB. Navic je |[<AOB| = % |<<ASB]|, kde tthlem <CASB rozumime vné&jsi thel v &tyfuhelniku
AOBS.

Véta. (Mocnost bodu ke kruznici) Necht k je kruznice se stfedem S a M bod. Necht pfimka
p prochazi bodem M a protind k v bodech A a B. Pak ¢&islo |[M A| - |M B| nezévisi na volbé
ptimky p a je rovno hodnoté |m2? — 72|, kde m = [M S| a r je polomér k. Cislo m? — r2 se

nazyva mocnost bodu M ke kruznici k.

Véta. (sinovd) V trojuhelniku ABC se standardnim oznadenim (R je polomér kruznice
opsané) plati
a b c
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Véta. (Cévova) Necht ABC je trojuhelnik a Ay, B, C1 lezi po fadé na useckach BC, AC,
AB. Pak piimky AA;, BBy, CCy se protinaji v jednom bodé pravé tehdy, kdyz LBALl

[A:1C]
ICB1|  |AC1| _ 4
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Véta. (Van Aubelova) Necht v trojahelniku ABC' z minulé véty se pticky AA;, BB1, CCq

o . |AK| _ |ABi| , |ACq|
protinaji v bodé K. Pak [KA;] = [B1C + R

Véta. (Ptolemaiova) Necht ABCD je étyfthelnik. Pak |AC|-|BD| < |AB|-|CD|+|AD|-|BC]|.
Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz ctyfahelnik ABCD je tétivovy.

Definice. (Kruhova inverze) Necht je dan bod S a polomér r. Kruhovou inverzi o stfedu S
a poloméru r rozumime zobrazeni, které kazdému bodu M # S pfifadi bod M’ s vlastnostmi
(1) M’ lezi na polopiimce SM.

(2) |SM|-|SM'| =r2.

Véta. (Vlastnosti kruhové inverze)

(1) Mnozina samodruznych bodt je kruZnice o stfedu S a poloméru r. Vnéjsek této kruznice
se zobrazi na vnitfek a naopak (proto nézev ,kruhové inverze“).

(2) Dvakrat provedena kruhové inverze je identita (na celé roviné kromé bodu S).

(3) Pfimka prochazejici bodem S se zobrazi sama na sebe. Pfimka neprochézejici bodem S
se zobrazi na kruznici prochézejici bodem S a naopak. Kruznice neprochéazejici bodem S
se zobrazi na kruznici neprochdzejici bodem S (ale pozor, p¥islusné stiedy kruznic se na
sebe nezobrazi!).

(4) Kruhova inverze zachovavéa uhly, které sviraji dvé protinajici se k¥ivky (uéené feceno,
kruhové inverze je konformni zobrazeni).



4. série
Téma: Geometrie

Termin odeslani: 21.LEDNA 2002

1. ULOHA (3 BODY)
Necht ABCDEFGH je standardné znacena krychle. Naleznéte nejkratsi pricku thlopiicek
AH a BE.

2. ULOHA (3 BODY)
Nazvéme dvojici mnohothelnikt P, ) zaménitelnou, pokud lze P rozdélit kone¢nym poctem
pfimek na mensi mnohouhelniky, z nichz lze sesklddat Q. Dokazte, ze kazdy obdélnik je
zaménitelny s néjakym Ctvercem.

3. ULOHA (3 BODY)
V kruhu c; se stfedem O méjme danu seénu AB, kterd neni primérem. Necht M je stfed
use¢ky AB. Ozna¢me c2 kruznici s pramérem OM. Bud P bod kruZznice ¢; a T dotykovy bod
nékteré z tecen ke kruznici ca prochézejicich bodem P. Dokaite, ze |PA|? + |PB|* = 4|PT|?.

4. ULOHA (5 BODU)
Je dén trojuhelnik ABC' a usecka délky d. Sestrojte rovnoramenny trojuhelnik K LM, ktery
ma zakladnu délky |KL| = d a jehoz obsah je stejny jako obsah trojuhelniku ABC.

5. ULOHA (5 BODU)
Necht jsou dany dvé soustfedné kruznice k a I o polomérech r < R (k je vnitini kruznice)
a bod P € k. Uvazujme libovolny bod B € [. Pfimka BP protind kruznici [ v bodu C # B
a kolmice k pfimce BP prochézejici bodem P protind kruznici k v bodé A # P. Najdéte
mnozinu viech moznych hodnot vyrazu |AB|? 4+ |AC|? + |BC|?, probihé-li bod B kruznici I.

6. ULOHA (5 BODU)
Zkonstruujte pomoci pravitka a kruzitka trojuhelnik ABC, je-li ddna délka strany AB, délka
vysky na stranu AB a ,délka“ osy thlu v (tim rozumime vzdalenost bodu C od prise¢iku
osy thlu v se stranou AB). Diskutujte pocet (neshodnych) feseni.

7. ULOHA (5 BODU)
Necht je dan rovnostranny trojuhelnik ABC' s vyskou délky 1 a pfimka p prochazejici bodem
C rovnobézna s AB. Kruznice k se stfedem na pfimce p a polomérem 1 protinad usecky AC
a BC po tadé v bodech K a L. Urcéete délku tsecky K L v zavislosti na poloze stfedu kruznice

k.



8. ULOHA (5 BODU)
Necht je dan trojahelnik ABC a kruznice se stfedem O, kterd prochazi body A, C' a protina
use¢ky AB a BC po fadé v riznych bodech K a N. Necht se kruznice opsané trojihelnikiim
ABC a KBN protinaji v riznych bodech B a M. Dokazte, ze thel <OM B je pravy.

9. ULOHA (5 BODU)
Necht je pevné dan trojihelnik ABC. Uvnitf strany AB uvazujme bod D. P¥icka C'D déli
trojuhelnik ABC na trojuhelniky ACD a BC'D. Obéma vepiSeme kruznici a sestrojime dru-
hou spoleénou vnitini tecnu téchto kruznic, ktera protne pricku CD v bodé E. Jaka je
mnozina vSech takto ziskanych bodu E, probiha-li bod D vnitini body tasecky AB?

ResSeni 4. série

1. tloha
Necht ABCDEFGH je standardné znacend krychle. Naleznéte nejkratsi pricku uhlopticek
AH a BE.

Jak zndmo, nejkratsi pficka dvou p¥imek je na obé dvé kolma (a existuje pravé jedna,
jsou-li mimobézné). Hledand pricka tedy musi byt kolmé na AH i BE, tj. musi to byt kol-
mice k roviné ACH (nebot CH || BE). Jinymi slovy, hledana pficka musi byt rovnobézna
s télesovou uhlopfickou DF'.

Vedme bodem A p¥imku p rovnobéznou s DF a bodem B piimku ¢ rovnobé&znou s DF'.
Je jasné, ze hledand pficka lezi v roviné AHp (protind AH, je rovnobézna s p) i v roviné BEq
(protind BE, je rovnobézna s ¢). Sestrojit priise¢nici téchto dvou rovin je jiz trividlni tlohou.
Poznamenejme, ze zvolime-li soufadny systém tak, ze A = [0,0,0], B =[1,0,0], D = [0,1,0]
a F = [0,0,1], vysledna pficka bude spojnici boda X € AH aY € BE, kde X = [0 11
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aY =[1,0,2]. Jeji délka bude |XY|= 2.

Poznamky opravovatele: Vétsina spravnych feseni vyuzivala prostfedkt analytické geomet-
rie. Tento zplisob samoziejmé musel vést jednoznacné k cili, ale zdaleka neni tim nejjednodus-
$im. Opravdu elegantni feSeni se podafilo najit pouze Janu Docekalovi a Barbote Scholleové,
za coz byli také nalezité ohodnoceni. Oba dva totiz vhodnym pootocenim krychle dokazali
z jejiho prumeétu do roviny a na zakladé vhodnych argumenti velmi rychle a efektné vyvodit
spravny vysledek.

Nejcastéjsi chyby pramenily ze Spatného popisu ¢asti krychle. Pravé thly se objevovaly
tam, kde nejsou, apod. Doporucuji vSem, ktefi se takovychto chyb dopustili, aby si je peclivé
prostudovali, neni obtizné se jich vyvarovat. Néktefi z vas si téZz neuvédomili, Ze nejkratsi
ptickou dvou mimobézek je usecka kolma k obéma, to potom vedlo k chybnym zavérim
i pfedpokladim.



2. tloha

Nazvéme dvojici mnohothelniktt P, Q zaménitelnou, pokud lze P rozdélit kone¢nym pocétem
pfimek na mensi mnohouhelniky, z nichz lze seskladat Q. Dokazte, ze kazdy obdélnik je
zaménitelny s néjakym étvercem.

Nejprve si uvédomme, Ze nemusime stiihat podél pfimek, ale zadéni vyhovuje i st¥ihani
podél lomenych car. To se snadno nahlédne — prosté se nékterd déleni nevyuziji. Dale si
uvédomme, Ze pokud je geometricky objekt A zaménitelny s B a B je zaménitelny s C, jei A
zaménitelny s C'. Tuto vlastnost dale vyuzivame, a tak si ji pofadné rozmyslete. Rozstrihani
obdélniku na mensi shodné obdélniky a preskladani na obdélnik s pomérem stran mensim
nez 2 je opravdu snadné a prenechdme je na rozmysleni ¢tendfi (rozmyslete si také, ze lze
dokonce rozstfihanim obdélniku na mensi a preskladanim docilit prenasobeni puvodniho
poméru stran libovolnym kladnym raciondlnim ¢islem). Zaména obdélniku se ¢tvercem se
pak provede podle obrazku.

Poznamky opravovatele: Ackoliv tloha nebyla slozité, zcela spravnych feseni se neseslo
mnoho. Nejcastéjsim prohfeskem bylo, Ze si feSitel neuvédomil, Ze jeho feSeni vede k cili
jen pro vhodné maly pomeér stran obdélnika. Za to jsem strhaval bod. Velké procento feseni
spocivalo v myslence roziezani obdélnika na malé ¢tverecky (i trojuhelnicky). To uz je chyba
zavaznéjsi, tento postup je mozno pouzit jen v pripadé, ze je pomér stran obdélnika racio-
nalni. Navic zadny z téchto fesiteli ani neukazal ptreskladani pro obecny racionalni pomér
stran. Také preformulovani tlohy na problém srovnatelné obtizny jsem neocenil p¥ili§ mnoha
body.

3. dloha

V kruhu c; se stfedem O méjme danu seénu AB, kterd neni primérem. Necht M je stfed
use¢ky AB. Oznacme c2 kruznici s pramérem OM. Bud P bod kruZznice ¢; a T dotykovy bod
nékteré z teden ke kruznici ¢z prochézejicich bodem P. Dokaite, ze |PA|? + |PB|* = 4|PT|?.



Ozna¢me si S stied kruznice cz, K bud stfed (krat$iho) oblouku AB. Oznaéme si R
polomér kruznice ci, r polomér kruznice cz. Déle si ozna¢me a = |<AOK]|, § = |<KOP].
Zjevné 6 € (0,m). Bez ujmy na obecnosti predpokladejme, ze |AP| < |BP|. Vyjadiime
si hledané délky pomoci R, r, a a §. Z véty o mocnosti bodu ke kruznici vime, ze |PT|? =
|PS|%2 —r2. Délky |AP| a | BP| vyjadiime pomoci kosinové véty pouzité na trojihelniky AOP
a BOP (laskavy ¢tenaf si rozmysli, ze vztahy jsou v platnosti pro kazdou polohu P € c1):

|AP|? = 2R?(1 — cos(a — §)),
|BP)? = 2R?(1 — cos(a + ),
|AP|? 4+ |BP|? = 2R?(2 — 2cos acos §) = 4R? — 8Rr cos 4.
Pro odvozeni posledni rovnosti jsme vyuzili vztah cos(a— ) +cos(a+8) = 2cos acos § a také

vztah Rcosa = 2r, ktery je vidét z pravothlého trojuhelniku AMO.
Délku | PS|? vyjadiime pomoci kosinové véty pouzité na trojiuhelnik PSK. Vime totiz, ze

cos &

1—
|PK|?> = 2R?(1 — cosd) = 4R2T = 4R%sin? g

KS2 = (R —1)2,

|<PKS| = |<OPK| — %(w — ).
Dostavame
|PS|? = |PK|*> +|KS|? — 2|PK||KS| cos (%_5) = |PK|> +|KS|? — 2|PK||KS|sin g.
Dosazenim a pouzitim vztahu |PT|? = |PS|? — r2 dostdvame

|PT|? = 4R? sin?

N | S

+ (R —7)%2 —4R(R — r)sin? g —r2

1—cosd
2

Nyni jiz tento vztah jenom roznasobime a s vyuzitim rovnosti sin? % = upravime na

|PT)? = R? — 2Rr cos 6.

Je tedy vidét, Ze jsme pravé dokazali rovnost |PA|%2+4|PB|? = 4|PT|?, coz bylo nasim tikolem.

Poznamky opravovatele: Jedinou zavaznou chybou, které se néktefi resitelé dopustili, bylo,
ze si bod T na kruznici ca zvolili néjak specidlné, ¢imz si tlohu znaéné zjednodusili. Dand
rovnost se ale méla dokazat pro libovolny bod T na kruznici ca. Za tato feseni jsem vétSinou
daval jeden bod.

4. tloha
Je dan trojuhelnik ABC' a tsecka délky d. Sestrojte rovnoramenny trojuhelnik K LM, ktery
maé zékladnu délky |[KL| = d a jehoz obsah je stejny jako obsah trojihelniku ABC.



Ozna¢me v, vysku na stranu AB v trojuhelniku ABC a v vysku na stranu KL v troj-
thelniku KLM. Podle zadani mé platit Sapc = Skrwm, tedy 3|ABJv. = idv, nebo-li
v _ |AB|
Ve d
napft. jako priisecik pfimky AB a kruznice s primérem BC), neni tedy problém tuto vysku
sestrojit pomoci konstrukce znamé jako ,Ctvrtad geometrickd tmérna“. Narysujeme si libo-
volny thel, vrchol ozna¢me V. Na jedno rameno umistime bod X do vzdélenosti |[AB| a Y do
vzdalenosti d od V, na druhé rameno bod Z do vzdalenosti v. od V. Oznaéme W prusecik

primky V' Z a rovnobézky k Y Z vedené bodem X. Trojuhelniky VY Z a VXW maji shodné
|[VW| _ |VX]|
|\Vz] = |VY]|
|VW]| je naSe hledana vyska v. Nyni, kdyZz mame délku zékladny i vySky na ni, uz neni pro-
blém hledany rovnoramenny trojuhelnik K LM sestrojit. Je vidét, ze tloha ma vzdy pravée
jedno feSeni.

. Zndme vse kromé v (vysku v. snadno sestrojime — patu této vysky lze nalézt

thly, jsou proto podobné a plati, Ze pomér stran je shodny, tedy , jinymi slovy

Poznamky opravovatele: Uloha byla jednoduché, stagila podobnost. Tim vice jsem strhé-
val body za opomenuti néjaké ¢asti konstrukéni ulohy. Témi jsou rozbor, popis konstrukce,
konstrukce (u parametrické ulohy volime pro demonstraci konkrétni hodnoty za parametry),
dtkaz spravnosti a diskuse. Za konstrukci vysky v trojuhelniku ABC atp. jsem daval +i.
Naprosto spravné vyfesenou tlohu mél pouze Vojtéch Novotny.

5. illoha

Necht jsou dany dvé soustfedné kruznice k a I o polomérech r < R (k je vnitini kruznice)
a bod P € k. Uvazujme libovolny bod B € [. Pfimka BP protind kruznici [ v bodu C # B
a kolmice k pfimce BP prochézejici bodem P protina kruznici £ v bodé A # P. Najdéte
mnozinu viech moznych hodnot vyrazu |AB|? 4 |AC|? + |BC|?, probihé-li bod B kruznici I.

Oznacme si S stfed kruznic k a | a dale si ozna¢me d vzdalenost bodu S od pfimky
AP a x vzdalenost bodu S od p¥imky BC. Pak z Pythagorovy véty ziejmé r2 = d? + z2.
Muzeme bez Gjmy na obecnosti piedpokladat, ze | BP| < |CP|. Podle Pythagorovy véty mame
|AB|? = |AP|? +|BP|?, |AC|? = |AP|?+|CP|2. Snadno vyjadiime |AP|? = 4(r? —d?). Déle
vidime, Ze (%|BC|)2 = R? — 22 = R? — r2 + d2. Déle si uvédomime, ze |BP|? + |CP|? =
(31BC| - d)? + (31BC| + d)* = 1|BC|? 4 2d2. Nyn jiz mizeme seéist

|AB)? + |AC|? + |BC|? = 2|AP|? + |BP|> +|CP|? + |BC|? =

=8(r? — d?) 4+ 2(R? — r? 4 d?) 4 2d? 4 4(R? — r? 4+ d?) = 6R% + 2r2.

Vidime, Ze nas souéet miize nabyvat pouze jediné hodnoty 6 R? +2r2; této hodnoty nabyde
pro libovolnou polohu bodu B € [, pro kterou body B, P a S nelezi v jedné pfimce.

Poznamky opravovatele: VétSina doslych feseni byla az na drobnosti spravné. Néktefi ne-
uspésni fesitelé zjistili hodnoty vyrazu pouze v krajnich bodech a z jejich rovnosti usoudili,
ze 1 jinde bude stejnd hodnota, coz obecné nemusi byt pravda.



6. tloha

Zkonstruujte pomoci pravitka a kruzitka trojuhelnik ABC, je-li dana délka strany AB, délka
vysky na stranu AB a ,délka“ osy thlu v (tim rozumime vzdalenost bodu C od prise¢iku
osy thlu v se stranou AB). Diskutujte pocet (neshodnych) feseni.

Zacneme, trochu netradi¢né, diskusi poctu feSeni. Az poté ukézeme, jak trojuhelnik ABC
zkonstruovat. Oznacéme si ¢ > 0 délku strany AB, v. > 0 délku vysky na stranu AB a uc > 0
»délku“ osy thlu . V kazdém trojuhelniku samoziejmé plati ue > vc; neni-li tato nerovnost
splnéna, tloha nema feseni. Pokud plati u. > v., mizeme si sestrojit pravouhly trojihelnik
CUV s preponou CU délky u. a odvésnou CV délky v (je-li uc = ve, pak body U a V
splynou). A to tak, ze body C,U,V nésleduji za sebou na obvodu proti sméru hodinovych
rucicek (je-li C nahote a V' dole, je U vlevo). Opaéné orientace bude odpovidat trojihelniktim
ABC shodnym v osové soumérnosti podle CV. Ozna¢me p pfimku UV, nasim tkolem je ted
najit body A, B € p tak, ze |AB| = ¢ a CU je osa thlu ACB. Problém je zfejmé symetricky
na prehozeni bodu A, B, lze tedy predpokladat, ze bod A je vice vlevo. Je snadné si uvédomit,
%e vyhovujici poloha bodt A, B € p je pravé jedna (stac¢i nejdiive umistit body A’, B’ € p,
|A’B’| = ¢ hodné vlevo a poté je spojité posouvat doprava, dokud nebude pfimka CU osou
ahlu A’CB’). Pro uc > v ma tedy tloha pravé jedno neshodné feseni (pokud nebudeme
rozliSovat trojahelniky, které se lisi pouze prohozenim vrcholu A a B).

Nez pristoupime ke konstrukci trojuhelniku ABC, dokazeme si jedno pomocné lemma:

Lemma. Necht X #Y jsou body v Toviné a k > 0, k # 1. Pak mnoZina bodi Z s vlastnosti

% =k je (tzv. Appoloniova) kruznice, jejiz stred lezi na primce XY .

Dukaz. Predvedeme zde dukaz, ktery sikovné vyuziva pocitani s komplexnimi ¢isly. Lemma
ale 1ze dokazat mnoha jinymi zpusoby; ¢tenaitum, ktefi nejsou s komplexnimi ¢isly obeznameni
(a nejen jim) proto doporucuji zkusit vymyslet néjaky jiny dikaz.

Predstavme si body X, Y jako komplexni ¢isla v rovin€, je jasné, ze lze bez ujmy na
obecnosti predpokladat, ze £k > 1, X =k, Y = % (existuje podobnost, kterd body X a Y
prevede na tato ¢isla). Ukdzeme, Ze pak mnozina bodl s pozadovanou vlastnosti je pfesné
jednotkova kruznice se stfedem v 0. Oznac¢me si A libovolné komplexni éislo, pro které [A| = 1.
Pak

k=l _ k=X _ =2l _

T = = — = k.
S TSV R Y

Ve druhé rovnosti jsme vyuzili toho, ze absolutni hodnota komplexniho ¢isla se nezméni po
vynasobeni &slem —\, které ma absolutni hodnotu 1. V posledni rovnosti jsme vyuzili toho,
7e &islo k — X\ a &islo k nému komplexné sdruzené k — X maji stejnou absolutni hodnotu.
Dokéazali jsme tedy, Ze celd jednotkova kruznice se stfedem v 0 vyhovuje. Nyni jiz staci
ukazat, ze na kazdé polopfimce s poc¢ate¢nim bodem Y = % lezi pravé jeden vyhovujici bod.
To jiz pfenecham ¢tendfi jako cviceni.

Poznamka: Pozornému ctenafi obezndmenému s pojmem kruhové inverze jisté neuslo, ze
vyslednd Appoloniova kruznice ma zajimavou vlastnost. Obraz bodu X v kruhové inverzi
podle této kruznice je Y a naopak. V tom je skryt navod, jak lze vyuzit vlastnosti kruhové
inverze k jinému dikazu tohoto lemmatu. Detaily vSak nechdm na ¢tenafi.



Nyni jiz ke kyzené konstrukci. V pfipadé u. = v. je zjevné trojihelnik ABC rovnora-
menny a konstrukce je trividlni. Pro u. > v, si zkonstruujeme pravouhly trojuhelnik CUV
s pfeponou CU délky u. a odvésnou CV délky v., pro predstavu feknéme, Zze bod C je
nahofe, bod V dole a bod U vlevo (doporucuji kreslit si obrazek). Nyni chceme na pfimce
p = UV najit bod A vlevo od U a bod B vpravo od U tak, ze |AB| = ¢ a CU je osa thlu

ACB. Predpokladejme, ze uz body A a B sestrojené mame. Pak zfejmé % = I‘g% # 1.
Podle lemmatu je mnozina bodu Z s vlastnosti \‘g?l = % kruznice se stfedem O lezicim

na pfimce p. Tuto kruznici umime urcit, protoze na ni nutné lezi body U a C. Stfed O tedy
najdeme jako prusecik pfimky p a osy usecky UC. Bod O vyjde zjevné vpravo od bodu U.
Sestrojime si jesté bod W € p, W # U s vlastnosti |[WO| = |UO|, ten také lezi na této
kruznici. Ozna¢me si w = |[UW|. Nyni je podle lemmatu jasné, ze

ad_ Al ©)
|BU| |BW |

Ozna¢me si hledanou délku |AU]| jako z. Podminka (©) nam dava pro = kvadratickou rovnici,
a nebudeme-li lini ji vyfesit, dostaneme (s pfihlédnutim k podmince x > 0) FeSeni

c—w+ V2 +w?
5 .

Nyni je jiz vSe jednoduché. Délku ¢ mame zadanou, délku w = |[UW]| jsme zkonstruovali,
délku v/c2 + w? zkonstruujeme jako délku prepony v pravouhlém trojihelniku s odvésnami
délek ¢ a w. Snadno tedy zkonstruujeme i délku = = |AU]|, a tedy i body A a B. Tim je tloha
vyfesena.

Poznamky opravovatele: Vsechna spravna feSeni spocivala, podobné jako autorské feSeni,
alesporn ¢éstecné v tom, Ze se ze zadanych parametrii spocitala néjaka délka (typicky jako fe-
Seni néjaké kvadratické rovnice) a o té se ukdzalo, ze 1ze zkonstruovat. T¥i Fesitelé postupovali
podle znaéné neelegantni konstrukce z knihy J. Svréek, J. Vanzura, Geometrie trojihelnika
(ptiznal to v8ak pouze jeden z nich) a vyslouzili si zdporné imaginarni body. VSechny pokusy
o Cisté syntetické reSeni byly chybné.

Casté chyba v FeSenich spoé¢ivala v tom, ze mnohdy fesitel jenom odvodil nutné podminky
pro délky stran, z nich tyto strany dopocital a prohlasil, ze je lze zkonstruovat. V nékterych
feSenich ale viibec nebylo jasné, ze takovéto délky stran jsou skutecné feSenim a zda vibec
néjaké reseni existuje. Podobné s diskusi poc¢tu feSeni se néktefi fesitelé moc netrapili. Nestaci
jen napsat, ze uloha mé (napft.) 17 FeSeni, ostatné na konkrétni ¢iselné hodnoté zalezi daleko
méné nez na myslenkach k ni vedoucich, a ty by v uplném feSeni nemély chybét.

Za uvedené nedostatky jsem body nestrhaval, pokud $ly do feSeni snadno doplnit; v né-
kterych feSenich ale byly nedostatky dosti zavazné.

7. aloha
Necht je dan rovnostranny trojahelnik ABC' s vyskou délky 1 a pfimka p prochazejici bodem
C rovnobézna s AB. Kruznice k se stfedem na pfimce p a polomérem 1 protinad usecky AC



a BC po tadé v bodech K a L. Urcete délku tsecky KL v zavislosti na poloze stfedu kruznice

k.

Oznad¢me si S stied kruznice k. Poznamenejme, Ze ze zadéni plyne |SC| < 1 (v opa¢ném
piipadé by kruZnice k neprotla obé usecky AC a BC). Ozna¢me si K’ priseéik primky
BC s kruZnici k rtizny od L. Ze symetrie je zfejmé, %e body K a K’ jsou osové sou-
mérné podle piimky p. Trojuhelnik K K’C je tedy rovnoramenny se zédkladnou K K'. Jelikoz
|[<KCK'| = 120°, je |[<KK'L| = 30°. Obvodovy thel piislusny t&tivé KL m4 tedy velikost
30°, stiedovy thel je dvojnasobny. Dostavame |<{KSL| = 60° a vidime, Ze trojihelnik KSL
je rovnostranny. Je tedy zfejmé |K L| = 1 nezavisle na poloze stfedu S na p¥imce p.

Poznamky opravovatele:

8. dloha

Necht je dan trojihelnik ABC a kruznice se stfedem O, ktera prochazi body A, C a protina
tsecky AB a BC' po fadé v ruznych bodech K a N. Necht se kruznice opsané trojuhelnikiim
ABC a KBN protinaji v riznych bodech B a M. Dokazte, ze ithel <OM B je pravy.

'V nasem feseni vyuzijeme vétu o obvodovych tthlech pro orientované thly, vyhneme se tak

rozumét thel, o ktery je nutno otoéit p v kladném sméru (tj. proti sméru hodinovych rucicek),
aby splynula s ¢ (pro rovnobézky definujeme tento thel nulovy). Potom plati tato orientovana
verze véty o obvodovém tuhlu:

Véta. Bod X # A,C lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC pravé tehdy, kdyz plati
(AX,XC)=(AB,BC).

Diikaz je snadnym vyuzitim véty o (neorientovaném) obvodovém tihlu a rozebrédnim moz-
nych poloh bodu X. Dale si uvédomme platnost tvrzeni (p,q) = —(¢,p) (mod 7) a také
(a,b) = (a,c) + (¢,b) (mod 7).

Nyni jiz k nasi tloze. VSechny orientované uhly budeme pocitat modulo thel 7. Oznacme
si R # K pruse¢ik kruznice opsané AKNC a pfimky KM (je-li KM te¢na, bud R = K)
aa = (BA, AC). Pii odvozovani rovnosti thld budeme pouzivat kruznice opsané ABC, AKC
a KBN (nakreslete si obrazek). Dostavame

(KM,MB) = (KN,NB) = (KN, NC) = (KA, AC) = (BA, AC) = a, 1)
(BM,MC) = (BA,AC) = a. (2)
S vyuzitim (1) a (2) dostaneme
(CM,MR) = (CM, MK) = (CM, MB) + (MB, KM) =
= —(BM, MC) — (KM, MB) = —2a, (3)
(MR, RC) = (KR, RC) = (KA, AC) = (BA, AC) = a. (4)



Zde by mohl byt problém s K = R, potom by (KR, RC) nemélo smysl. OvSem K =
R znamend, ze KM je te¢na ke kruznici opsané AKNC, v tom pfipadé lze pouzit vétu
o usekovém tuhlu, ktera plati i pro orientované uhly.

S vyuzitim (1) a (4) je

(BM,CR) = (BM,MR) + (MR, RC) = (BM, MK) + (MR, RC) =

= (MR,RC) — (KM, MB) =0, (5)

tedy BM a CR jsou rovnobézky. Nakonec pomoci (3) a (4) mame
(RC,CM) = (RC, MR) + (MR,CM) = —(MR, RC) — (CM, MR) = c. (6)

Nyni vidime, ze (RC,CM) = (MR, RC), tedy trojuhelnik CMR je rovnoramenny se
zédkladnou CR (thly (RC,CM) a (MR, RC) jsou bud oba vnitini nebo oba vnéjsi, pfimka
RC je jednou otacena a jednou je na ni otaceno). Body O a M tedy oba lezi na ose usecky
RC. Ptimka OM je tedy specidlné kolma na zdkladnu C'R. Jelikoz RC || BM, dostavame, Ze
pfimky OM a M B jsou kolmé, coz jsme méli dokazat.

Poznamky opravovatele:

9. tloha

Necht je pevné dan trojuhelnik ABC. Uvnitt strany AB uvazujme bod D. Pricka C'D déli
trojuhelnik ABC na trojahelniky ACD a BC'D. Obéma vepiSeme kruznici a sestrojime dru-
hou spoleénou vnitini teénu téchto kruznic, kterd protne pricku CD v bodé E. Jaka je
mnozina vSech takto ziskanych bodi E, probiha-li bod D vnitini body usecky AB?

Doporucuji si pfi cteni kreslit obrazek. Nejprve si pfipomenme nékterd znamé tvrzeni
o0 bodech dotyku kruznice ptipsané ¢i opsané. Ozna¢me Ag, Bg, Co body dotyku kruznice
vepsané trojuhelniku ABC s pfimkami BC, CA, AB, dale A, By, C) body dotyku kruznice
pfipsané (ke strané BC) s pfimkami BC, CA, AB, a, b, ¢ délky stran trojuhelniku ABC, Sp
a Sp stfedy kruznic vepsané a pfipsané ke strané BC' a nechf s = a+b+c

Ze shodnosti trojuhelniktt ACSp a ABoSp (maji shodné ahly a spolecnou pfeponu) dosté-
vame |ACo| = |ABy|, tuto vzdalenost ozna¢me z1. Analogicky mtzeme oznaéit vzdélenosti
z2 = |BAo| = |BCol|, z3 = |CAo| = |CBo|, y1 = |[ACp| = |ABy|, y2 = |BCp| = |BAy|,

3 = |CAp| = |CBp|. Dostavame vztahy

r1=8—a, ra=8—b, xr3=5—¢,

Y1 =38, y2=s—c¢, y3 =s—b. ©)

Nyni jiz k samotné tloze. Pfezna¢me si Cp na P. Nejdfive popiSeme hledanou mnozinu
bodiu a ukazeme, ze kazdy bod E na ni nutné lezi, a potom dokézeme, ze kazdy bod této
mnoziny je prusecikem odpovidajicich tecen pro vhodnou volbu bodu D.



(¢) Bud tedy D vnitinim bodem tse¢ky AB. Dale bud k kruznice vepsand ADC' a [ kruznice
vepsand BDC'. Druhd vnitfni te¢na jisté protind tiseCku AB, ozna¢me si X tento prusecik.
Dokazeme, ze X = P. RozliSime dva pfipady:

e Pokud D = P, chceme vlastné dokazat, ze existuje jedina vnitini te¢na kruznic k a [, tedy
ze kruznice k a | se dotykaji pfimky CD v témze bodé. Ozna¢me U, resp. V bod dotyku
kruznice k, resp. [ s pfimkou CD. Podle (¥) snadno spocteme

1

|PU| = S (IAP| +|CP| - |ACY)),
1

|PV] = S (BP|+|CP| ~|BC)).

Podle téhoz vzorecku spocteme |AP| = %(|AB| + |AC| —|BCJ) a |BP| = %(\AB| + |BC| —
|AC|). Dosadime-li za |AP| a |BP| vyse, zjistime, ze |PU| = |PV|, tedy U = V, coZ jsme
chtéli dokéazat.

e Necht D # P. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze bod X nélezi tseéce AD
(v opa¢ném pripadé prezna¢ime body A a B). Ozna¢me si m kruZnici pfipsanou trojuhelniku
EDX ke strangé DX. Necht Kj, L1, M1, N jsou body dotyku kruZnice k po fadé s pfimkami
AX, XE, EC, CA, necht Ka, La, M2, N2 jsou body dotyku kruznice [ po fadé s pfimkami
DB, BC, XE, ED a necht K3, L3, M3 jsou body dotyku kruznice m po fadé s pfimkami
XD, DE, EX. Potom podle (©) mizeme oznacit

p=|K1X|=|L1X|=|M3E| = |L3E| = [N2D| = |K2D|,
q=|K3X|=|MsX|=|L1E| = |M1E]|,

r= ‘K3D| = |L3D| = |N2E| = |M2E‘,

s=|K1A| = |N1A|, t = [M1C| = [N1C|, u = |K2B| = |L2 B,

navic z trojuhelnika BDC méme |CLa| = |CNa| =t +q+ 7.
K dtikazu X = P stac¢i dokdzat |AP| = |[AX]. OvSem

—a+b+c  —(|CL2|+ |BL2|) + (|N1C| + | N1 AJ)

|AP| = 5 = 5 +
4 AL+ KX+ [KsX] + [KsD| + [Ko D] + [Ko Bl)
2
_ —(H+g+r+u)+E+s)+(s+prqgtr+ptu)
2

=s+p=|AK:i| + |[Ki X| = |AX]|.
Dokazali jsme tedy i v druhém ptipadé€, ze X = P.

Predpokladejme na chvili, ze bod D lezi uvnitf tsecky BP. Protoze ¢tyfuhelnik APEC
je te¢novy, plati |AP| + |EC| = |AC| + |EP|, tedy

\CE| - |EP| = |AC| — |AP| = b — (_“+2b+c> - “*;_C,



coz je konstanta nezavisla na poloze bodu D. Ctenai se snadno presvédéi, ze i v pripadé
D = P a v pripadé, kdy bod D lezi uvnitt usecky AP, vyjde tentyz vysledek.

Bod E tedy nalezi hyperbole s ohnisky C' a P. Protoze je %b_c > 0, lezi E na ramenu
blize ohnisku P. Navic |CA|—|AP| = |CB|—|BP| = %’H, takze zminéné rameno hyperboly
protinad pfimku AB pravé v bodech A a B. Protoze E lezi uvnitt trojuhelniku ABC| nélezi E
¢asti hyperboly ,mezi“ body A a B. Navic nevyhovuji body A a B. V ptipadé D = P existuje
pouze jedna vnitini te¢na kruznic k a l (tyto kruznice se vzajemné dotykaji). Domluvime-li
se, ze v tomto pripadé budeme za bod E povazovat dotykovy bod obou kruznic, bude také
lezet na popsané ¢asti hyperboly.

(i1) Zbyva nam ukazat, ze kazdy bod pravé popsané ¢asti ramena hyperboly ,mezi“ body A
a B lze dostat jako bod E pro vhodnou volbu bodu D uvnitf tse¢ky AB. To je ale témér
zfejmé. Vezméme tedy libovolny bod F' lezici na popsané ¢asti hyperboly. P¥imka C'F' protina
tse¢ku AB ve vnitfnim bodé; ozna¢me ho D. Pro tento bod D musi pfislusny bod E lezet
zaroven na primce C'D a na popsané ¢asti hyperboly. Pfimka C'D ale popsanou ¢ast hyperboly
ziejmé protinad v pravé jednom bodé, a to v bodé F. Je tedy nutné F' = E. Pro libovolny
bod F' popsané ¢asti hyperboly jsme nasli pfislusny bod D uvnitf usecky AB. Tim je tedy
uloha vyftesSena.

Poznamky opravovatele: Prilis feSeni této tlohy se mi do rukou nedostalo. To svéd¢i o tom,
ze uloha byla obtizna. Bez problému si s ni poradili pouze Katka Quittnerovda a Martin
Tancer. Jaroslav Hajek spravné dokazal, ze vSechny body T lezi na prislusné hyperbole, ale
uz nepopsal, které body této hyperboly to jsou. Nikdo jiny nez tito tii ode mé body nedostal
=(.



