Povidani k Sesté sérii

Pripomeneme si zde né€kolik pojmi, které se Ti mohou pii feSeni tloh této série hodit.
Polynomem rozumime libovolnou funkeci p(z) proménné z tvaru

p(z) = anz™ + an—12" "1 + - + a1z + ao,

kde n je celé nezdporné éislo a ag,a1, ...,an jsou koeficienty, an, # 0 (navic pfipoustime
téz ptipad p(z) = 0). Koeficienty jsou vétsinou realna (ptipadné komplexni) ¢isla. Cislo
n nazyvame stupném polynomu p(z). Plati zakladni véta:

Véta. Necht p(z) je nenulovy polynom stupné n > 1. Pak existuje alesporl jedno Feseni
rovnice

p(z) =0
v oboru komplexnich ¢isel. Navic existuje posloupnost z1,x2, ...,Tn (ne nutné riznych)
komplexnich ¢isel (az na poradi je jednoznacné uréend) takovych, ze

p(x) = an(x —z1)(z — x2) - - (T — Zn).

Tuto rovnost je nutno chapat nejen jako rovnost dvou funkci, na pravé a levé strané budou
po rozndsobeni polynomy se stejnymi koeficienty u jednotlivych mocnin x.

Cisla x1, 2, ..., T, z predchozi véty se nazyvaji koreny polynomu p(z) (presvécte se, ze
pravé &isla 1,2, ...,y fesi rovnici p(z) = 0).! Jako diisledek dostavdme znamé Vietovy
vztahy:

an—1
- =z1+z2+ -+ Tn,
Qn
An—2
=x1x2 + 123+ -+ Tpn—1Tn,
Qn
a
(71)"—0 =212 Tn.
Qn

Nyni se budeme trochu vénovat tzv. symetrickgm polynomiim.? Polynom vice proménnych

p(x1,22, ...,Tn) nazveme symetrickym, pokud se nezméni pfi zdméné potradi proménnych.
Tedy je-li 7 libovolna permutace cisel 1,2, ..., n, pak plati
P(Tr(1)s Tr(2)s -+ 1 Tr(n)) = P(T1, T2, ..., Tn).

1Poznamenejme snadny disledek, ze pro kazdy polynom p stupné n existuje nejvyse n
(rtiznych) Feseni rovnice p(z) = 0.

2Jde vsak jen o velmi struény uvod. Pokud se chces o symetrickych polynomech dozvédét
vice, zkus nahlédnout napi. do knizecky Alois Kufner: Symetrické funkce, Skola mladych
matematika 52, Mlada Fronta, Praha 1982.



Napt. funkce dvou proménnych q(z,y) = z + y + 3zy + 223 + 2y3 je symetricky polynom.
Uvazujme nyni symetrické polynomy n proménnych a oznaéme

s1=x1+x2+ -+ Tn,

S2 =T1T2 +T1Z3 +  + Tpn—1Tn,

Sn = T1T2 T
takzvané elementdrni symetrické polynomy. Ozna¢me dale

v =21+ T2+ + Tn,

2, .2 2
vz =21+ T3+ 0+ Ty,

vp =2l +axy + -+,

Pak plati nasledujici véta o symetrickych polynomech:

Véta. Necht p je symetricky polynom v proménnych x1,x2, ..., Tn. Pak existuje jednoznacné
uréeny polynom n proménnych r takovy, ze plati®

p(z1,z2, ..., xn) =7(s1,82, ..., Sn).
Pozndamka: Stejnd véta zlstane v platnosti budeme-li psat misto polynomu si,s2, ...,Sn

polynomy v1,v2, ..., Un.
Na ukézku zde vyjadiime nas polynom ¢(z,y) dvou proménnych:

3 3
g(z,y) =z+y+3zy + 223 4+ 2y% = s1 + 3s2 +25? — 65152 = v1 + EU% — —vg —v% + 3vyve,

2
kde
s1=z+vYy,
s2 = 2V,
V1 =T+ Y,

vy = z2 +y2.

Platnost téchto vztahu si laskavy ¢tenar ovéfi pfimym roznasobenim.

3Véta netvrdi nic jiného, nez ze kazdy symetricky polynom lze pravé jednim zptisobem
vyjadrit pomoci elementarnich symetrickych polynomdu, s¢itani a nasobeni.



6. série
Téma: Polynomy

Termin odeslani: 11. BREZNA 2002

1. ULOHA (3 BODY)
Najdéte vSechny polynomy P(z) s celoéiselnymi koeficienty takové, ze

P(1) = 2001 a P(2001) = 2002.

2. ULOHA (3 BODY)
Pro kterd a € R existuje pravé jeden polynom P(z) spliwjici P(x)?+222P(z) = 8z* +ax?+1
pro vSechna x € N7

3. ULOHA (3 BODY)
Najdéte vSechny polynomy P(z) spliiujici rovnici

(22 4 2002z 4 2001) P(z — 3) = (22 + 4z + 3) P(z + 3).

4. ULOHA (5 BODU)
Méjme pravidelny n-thelnik vepsany jednotkové kruznici. Urcete hodnotu souc¢inu vzdéalenosti
jednoho vrcholu od ostatnich.

5. ULOHA (5 BODU)
Bud P(z) = anz™ + an_12" 1 4+ - 4+ ag a Qx) = b1zt 4+ byz™ + -+ + bo, pFidemz
plati Q(z) = (z — r)P(x) pro né&jaké r € R. Oznatme a = max(|ag|, ...,|an|) a b =
max(|bol, ... ,|bn+1]). Dokazte, Ze plati nerovnost ¢ <n +1.

6. ULOHA (5 BODU)

Koeficienty polynomu P(z) jsou celd ¢isla. Pro kazdé pfirozené éislo n oznacme an soulet
cifer v desitkovém zapisu éisla P(n). Dokazte, ze existuje ¢islo, které se v posloupnosti a1,
a2, ... vyskytuje nekonecnékrat.

7. ULOHA (5 BODU)
Najdéte nejvétsi konstantu k € R takovou, ze k libovolnému polynomu P(z) s komplexnimi
koeficienty najdeme z € C, |z| < 1, ze |P(z) — z| > k.



8. ULOHA (5 BODU)
Bud P(z) polynom s komplexnimi koeficienty stupné n takovy, ze |P(z)| < 1 pro kazdé
komplexni &islo |z| < 1. Dokazte, ze |P(2)| < 4™.

Reseni 6. série

1. dloha
Najdéte vSechny polynomy P(z) s celo¢iselnymi koeficienty takové, ze
P(1) = 2001 a P(2001) = 2002.

n .
Necht P(z) = > a;x*, kde a; € Z pro 1 < i < n. Podle zaddni mé tedy platit
=0

n
1) =) a;1" = 2001,
i=0

n
P(2001) = a;2001° = 2002.
=0

Odectenim dostaneme

n
1 = 2002 — 2001 = P(2001) — P(1) = Zaﬂoov = ailt=

n n 1—1 1—1
= ai(2001" —17) = Y " a;(2001 — 1) Y 2001717177 = 20002% > 20017,
i=0 1=0 j=0 1=0 j=0

Protoze koeficienty polynomu jsou cela ¢isla, mame na pravé strané cislo délitelné 2000 a to
ma byt rovno 1. To je ovSem spor, a proto zadny polynom vyhovujici zadani neexistuje.

2. tloha
Pro kterd a € R existuje pravé jeden polynom P(z) spliwjici P(z)?+222P(z) = 82* +ax?+1
pro vSechna x € N7

Nejdfive si uvédomime, Ze rovnaji-li se dva polynomy U(z) a V(z) pro kazdé = € N,
maji uz nutné stejné koeficienty. Skuteénte, kdyby tomu tak nebylo, pak polynom W(z) =
U(z) — V(x) by mél alespont jeden nenulovy koeficient a tudiz podle véty v uvodu k této sérii



ma nejvyse n kofend, kde n je stupeii polynomu W (z). My v8ak vime, ze W (z) = 0, kdykoliv
x je prirozené &islo. Nasli jsme tedy nekoneéné mnoho riznych z, pro které W(z) =0 a to je
spor.

Nyni k tloze. Polynomy na obou straniach rovnosti maji tedy stejné koeficienty. P¥i po-
hledu na levou stranu rovnice se nabizi doplnéni na ¢tverec. Touto Gpravou dostavame rov-
nici (P(z) + 22)? = 92* + a2? + 1. Vznikly vyraz napravo musi byt tedy mocninou poly-
nomu a protoze je tento polynomem c¢tvrtého stupné, jeho odmocnina bude polynom druhého
stupng. Hledame tedy polynom Q(z) = az? + bx + c takovy, ze Q(x)? = 9z* + az? + 1 pro
néjaké a € R. Je tedy

92% + 023 + az? + 0z + 1 = Q)% = a?z? + 2aba® + (b2 + 2ac)x? + 2bex + 2.

Z toho vidime, ze a € {3,—3} a ¢ € {1,—1}, z ¢ehoz dale (kvuli koeficientu u z) b = 0.
Nabizeji se nam tedy ¢tyfi polynomy podle znamének u koeficientt a a c. Nyni si vSimnéme,
%e pro danou dvojici a, ¢ (b je vzdy 0) je a = 2ac a P(x) = Q(x) — 22. Kombinaci moznosti
pro a a ¢ dostaneme dvakrat o = 6 a dvakrat o = —6, pricemz pro kazdou kombinaci zjevné
dostaneme jiny polynom P(z). Z toho plyne, Ze pro libovolné o € R bud neexistuje zadny
polynom spliiujici rovnici ze zadani, nebo existuji pravé dva polynomy spliiujici tuto rovnost.
Proto neexistuje zadné « realné vyhovujici zadani.

Poznamky opravovatele: Témér vsichni fesitelé opomijeli zduvodnit, ze pokud se dva po-
lynomy rovnaji pro kazdé x € N, pak maji stejné koeficienty. Body jsem za to nestrhaval.
Neékteri se snazili tlohu Fesit jako kvadratickou rovnici pro P(x), vétsinou si vSak neuvédomili,
ze FeSeni pak vubec nemusi byt polynomem.

3. uloha
Najdéte vSechny polynomy P(z) spliiujici rovnici

(22 4 20022 4 2001)P(z — 3) = (22 + 4z + 3)P(x + 3).

Ulohu jisté fesi polynom P(z) = 0, z dal$ich ivah ho vylou¢ime. Maji-li se rovnat poly-
nomy na obou stranach, musi se rovnat také soubory? jejich kofentl. Rovnost si proto (pro
P(z) stupné n) muzeme piepsat jako
a(z+1)(z+2001)(x —3—z1) - (x—3—an) =alz+1)(z+3)(x+3—2x1) - (+ 3 —zn),
kde z; jsou kofeny polynomu P(z) a a # 0 je redlné ¢islo. Nasledujici soubory kofenil jsou

tedy totozné:
A=(-1,-2001,34+z1, ...,3 4+ zn),

B=(-1,-3,-34=z1, ...,=3+zy).

4V souboru se oproti mnoziné mohou prvky opakovat.



Pokud je A = B, musi byt jisté

n n
~1-2001+ > (B+w;)=-1-3+ (=3 +).

i=1 =1

Z toho po drobnych upravach dostaneme 6n = 1998, a tedy n = 333. Proto pokud néjaky
polynom vyhovuje zadani, je stupné 333. Nyni postupujme takto. V B se vyskytuje —3, musi
se tedy vyskytovat i v A. BUNO necht je timto ¢lenem 3+z1, tedy 1 = —6. Nyni jsme oviem
v B dostali ¢len —3 — 6 = —9, ktery se musi vyskytovat i v A. BUNO je to ¢len 3 + 2, tedy
zr2 = —12. Timto postupem dostaneme, ze z; = —67 pro 1 < ¢ < n. V poslednim kroku tak
vyjde, ze x333 = —1998 a tudiz v B je ¢len —3 4 x333 = —2001. Tento by mél tedy byt i v A.
Ale tam je, tudiz soubory A a B jsou opravdu totozné a nasli jsme jeden hledany polynom.
Tento polynom vsak jeSté mize byt vynasoben libovolnym redlnym cislem a. Pfipustime-li
i a =0, dostavame, Ze vSechna FeSeni jsou tvaru P(z) = a(z + 6)(z + 12) - - - (z + 1998), kde
a probihd redlna déisla.

Poznamky opravovatele: Doslych feseni nebylo mnoho. Ta, kterd se podobala autorskému,

byla vétSinou spravna — az na vyjimky, kdy feSitelé nachézeli stdle o 6 mensi kofeny, nechali

se tim ukolébat a prohlasili, ze pro kazdé a € Z je P(6a) = 0. To ale ze zadani nevyplyva:

kdyz do

(z+1)(z+2001)P(x —3) = (z+ 1)(z + 3)P(z + 3)

dosadite = —2001 nebo = —3, budou na obou stranéch nuly, ale nic o hodnoté P(—2004)
n .

nebo P(0) z toho nezjistite. N&ktefi fesitelé se pokusili polynom P vyjadfit jako > a;z?,

=0

misto = dosadili (z —3) a (z + 3), napsali binomické rozvoje a porovnavali koeficienty na levé

a pravé strané. To byla ovSem cesta zk4zy, nebot ve zméti pismenek se vSichni zamotali a po

zakonité chybé dosli ke sporu.

4. aloha
Méjme pravidelny n-uhelnik vepsany jednotkové kruznici. Urcéete hodnotu sou¢inu vzdéalenosti
jednoho vrcholu od ostatnich.

Umistéme si n-thelnik do soustavy soufadnic tak, aby stfed kruznice jemu opsané lezel
v pocatku a jeden vrchol lezel v bodé 1. Snadno vidime, Ze vrcholy lze interpretovat jako

komplexni ¢isla Ao, A1,...,Ap—1 v Gaussové rovin€, kde
2mik
AL =€ n

Pro lepsi predstavu poznamenejme, Ze tato po dvou rizna ¢isla jsou vSechna fesenim rovnice
2™ = 1, neboli kofenem polynomu p(z) = 2™ — 1. Mame tedy rovnost

az=do) (@ —=A1) - (Z=Ap_1) =2 —1=(z—D(" 1 +2"24+... 4 241),



pro néjaké a # 0. Srovname-li koeficient napf. u mocniny z", zjistime, ze a = 1. Oba
polynomy lze vydélit kofenovym ¢initelem z — 1 (je Ag = 1) a dostavame

(=) (x—X2) (@ —Ap_1) = (2" L4224 42 41).

Soucin vzdélenosti vrcholu A\g = 1 od ostatnich tedy mizeme dostat tak, ze do posledni
rovnosti (pfiddme-li absolutni hodnoty) dosadime z = Ao = 1. Dostavame

[Ao = A1l Ao = A2l Ao = An—1| = [T = A)(1 = A2) -+ (1 = Ap—1)| =
=" t41n 24 41t 41 = n|=n.

Hledany soucin vzdalenosti je tedy n.

Poznamky opravovatele: Polovina Feitelti spravné nepochopila zadani. Ukolem bylo vypo-
éitat hodnotu soudinu, takze jsem dlouhy soudin plny sintt nemohl povazovat za spravny
vysledek. Par fesitelim, ktefi zadani spravné pochopili, ale hodnotu souc¢inu obecné nedoké-
zali, jsem dal alespon jeden bod.

5. iloha

Bud P(z) = anx™ + an_12"" 1 4+ .- 4+ ag a Qx) = b1zt 4+ byx™ + - + bo, pFicemz
plati Q(z) = (z — r)P(x) pro néjaké r € R. Oznatme a = max(|ao|, ...,|an|) a b =
max(|bol, ... ,|bnt1]). Dokazte, Ze plati nerovnost ¢ <n+1.

Ze zadéani plyne rovnost b; = —ra; +a;—1, 1 =0,1,2, ..., n, pficemz definujeme ap+1 =
a—1 =0. Necht k € {0,1,2, ...,n} je index, pro néjz |ax| = a. Pfedpokladejme pro spor, ze

b< nil' Pak proi=0,1,2, ...,n plati:

‘bl‘ < — = \ai_l —rai| < ‘akl

a
. 1
n+1 n+1 )

Rozlisime nékolik pfipadu:
i) |r| > 1: podle (1) musi pro ¢ =0,1,2, ..., n platit
p p p
|ak|

lak|
aj—1| > |r||a;| — > lai| —
jaimal > Irflas] = 2 > fay] - 2L

)

coz upravime na

lak|
Iai|f|a¢_1|<n+1‘ (2

Seéteme-li nerovnost (2) pro i =0,1,2, ..., k, dostaneme

(k + Dlak|

<la
o] < la|

lag| = |ag| = la—1] <



<n+1

(vyuzili jsme toho, Ze k < n), coz je spor. V tomto ptipadé jsme tedy dokazali § <
(#) 0 < |r| < 1: Postupujeme podobné jako v prvnim p¥fipadé. Podle (1) pro: =10,1,2, ...,n

lag|

plati |r||ai| > |ai—1| — i1~ Soucasné la;| > |r||ai|, takze dostaneme
||
a;—1| — < 3
Jai| = fas] < A2 3
Seéteme-li nerovnost (3) proi=k+ 1,k +2, ...,n+ 1, dostaneme
(n+1—k)|ay|
lak| = lak| = lant1]| < < lagl
n+1

(vyuzili jsme toho, ze k > 0), coz je spor. I v tomto ptipadé jsme tedy dokazah <n+1.
(i23) Pokud r = 0, je zfejmé a = b, a tedy <n+1iv tomto poslednim prlpade

6. tloha

Koeficienty polynomu P(z) jsou cela ¢isla. Pro kazdé pfirozené éislo n oznaéme a, soudet
cifer v desitkovém zapisu éisla P(n). Dokazte, ze existuje ¢islo, které se v posloupnosti a1,
a2, ... vyskytuje nekone¢nékrat.

Predpokladejme nejdiive, ze vSechna ¢isla co, c1, . . . , cn jsou nezdpornd. Oznaéme P(z) =
n .
>~ ciz® a p pocet cifer ¢isla ¢; s nejvétsi absolutni hodnotou, zbyvajici koeficienty maji pocet
i=0
cifer jisté nejvyse roven p. Uvazujme nyni = tvaru 10%, kde k > p. Je

Plz)=> e (10%)" = (- (cn - 10¥ + cp1) - 10F + c2) --+) - 10 + co.
=0

Podivejme se podrobnéji, jak P(z) vznikd. Za¢neme s ¢y, v kazdém kroku stévajici ¢islo
vynésobime 10%, ¢imz dostaneme &islo, které konéi na vice nul, nez je pocet cifer koeficientu,
ktery nasledné pfi¢itame. Z toho vidime, ze pro kazdé 10*, k > p, vypada P(z) tak, ze jsou
za sebou napsany koeficienty c¢p, ¢n—1, az co oddélené skupinami nul, proto tedy jisté bude
n

aqok = . bs, kde b; znadi ciferny soucet koeficientu ¢; pro 0 < i < n. Vidime, Ze toto
¢islo nez:-iv(i)si na k. Protoze prirozenych cisel vétsich nez p je nekonec¢né mnoho, nasli jsme
nekone¢né mnoho ¢lenti posloupnosti a,, se stejnou hodnotou.

Jsou-li vSechny koeficienty c¢; nekladné, mizeme polynom vynasobit Cislem —1 a feSeni
zustava v platnosti — ciferné soucty se neméni. Problém néastava, pokud mame jak kladné,
tak zaporné koeficienty. Necht tedy BUNO ¢, > 0 (mtizeme nasobit —1). Uvazujme polynom
P(y + k) proménné y, kde k je pfirozené &islo. Pokud najdeme vhodné ¢&islo k, pro které
bude mit polynom P(y + k) vSechny koeficienty nezaporné, dokonéime jiz diikaz stejné, jako
v prvnim piipadé. Zkoumejme tedy koeficient a; u y¢. Je

Ply+k)=ca(y+k)"+cn1(y+k)" "1+ +e(y+k)+co.



Roznasobime-li nyni zavorky podle binomické véty a sloucime ¢leny se stejnou mocninou u y,

n—i T
dostaneme P(y + k) = any™ + -+ + a1y + ao, kde a; = > ciyj;k? (HJTJ).
=0
Vidime, ze v kazdém c¢lenu a; se nam k vyskytuje v nejvyssi mocniné u koeficientu cp,
coz je kladné ¢islo. Pokud tedy zvolime dostatecné velké k, bude tento ¢len mnohem vétsi
nez ostatni, které dohromady tvoii a;, a tedy a; bude kladné ¢islo pro vSechna 0 < i < n.
Dostaneme tedy polynom s kladnymi koeficienty a na ten uz miZeme pouzit ptivodni postup.

Pozndmka. Jiny zpusob, jak lze najit vhodné ¢islo k je nésledujici. Neni tézké dokazat (napft.
pomoci Vietovych vztaht), ze ma-li kazdy (komplexni) kofen polynomu Q s realnymi koefici-
enty zapornou realnou ¢ast, pak jiz ma polynom @ nutné vsechny koeficienty kladné. V nasem
pripadé tedy staci volit k € N vétsi, nez je maximum z redlnych ¢asti polynomu P. Polynom
P(y + k) pak bude mit pozadovanou vlastnost.

Poznamky opravovatele: Prislo iba 7 rieSeni, z ktorych boli 3 spravne. Vo zvysnych 4 po-
zabudli, ze podla zadania maju uvazovat celoc¢iselné polynémy a uvazovali iba prirodzené
koeficienty, pre ktoré je loha trividlna. Myslienka spravnych rieSeni bola posunttf premennt
polynému tak, aby jeho koeficienty boli kladné. Tot vsjo.

7.uloha
Najdéte nejvétsi konstantu k € R takovou, ze k libovolnému polynomu P(z) s komplexnimi
koeficienty najdeme z € C, |z| < 1, ze |P(z) — z| > k.

Ukéazeme si zde dvé ponékud odlisnd feSeni, jedno autorské s geometrickou myslenkou
a jedno ,podcitaci“, na jehoz myslenku pfiSel (jediny tspésny) fesitel této tlohy.

Prvni feseni: Uvazujme nejprve polynom P(x) = 0. Jelikoz pro kazdé z z jednotkového kruhu
plati |P(z) —z| = | — 2| < 1, dostavame k < 1.

Ukazeme, Ze k = 1. Staci ukazat, Ze pro kazdy polynom P existuje z € C, |z| < 1, tak, ze
P(z) —%z > 1 (my dokonce vzdy najdeme z z jednotkové kruznice). Pro spor predpokladejme,
ze mame takovy P, pro ktery ono z neexistuje. Pak P urcité nema zadny kofen zg z jednotkové
kruznice (kdyby tomu tak bylo, pak by |P(z0) —Z0| = | —Zo| = 1, coZ nelze). Polozme z = €*¢,
pak Z = e~ a protoze pro viechna ¢ probihajici interval (0, 27) je |P(e!¥) —e~%?| < 1, musi
P(e**) ob&hnout nulu ve sméru hodinovych rucicek (nakreslete si obrazek). To tedy znamena,
e funkce fp : ¢ > arg P(e*®?) klesne na intervalu (0, 27) o 27. Nyni ukdzeme indukci podle
stupné n polynomu P, Ze zaddny polynom P s kofeny mimo jednotkovou kruZnici s takovou
vlastnosti funkce fp neexistuje. Ukdzeme, ze prirustek funkce fp je vzdy nezaporny.

Je-li P nenulovy konstantni polynom, pak P(e*¥), ¢ € (0,27) je konstantni, argument
se tedy neméni. V p¥ipadé polynomu P(z) = c(x — xo) vyraz P(e!¥) probihd kruznici se
stfedem v bodé xp a polomérem 1 proti sméru hodinovych rucicek. Tato kruznice obéhne
0 (v kladném smyslu) pravé tehdy, kdyz |zo| < 1. Kazdopadné fp se bud nezméni, nebo
stoupne o 27. Prirtstek fp je tedy nezaporny.

Necht tedy pro polynomy stupné k tvrzeni plati, uvazujme polynom stupné k+1. Oznaéme
si jej Q(zx), vezméme si jeden jeho kofen a dostavame Q(z) = (z—zo)P(x), kde P je polynom



stupné k. Jelikoz argument soucinu je totéz, co soucet argumentt, je jasné, ze fg = fp +
fe—=zq. Piiristek fg je tedy souctem piirtstkd fp a fz—z-

Piirastek fp je nezaporny diky indukénimu piedpokladu, piirtstek fz—., je bud 0 (pro
|zo| > 1) nebo 27 (pro |zg| < 1), jak jsme si uvédomili v prvnim indukénim kroku. Celkovy
piirtstek fg je tedy také nezdporny a tim je ditkaz hotov.

Poznamka: Vlastné jsme dokdzali, Ze pocet kofentt P(z) uvnitf jednotkového kruhu je roven
poétu obéhti kiivky P(e¥), ¢ € (0,27), kolem nuly proti sméru hodinovych rucicek.

Druhé feseni (upraveno podle Martina Tancera): Stejné jako v prvnim feSeni si uvédomime,
%e k < 1, a budeme ukazovat, ze k = 1. Necht P je libovolny polynom, ukazeme, Ze existuje
2z € C, |z| = 1 takové, ze |P(z) — Z| > 1. Definujme si ¢(t) = e, t € (0,27) a pro funkci

2
/ spojitou na jednotkové kruznici oznaéme (pro pohodlnost zépisu) [ f := [ f(e(t))dt.
o t=0
Odhadneme pro |z| = 1 ¢&islo |P(z) — z|2:
|P(2) = 2> = (P(2) = 2)(P(2) — 2) = |P(2)]” + |2 — 2P(2) = ZP(2) > 1 — zP(2) — zP(2).

Nyni si sta¢i uvédomit, ze pro m > 1 je®

2w 9
/ZmZ/QimtdtZ[ieimt]ﬂ :Liizo
m t=0 im  im ’
o t=0

a jelikoz vyraz zP(z) je jen souctem takovychto mocnin vynasobenych konstantou a zP(z)
je jeho komplexné sdruzenou hodnotou, dostavame

/zP(z) = /zP(z) =0.
o ]
Nyni jiz staci psat

/\P(z)_zP2/1_213(2)_%:/1:%.

o o

Dostali jsme, #e integral funkce |P(eit) — eit|2 pies interval délky 27 je vétsi nebo roven 2,
musi tedy existovat bod tg € (0, 27), pro ktery je tato funkce vétsi nebo rovna 1. Oznacime-li
si z = €0, dostavame |P(z) — z|? > 1, takze jsme nasli spravné z. Tim je dikaz hotov.

Poznamky opravovatele:

8. dloha
Bud P(z) polynom s komplexnimi koeficienty stupné n takovy, ze |P(z)| < 1 pro kazdé
komplexni ¢&islo |z| < 1. Dokazte, ze |P(2)| < 4™.

5Pozor, pro m = 0 to skuteéné neplati!



Jédro feseni spoéiva v tom, Ze hodnotu P(2) vyjadiime pomoci hodnot P v n+ 1 bodech
uvnité kruhu |z| < 1. Jak zndmo, polynom nejvyse n-tého stupné je jednozna¢né urcen
hodnotami v n + 1 raznych bodech. Duvod je ziejmy, rozdil dvou libovolnych polynomu
s uvazovanou vlastnosti nabyva nulové hodnoty v n + 1 riznych bodech, a je to tedy nutné
identickd nula (kdyby ne, byl by to polynom stupné nejvyse n a ten ma nejvyse n kofent).

Konstrukci provedeme nasledovné. Uvazme zg, ...,z po dvou ruzna ¢isla a ozna¢me

Qu@) = [ @-=j)=@-20) (&—zp1)(@—zk41) (& — 2n).

jefo, ... n}
J#k

Pak plati
Qk(ff
Z k))

nebotf polynomy na levé a pravé strané jsou stupné nejvyse n a shoduji se v n + 1 bodech
(konkrétné v bodech = = zg,z1,...,Zn.

Volme nyni zj jako vrcholy pravidelného (n + 1)-tthelniku vepsaného kruznici o polo-
méru r < 1 se stfedem v nule, jehoz jeden vrchol lezi na polopfimce z > 0 (kladna realna
poloosa).

Tyto body jsou kofeny polynomu z*+1 — r*+1 a tedy plati

n

a" et = T (@ = a5) = (2 — 2) Qi (2).

Jj=0

Pro x # xy, tedy plati Qi (z) = (z"+! — r"*+1)/(z — x},). Prostym roznasobenim se ovéii
n
$'n,+]. _ ,r,n+1 — xn+1 n+1 l‘ _ xk Z

a tedy nutné plati

Qu(@) = alay™

(zamyslete se pro¢, viz téz tloha 4). Specidlné Q(rx) = (n + 1)z}, z ¢ehoz déle |Q (zx)| =
(n+1)r™

Nyni jiz vime dost pro provedeni zavérecného odhadu. Postupné dostavame

2n+1 _ n+1

P(2)] = =

Pp(zg)| <

2n+1 _ ,rn+1 |Pk (Ik)‘ 2n+1 _ Tn+1
n—+1)re 2—zi| 2—r)rn
( ) | k

k=0



Prvni nerovnost plyne z tzv. trojuhelnikové nerovnosti pro komplexni cisla

n
o
k=1

n
<Dzl
k=1

Druhé nerovnost je diisledkem nerovnosti |P(zx)| < 1 a |2 — x| > 2 — r. Ovéfeni, Ze pro
vhodné r < 1 plati
2n+1 _ T,n+1

< 4"
2—=r)rm ’
je jiz snadné cviceni.
Navic si lze vSimnout, zZe odhad 4™ je pfili§ hruby, nasi metodou dostaneme nejlepsi odhad
pro r — 1, kdy dostavame
P(2) <2ntl 1.

Poznamky opravovatele: Spravné tlohu vytesil pouze Martin Tancer, jehoz feSeni jsme
po drobnych tpravach pouzili jako vzorové. Ostatni pokusy jiz zdarné nebyly, matematicka
indukce ani horni odhady pro polynomy k cili nevedly.



