Povidani k osmé sérii

Zavérecna, série je jiz tradiéné vyvrcholenim seminafe. Resitelé se v ni setkavaji s priklady,
z nichz kazdy je motivovan jednou z predchézejicich sérii. Tomu je uzpusoben i systém bodo-
vani. Kazd4 uloha sestava ze dvou c¢asti. Z nich prvni je jednodussi, je urCena resiteltim, kteri
doposud nemaji vétsi zkusenosti s feSenim obdobnych prikladi, jeji FeSeni je obcas dobrym
navodem pro feseni druhé casti. Ta pak obsahuje opravdovy orisek i pro spickové resitele. Za
¢ast (a) je mozno ziskat az dva body, za ¢ast (b) t¥i.

Pokud més pocit, Ze nékterému pojmu nebo znaceni v zadani nerozumis, pravdépodobné
se staci vratit k prislusné sérii. K reseni tloh vskutku nejsou potfeba zadné specidlnéjsi
znalosti.

3. serie
Téma: Finalni my$ (mas)

Termin odeslani: 13. KVETNA 2002

1. GLOHA

Uvazujme n pfimek v roviné. Tyto pfimky ndm rozdéli rovinu na nékolik oblasti. Do kazdé
oblasti napiseme ¢islo, které zna¢i pocet piimek, které danou oblast ohranicuji (tj. maji
s hranici dané oblasti spole¢nou né&jakou tsecku nebo polopfimku). Definujme &islo M jako
(a) soudet vSech ¢isel, kterd jsme napsali do oblasti. (2 BODY)
(b) soucet druhych mocnin v8ech &isel, ktera jsme napsali do oblasti. (3 BODY)
Dokazte, ze existuje konstanta ¢ > 0 nezavisld na n a na konkrétnim rozmisténi primek tak,
ze vzdy plati M < cn?.

2. ULOHA

Pro tcely tohoto prikladu si nejdfive zavedeme nékolik definic. Stromem budeme rozumét
mnozinu nékolika wvrcholi rozdélenych do nékolika wrovni. V nulté trovni se nachazi pouze
jediny vrchol, tzv. koren. Kazdy vrchol v, ktery se nenachézi v posledni trovni, je spojen
hranou s alespon jednim vrcholem z nasledujici arovné. Témto vrcholim fikdme potomci
vrcholu v, v se nazyva predek téchto vrcholti. Zadné dva vrcholy nemaji spoleéné potomky
a kazdy vrchol kromé kofene mé pravé jednoho predka. Vrcholy v posledni trovni (tj. ty
vrcholy, které nemaji zddného potomka) se nazyvaji listy stromu. Strom typu k" je strom
o n trovnich!, jehoz kazdy vrchol kromé listét ma pravé k potomkd (takovy strom mé ziejmé
k™ listt). Podstromem stromu T rozumime kazdy strom na né&jaké podmnoziné vrcholt 7',
ktery pouziva pouze hrany nachazejici se v T'.

ITim vlastné myslime n+1 trovni :-) — kofen se nachézi v nulté trovni a listy v n-té Grovni.



(a) Necht n a k jsou pfirozena &isla. Dokazte, ze kazdy strom typu 4", jehoz listy jsou
obarvené pomoci 3k barev, ma podstrom typu 2", jehoz listy jsou obarvené pomoci nejvyse
k rtznych barev. (2 BODY)
(b) Dokazte, ze pro kazdé k existuje n a strom typu 4™, jehoz listy lze obarvit 3k + 1 barvami
takovym zplisobem, Ze kazdy jeho podstrom typu 2™ ma listy obarvené alespon k41 barvami.

(3 BODY)
3. ULOHA
(a) Dokazte, ze pro kazdé x € R plati |sinz - sin 2z| < § (2 BODY)
(b) Dokazte, ze pro kazdé n € N a pro kazdé = € R plati
3 n
|sinz - sin 2z - sindx - - -sin 2" x| < (g) .
(3 BODY)

4. ULOHA

(a) Rozhodnéte, zda lze pro kazdé dva mnohothelniky A a B v roving, které maji stejny obsah,
rozfezat A pomoci nékolika pfimek a vzniklé dily preskladat (pomoci posouvani a otaceni)
tak, Zze vznikne B. (2 BODY)
(b) Rozhodnéte, zda lze pro kazdé dva konvexni mnohostény A a B v prostoru, které maji
stejny objem, roziezat A pomoci nékolika rovin a vzniklé dily pfreskladat (pomoci posouvani

a otaceni) tak, Ze vznikne B. (3 BODY)
5. ULOHA

(a) Zjistéte prvni nenulovou &slici za desetinnou ¢arkou &isla —+/36° + 39°. (2 BODY)
(b) Zjistéte 7 &islic pred a 7 &slic za desetinnou &arkou v &sle — v/77000 176000, (3 Bopy)
6. ULOHA

(a) Necht p je polynom s realnymi koeficienty stupné nejvyse n. Vyjadiete hodnotu p(n + 2),
znéte-1i hodnoty p(1),p(2), ...,p(n+1). (2 BODY)
(b) Dokazte, ze pro nekoneéné mnoho rtiznych pfirozenych &isel n existuje polynom p stupné
n s redlnymi koeficienty, jehoz hodnoty p(1),p(2), ...,p(n + 2) jsou po dvou rtzné mocniny
dvojky (s celoé¢iselnymi exponenty). (3 BODY)
7. ULOHA

Méame n minci a jedny rovnoramenné vahy.? Vime, ze mezi mincemi se vyskytuje pravé jedna
falesné. VSechny pravé mince maji stejnou hmotnost. Zjistéte, pro jaké maximalni n umime
falesnou minci najit, mame-li k dispozici k vazeni a vime-li, ze

2Ty funguji tak, ze kazdym vazenim pouze porovnaji hmotnosti minci na levé a na pravé
misce (mozné jsou tedy t¥i rtizné vysledky vazeni).



(a) falesnad mince je nepatrné lehé¢i nez prava. (2 BODY)
(b) hmotnost falesné mince se nepatrné lisi od hmotnosti pravé, nevime vsak, zda je falesnd
mince leh¢i ¢ tézsi. (3 BODY)

Reseni 8. série

1. dloha
Uvazujme n pfimek v roviné. Tyto pfimky nam rozdéli rovinu na nékolik oblasti. Do kazdé
oblasti napiSeme ¢éislo, které znaci pocet primek, které danou oblast ohrani¢uji (tj. maji
s hranici dané oblasti spole¢nou né&jakou tisecku nebo polopfimku). Definujme &islo M jako
(a) soucet vSech ¢isel, kterd jsme napsali do oblasti. (2 BODY)
(b) soucet druhych mocnin v8ech &isel, ktera jsme napsali do oblasti. (3 BODY)
Dokazte, ze existuje konstanta ¢ > 0 nezavisla na n a na konkrétnim rozmisténi primek
tak, ze vzdy plati M < cn?.

Nejdfive malou poznamku. V obou ¢astech feseni budeme bez ijmy na obecnosti pred-
pokladat, ze zadné dvé primky nejsou rovnobézné. Kdybychom néjaké dvé primky méli rov-
nobézné, malym pootocenim jedné z nich zajistime, ze nebudou rovnobézné a ze se celkovy
souCet M nezmensi. Laskavy Ctenaf si toto snadno rozmysli.

(a) Cést (a) samoziejmé plyne z ¢asti (b), kterou dokdZeme nize; lze viak dokdzat i jednodus-
$im postupem, na kterém si osvétlime zékladni myslenky. Uvazujme tedy situaci ze zadani.
Soudet M si také miizeme piedstavit jinak. Cislo v kazdé oblasti je rovno poétu tiseéek (resp.
polopfimek), které lezi na hranici dané oblasti. Kazda tsecka (resp. polopfimka) sousedi se
dvéma oblastmi, tedy do celkového souétu piispiva dvakrat. Cislo M je tedy rovno dvoj-
nasobku poctu usecek a polopfimek, které ohranic¢uji oblasti. Na kazdé pfimce lezi nejvyse
n takovych tseéek (resp. polopfimek). To je jasné, protoze kazda pfimka je ostatnimi n — 1
pfimkami rozdélena na nejvyse n ¢asti. P¥imek je n, na kazdé lezi nejvyse n hrani¢nich tse-
ek (resp. polopiimek), celkem tedy mame nejvyse n? hrani¢nich tise¢ek (resp. polopfimek)
a dostavame M < 2n2.

(b) Zde musime pouzit trochu jemnéjsi odhady. Predstavme si oblast, ktera je ohranicena k
pfimkami, uvnit¥ oblasti mame napsano &islo k2. Toto ¢islo si miizeme piedstavit jako pocet
dvojic tsecka (resp. polopfimka) u — pfimka p takovych, ze u vidi p (tzn. u lezi na hranici
nékteré oblasti, ktera sousedi s p). Jelikoz kazd4 Gsecka (resp. polopfimka) lezi na hranici dvou
oblasti, je jasné, ze kazda takova dvojice (u,p) se vyskytne nejvyse v téchto dvou oblastech.
Je tedy vidét, ze celkovy soudet M je roven nejvyse dvojndsobku poétu dvojic (u, p), kde u je
usecka (resp. polopfimka), p pfimka a u vidi p. Dokézeme néasledujici lemma:

Lemma. Zvolme si pevné pfimku p. Pak poclet usedek (resp. polopfimek), které vidi p, je
nejvyse 9n.



Diikaz. Na kazdé z n pfimek lezi nejvyse dvé poloptfimky, dale na pfimce p lezi nejvyse n tse-
¢ek. Déle existuje nejvyse 2n tusecek, jejichz jeden krajni bod lezi na p (na kazdé piimce rizné
od p nejvyse dvé). Celkem méme tedy nejvyse 3n tGsecek majicich s p alespori jeden spoleény
bod a 2n polopfimek; nékteré z téchto 5n vidi p. Déle se tedy zabyvejme pouze useckami,
které nemaji s p spoleény bod a vidi p. Pfedstavme si, Zze p je vodorovna, a zabyvejme se
pouze tseckami v horni poloroviné (v dolni poloroviné bude odhad analogicky). Mé&jme tedy
néjakou usecku AB v horni poloroving, oznaéme si U prusecik pfimky AB a p a bez Gjmy
na obecnosti predpokladejme, ze bod A je blize k U. Oznac¢me si g pfimku, kterd prochézi
bodem A, riznou od AB. Pak useéce AB piifadime dvojici (g, P), resp. (g, L), pokud bod
B lezi napravo, resp. nalevo od primky ¢g. Snadno si rozmyslime, Ze dvéma tseckdm nemuze
byt pfifazena stejnd dvojice (nemohly by obé vidét p). Ruznych dvojic je nejvyse 2n (mame
nejvyse n ruznych piimek a dvé moznosti — P a L). Mame tedy nejvyse 2n tsecek v kazdé
z polorovin, celkem tedy nejvyse 2n + 2n + 5n = 9n tsecek (resp. polopfimek), které vidi p.
Tim je lemma dokézané.

Poznamka. Pozorny ¢tenar jisté odhali, ze lze vysledek lemmatu snadnou tupravou dikazu
zlepsit dokonce na 7n.

Nyni jiz tlohu snadno vyfesime. Pro dané p je pocet dvojic (u,p), kde u vidi p, nejvyse
9n, ruznych piimek je n, kazdou dvojici zapocitdvame maximalné dvakrat, celkovy pocet
dvojic je tedy nejvyse 18n2. Sta&i proto volit ¢ = 18.

Poznamky opravovatele: Céast (a) nedélala v&tsing fesiteltt problémy. Naopak ¢ast (b) nikdo
nevyftesil.

2. dloha
Pro ucely tohoto prikladu si nejdiive zavedeme nékolik definic. Stromem budeme rozumét
mnozinu nékolika wvrcholi rozdélenych do nékolika wrovni. V nulté trovni se nachézi pouze
jediny vrchol, tzv. koren. Kazdy vrchol v, ktery se nenachézi v posledni trovni, je spojen
hranou s alespon jednim vrcholem z nésledujici arovné. Témto vrcholim fikdme potomci
vrcholu v, v se nazyva predek téchto vrcholtl. Zadné dva vrcholy nemaji spoleéné potomky
a kazdy vrchol kromé kofene mé pravé jednoho predka. Vrcholy v posledni trovni (tj. ty
vrcholy, které nemaji zadného potomka) se nazyvaji listy stromu. Strom typu k" je strom
o n trovnich3, jehoz kazdy vrchol kromé listét ma pravé k potomki (takovy strom mé ziejmé
k™ listt). Podstromem stromu T rozumime kazdy strom na né&jaké podmnoziné vrcholt 7',
ktery pouziva pouze hrany nachéazejici se v T'.
(a) Necht n a k jsou pfirozend ¢isla. Dokazte, ze kazdy strom typu 47, jehoz listy jsou
obarvené pomoci 3k barev, ma podstrom typu 2", jehoz listy jsou obarvené pomoci nejvyse
k rtznych barev. (2 BODY)
(b) Dokazte, ze pro kazdé k existuje n a strom typu 4™, jehoz listy lze obarvit 3k + 1 barvami
takovym zpusobem, ze kazdy jeho podstrom typu 2™ ma listy obarvené alespon k+1 barvami.
(3 BODY)

3Tim vlastné myslime n + 1 tGrovni :-) — kofen se nachazi v nulté trovni a listy v n-té
drovni.



(a) Nejdfive si uvédomime, Ze staéi tlohu dokdzat pro k = 1. Méme-li tlohu dokazénu pro
obarveni stromu tfemi barvami a mame-li strom typu 4™ obarveny 3k barvami, staci si téchto
3k barev rozdélit do t¥i skupin po k barvach a kazdou ze skupin povazovat za jednu novou
barvu. Podle tvrzeni pro k = 1 najdeme podstrom typu 2", jehoz listy jsou obarveny pouze
barvami z jedné skupiny, tedy pouze k riznymi barvami.

Nyni tlohu dokézeme pro k = 1 indukci podle n. Mame-li tedy (pro n = 1) strom typu 4%,
jehoz listy jsou obarveny tf¥emi riznymi barvami, pak podle Dirichletova principu musi mezi
listy existovat dva, které jsou obarvené stejnou barvou. Takze snadno najdeme podstrom
typu 2!, jehoz listy jsou obarvené pouze jednou barvou.

Pro indukéni krok predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro n a dokazujeme ho pro n+1. Mé&jme
tedy strom typu 471, Odmysleme si kofen tohoto stromu a ¢tyfi hrany z néj vychazejici.
Dostaneme tak ¢tyfi stromy typu 4™, kazdy z nich mé podle indukéniho kroku podstrom
typu 2", ktery ma jednobarevné listy. Jelikoz mame Ctyfi stromy a pouze tfi barvy, podle
Dirichletova principu dva z téchto podstromt musi mit listy obarvené stejnou barvou, a tedy
snadno najdeme podstrom typu 2”F! celého stromu, ktery ma listy obarvené pouze jednou
barvou. Tim je dikaz hotov.

(b) Budeme-li mit strom typu 4™, jeho podstromem budeme automaticky rozumét podstrom
typu 2™. Tvrzeni budeme dokazovat indukci podle k. Postupné najdeme pro vSechna k vhodné
protipifiklady.

Pro k = 1 hledame strom typu 4™, jehoz listy jsou obarvené ¢tyfmi barvami a jehoz kazdy
podstrom ma listy obarvené alespon dvéma barvami. Staci volit n = 1, budeme mit strom
s jednim kofenem a ¢tyimi listy, nyni sta¢i obarvit vSechny listy vzajemné riznymi barvami
(oznacme je 1, 2, 3 a 4). Je zfejmé, ze kazdy podstrom ma listy obarvené alespont dvéma
barvami. Tim je prvni indukéni krok dokazan.

Nyni pfedpokladejme, e tvrzeni plati pro k a dokazujme ho pro k+1. Mame tedy strom T*
typu 4™ pro néjaké n, ktery ma listy obarevené 3k+1 barvami a kazdy jeho podstrom ma listy
obarvené alespoii k + 1 riiznymi barvami. Hleddme strom T**1 s analogickymi vlastnostmi.
Symbolem Tlluy kde [ je pfirozené &islo a M C {1,2, ...,3l 4+ 1} budeme rozumét? néjaky
strom typu 4™ (pro né&jaké m), jehoz listy jsou obarvené barvami z mnoziny {1,2, ...,3[4+1}
a ktery méa néasledujici vlastnost: kazdy jeho podstrom ma listy obarvené alespon [ ruznymi
barvami a navic kazdy jeho podstrom, ktery ma listy obarvené pfesné [ riznymi barvami,
ma listy obarvené pouze barvami z mnoziny M. V§iméme si, ze muzeme volit

{k1+21 .3k, 3k+1} T
Skuteéné, strom T ma, listy obarvené pouze barvami z mnoziny {1,2, ...,3k,3k+ 1}. Tim
spise kazdy jeho podstrom, jehoz listy jsou obarveny pfesné k + 1 raznymi barvami, ma tuto
vlastnost. Navic z indukéniho pfedpokladu neexistuje podstrom tohoto stromu, ktery by mél
obarveny listy méné nez k + 1 riznymi barvami. Pouhou zdménou barev snadno sestrojime

) k+1 k1 k1
také stromy Tr\'5 5y a0 1, o skakas) @ T 12, ... 3k.3ktd}
k1

(1,2 3k—1,3k} podle schématu na nasledujicim obrazku:

Nyni sestrojime strom

4Tedy pouze pokud strom s takovymi vlastnostmi existuje.



k+1 _
T{l 2,...,3k—1,3k}

k+1 k+1 k+1 k+1
T{1+2 ,3k,3k+1} T{ 1+2 ,3k,3k+2} T{1+2 ,3k,3k+3} T{1+2 ,3k,3k+4}
Skutec¢né, snadno si uvédomime, ze kazdy podstrom stromu napravo ma listy obarvené
alespon k41 riznymi barvami, a mame-li podstrom stromu napravo, jehoz listy jsou obarveny
k4 1 riznymi barvami, nemize pouzivat Zadnou z barev 3k + 1,3k + 2,3k + 3,3k + 4 (pokud
by byla pouzita napf. barva 3k + 1 v prvni vétvi, muselo by byt pouzito v nékteré dalsi vétvi
dalsich k+ 1 barev a podstrom by mél obarveny listy alespoii k + 2 riznymi barvami), a tudiz
listy takového podstromu jsou ur¢ité obarveny pouze barvami z mnoziny {1, 2, ..., 3k}. Mame

tedy strom Tk

{1, 2 3k—1,3k} zaménou barev snadno sestrojime stromy
s ,

k41 k41 o TR+
{1,2, ....3k—1,3k+1}> 1{1,2, ... .3k—1,3k+2} @ 1{1,2, ... .3k—1,3k+3}"

Z nich analogicky pfedchozimu schématu sestrojime strom 7T’ +1

fl 3 3k—1}" Opakovanim

tohoto postupu vytvorime az strom

k+1 _ k41
T =100, ok
Skutecné strom T{1 2, .k} mé pozadované vlastnosti. Kazdy jeho podstrom ma listy obar-
vené alespon k+1 ruznymi barvami. Pokud najdeme podstrom obarveny ptresné k+1 barvami,

jeho listy jsou obarvené pouze barvami z mnoziny {1,2, ..., k}, coZ je zjevn& nesmysl (barev
je malo). Vsechny podstromy tohoto stromu maji tedy listy obarvené alespon k + 2 riznymi
barvami. Tim jsme nasli vhodny protipfiklad a dikaz je hotov.

uloha

3
(a) Dokazte, ze pro kazdé = € R plati |sinz - sin 2z| < § (2 BODY)
(b) Dokazte, ze pro kazdé n € N a pro kazdé = € R plati

3 n
|sinz - sin2zx - sindx - - -sin2"z| < (%) .

(3 BODY)

(a) Dokazeme nerovnost |sinz - sin 2z| < f . Funkce f1(z) = sinz - sin 2z je 2w-periodicka,
nerovnost tedy staci dokdzat na intervalu <0, 2m). Snadno ovéfime, Ze na intervalech <O, §),

(2?", 4?”) a (5—7r 2m) plati nerovnosti |sinac| < @ |sin2z| < 1 a na intervalech (%, 2?”
a (43:’, 5”) plati nerovnosti |sin2z| < %2 a |sinz| < 1. V bodech z = D 27”, 4?” a 57’7 plati

|sinz| = |sin2z| = % V kazdém bodu intervalu (0, 27) tedy plati |sinx - sin 2z| < @



Naznak jiného feSeni: Funkci fi upravime:

2

fi(z) =sinz - sin 2z = 2sin® z cos z = 2(1 — cos? ) cos .

Oznaéme si t = cosz. Pak [t| < 1. Staci ukdzat, ze pro |t| < 1 plati

3
20t — 3 < %

Spojita funkce na levé strané miize nabyvat na intervalu (—1,1) maxima (minima) pouze
v bodech t = +1 a v bodech, kde ma nulovou derivaci (coz, jak snadno dopoc¢itame, jsou
pouze body t = :I:%) Staci tedy danou nerovnost ovéfit v téchto ¢tyfech bodech. Timto

postupem dokonce dokdzeme nerovnost

43

|sinz - sin 2z| < 5

(b) Ozna¢me si fr,(z) = sinz-sin 2z - - - sin 2"z. Dokazeme |fn (z)| < (?)” (pfipustime i pii-
pad n = 0, kdy fo(z) = sinz; v tomto pfipadé plati neostra nerovnost). Budeme postupovat
matematickou indukci. Pro n = 0 plati neostra nerovnost, pro n = 1 jsme provedli dikaz
v Casti (a). Predpoklddejme tedy, Ze tvrzeni plati pro v8echna n < k, a dokazme ho pron = k.
Rozlisime dva pripady:

(1) |sinz| < ? V tomto pfipadé je

k

2

k-1
. V3 (V3 V3
@] = lsinal 1ol < 5 () = (3
(2) |sinz| > @ V takovém pfipadé je | cosz| < %, a tedy |cosx — cos 3z| < % Uvédomme
si, ze
cosz — cos 3z = cos(2z — x) — cos(2z + x) = 2sin z sin 2z.
Dostévame (kvili moznosti & = 2 piSeme prvni nerovnost neostrou)

k—2

| f(@)| = |sina - sin 22| - | fo_2(42)| < %|cos:c—cos3a}| (?) < z , (@)’“—1 (ﬁ) .

4.dloha

(a) Rozhodnéte, zda lze pro kazdé dva mnohothelniky A a B v roviné, které maji stejny obsah,
roziezat A pomoci nékolika pfimek a vzniklé dily presklddat (pomoci posouvéani a otaceni)
tak, ze vznikne B. (2 BODY)



(b) Rozhodnéte, zda lze pro kazdé dva konvexni mnohostény A a B v prostoru, které maji
stejny objem, roziezat A pomoci nékolika rovin a vzniklé dily preskladat (pomoci posouvani
a otédeni) tak, ze vznikne B. (3 BODY)

(a) Dokazeme, zZe v roviné toto tvrzeni plati. Stejné jako ve druhé tloze &tvrté série si uve-
domime, ze relace byt na sebe prevoditelny pomoct rozrezdni a preskladdni je ekvivalence
na mnoziné vSech mnohothelnikia. Méjme mnohothelniky A a B se stejnym obsahem. Prvni
krok postupu bude ten, Ze je rozfezeme na trojihelniky. K tomu potfebujeme néasledujici
lemma:

Lemma 1. Necht M je (ne nutné konvexni) mnohothelnik. Pak lze M triangulovat, tj.
rozdélit pomoci nékolika jeho tthlopficek na trojuhelniky.

Diikaz. Provedeme matematickou indukci podle poc¢tu vrchold mnohothelniku M. Ma-li M tii
vrcholy, tvrzeni je trividlni (nemusime nic délit). Pfedpokladejme tedy, ze mame n > 3,
tvrzeni plati pro vsechny mnohouhelniky s méné nez n vrcholy a my mame mnohothelnik
M s n vrcholy. Uréité existuje néjaky vrchol M, u néhoz je konvexni tthel. Oznacme si
tento vrchol B a sousedni vrcholy A a C. Pokud v trojuhelniku ABC' (v€etné hranice) jiz
neni dalsi vrchol mnohothelniku M, mizeme pomoci thlopficky AC odfiznout trojuhelnik
ABC a zbyly (n — 1)-uhelnik roziezeme podle indukéniho pfedpokladu. V opa¢ném piipadé
primku p, kterd prochazi vrcholem B a je kolmé na AC. Oznaéme si D ten vrchol M, ktery
lezi v trojuhelniku ABC a jehoz kolmy primét na piimku p je nejblize bodu B (pokud
je takovych vice, vybereme libovolny z nich). Uvédomime si, Zze uhlopticka BD neprotina
zddnou hranu M, ani neprochéazi zadnym vrcholem M. V obou pfipadech bychom uvnit¥
trojuhelniku ABC nasli vrchol mnohothelniku M, jehoz kolmy primét na pfimku p vyjde
blize k B nez v pfipadé vrcholu D, coz by byl spor s volbou vrcholu D. Proto thlopricka BD
rozdéluje M na dva mnohouthelniky s méné nez n vrcholy a ty roziezeme na trojuhelniky
podle indukéniho predpokladu. Tim je dikaz lemmatu 1 hotov.

Nyni si pfedstavme, Ze jsme mnohothelniky A a B roziezali kazdy na nékolik trojahelniki,
jejichz soucet obsaht je stejny. Dalsi postup bude ten, Ze prislusné trojuhelniky roziezeme
na jesté mensi trojuhelniky tak, abychom dostali pary trojuhelnikt se stejnym obsahem.
To udélame snadno. Vezmeme z kazdé z obou skupin vzdy trojuhelnik s nejvétsim obsa-
hem. Predpokladejme napiiklad, Ze trojuhelnik vznikly z mnohothelniku A mé vétsi obsah.
Snadno muzeme roziiznout tento trojuhelnik na dva tak, aby jeden ze vzniklych trojahelniki
mél stejny obsah jako nejvétsi trojuhelnik vznikly z mnohothelniku B. Tim vznikne jeden
par trojuhelniki se stejnym obsahem a jeden prebytecny trojuhelnik, ktery vratime do sku-
piny mnohothelniku A. Celkovy pocet nesparovanych trojihelnikii se ndm zmensi, takze po
kone¢ném poctu kroka sparujeme vSechny trojuhelniky. Nyni vidime, Ze ndm sta¢i puvodni
tvrzeni dokéazat pro trojuhelniky. Nejdfive dokazeme dalsi lemma:

Lemma 2. Kazdy trojuhelnik lze roziezat a preskladat na ctverec.

Diikaz. Mé&jme dan trojuhelnik, pomoci jedné z vysek (pouzijeme vysku vedouci z vrcholu
o nejvétsim vnitinim dhlu) si jej rozfezeme na dva pravothlé trojuhelniky a kazdy z nich
si pomoci téznice vychézejici z vrcholu s pravym thlem roziezeme na dva rovnoramenné



trojuhelniky. Kazdy z téchto ¢tyf rovnoramennych trojuhelnikii umime roziezat (pomoci
vysky na zakladnu) a preskladat na obdélnik. Podle druhé ulohy ¢tvrté série vime, ze kazdy
obdélnik 1ze roziezat a preskldadat na Ctverec, takze také dva obdélniky se stejnym obsahem
Ize na sebe prevést rozifezanim a preskladanim. Kazdy ze ¢tyf obdélniku, které jsme ziskali,
tedy prevedeme roziezanim a preskladdnim na obdélnik, jehoZz jedna strana ma délku 4.
Z nich pak snadno slozime jeden obdélnik a ten znovu podle druhé tlohy ze ¢tvrté série
roziezeme a preskladdme na Ctverec. Tim je dikaz lemmatu 2 hotov.

Nyni, mame-li dva trojihelniky o stejném obsahu, umime oba z nich pfevést na (tentyz)

étverec, takZze umime také oba trojuhelniky pievést roziezanim a preskladéanim vzajemné na
sebe. Tim je cela tloha vyfesena.
(b) UkaZeme, Ze prostorova analogie této rovinné tlohy neplati. Tedy ukazeme, Ze existuji dva
konvexni mnohostény o stejném objemu, které na sebe nelze prevést rozfezanim a presklada-
nim. Konkrétné uvazujme A krychli o hrané délky 1 a B pravidelny ¢tyfstén o jednotkovém
objemu (tedy A a B jsou dva konvexni mnohostény o stejném objemu). Oznac¢me si [ > 0
délku hrany ctyfsténu B a ¢ € (07 g) velikost thlu, ktery spolu sviraji dvé roviny tvofené
dvéma sténami Ctyfsténu B. Snadno zjistime, ze

1
= arccos —
¢ 3

a podle sedmé ulohy tieti série tedy vime, Ze /7 je iraciondlni ¢islo. Pro feSeni nasi ulohy
nejdiive vezméme za platny nasledujici fakt, ktery neni az tak jednoduché dokéazat; na konci
feSeni zkusime diskutovat, jakym zptsobem je mozno tento fakt v FeSeni obejit.
Fakt. Necht a,b > 0 jsou dvé ¢isla, jejichz podil je iracionélni éislo. Pak existuje FeSeni
funkcionalni rovnice

fl@e+y)=fl@)+ ), z,y R,

které spliiuje rovnosti f(a) =1 a f(b) = 0.

Nyni si tedy pevné zafixujme takovou funkci pro a = ¢ a b = 7. Tedy mame funkci
f : R — R spliyjici f(z +y) = f(z) + f(y) a f(p) =1 a f(xr) = 0. Definujme si funkci
¢, kterd mnohosténu M prifadi redlné ¢&islo ((M) nasledujicim zpisobem. Méme-li hranu d
mnohosténu M, tak uvazujeme dvojici rovin tvofenych sténami sousedicimi s touto hranou
a hrané d prifadime ,vnitini“ thel (tedy ahel uvniti mnohotuhelniku M) «, ktery tyto dvé
roviny sviraji. Jsou-li di, da, ..., d délky vSech hran M a a1, asg, ..., oy velikosti prislusnych
pfifazenych uhla, pak volime

C(M) =dif(a1) +daf(a) + -+ dpf(og).

Nyni si pfedstavme, ze mnohostén M roziizneme rovinou p a vzniknou ndm mnohostény My
a Mao. Ukazeme, ze

C(M) = ¢(M1) + ¢(Mz). (@)

Skutecné, rozepiSeme-li si obé strany podle definice, pak se nalevo i napravo vyskytuji hrany,
kterymi rovina g neprochézi (ty pfispivaji do sou¢tu na obou stranich stejnym souctem).



Pak také musime uvazovat hrany, které dané rovina p rozfizla na dvé (pak je ahel p¥islusny
témto hrandm na obou stranéich stejny a soucet délek novych dvou hran je roven délce piivodni
hrany, takze je jasné, ze prispévky na obou stranach budou stejné). Dale musime uvazovat
hrany, které lezely v roviné o (je-li pfislusny dhel v mnohosténu M roven ¢, v mnohosténu
Mi roven 8 a v Mz roven 7, pak zjevné a = B + v, tedy f(a) = f(B) + f(7), a tedy
ziejmé prispévky pFislusné hrany na obou stranach budou stejné). Nakonec musime uvazovat
jesté hrany nové vzniklé tim, Ze rovina g rozfizla néjakou sténu mnohosténu M (oznadéme si
délku nékteré takové hrany d, pfislusny thel v M; bud B, v M2 bud ~, pak 8+~ = ,
f(B) + f(v) = f(x) = 0, takze celkovy pfispévek hrany d na pravé i na levé strané rovnosti
je nulovy). Tim jsme ovéFili rovnost (9).

Z této rovnosti okamzité plyne, ze 1ze-li dva mnohostény M a N na sebe prevést rozie-
zanim a preskladanim, pak ((M) = ((N), neboli ze funkce ¢ je invariantem vici roziezani
a preskladani. My vsak vime, ze ((A) =12-1- f(5) = 6f(m) = 0 a ((B) = 6lf(p) = 61 > 0.
Tedy ¢(A) # ¢(B), a mnohostény A a B na sebe skutec¢né nelze prevést rozfezanim a preskla-
danim. Tim je dikaz hotov.

Poznamka. V FeSeni jsme vyuzili netrividlniho faktu existence jistého feSeni funkcionalni rov-
nice. Tento fakt neni az tak jednoduché dokéazat, nicméné jsme ho v fesSeni pouzili jen pro
jednoduchost a vétsi prehlednost. Predstavme si pro spor, ze existuje postup, jak roziezat
a preskladat krychli A na ¢tyfstén B. V tomto postupu se vyskytuje pouze kone¢né mnoho
mnohostént s koneéné mnoha uhly, ve kterych musime definovat funkci f, abychom mohli
zavést invariant ¢ a uspéli s dikazem. Problém se ndm tedy zméni na nalezeni feseni funk-
ciondlni rovnice f(x +y) = f(z) + f(y) s vlastnosti f(p) =1 a f(7) = 0 definovaném pouze
v kone¢né mnoha bodech. To je vsak jiz nepomérné jednodussi otéazka, nicméné jeji feSeni by
vyzadovalo jesté trochu technické prace.

Pozndmky opravovatele: S ¢asti (a) si velkd ¢ast Fesiteli uspésné poradila vyuzivajic druhé
ulohy ze ¢tvrté série, podobné jako v autorském Feseni (objevilo se nékolik zajimavych mysle-
nek, napiiklad spojovani dvou &tverci do jednoho). Mnoho Fesitelt vSak napsalo, Ze mnoho-
uhelnik rozfeze na trojuhelniky, aniz by napsali, jak to udélaji. Pravda je, Ze tvrzeni (Lemma
1 z autorského FeSeni) o existenci triangulace libovolného mnohouhelniku je dosti zndmé, ale
v pripadé nekonvexnich mnohouhelniki vibec neni na prvni pohled ziejmé, a tak by bylo
dobré alespon zminit, ze toto tvrzeni plati.

Cast (b) pfindSela mnohem vétsi tiskali. Vétsina Fesitel, ktefi se o tuto ¢ast pokouseli,
prosté napsala, Ze postup v Casti (a) lze analogicky provést i v prostoru, pfitom se ani
sami nepresvédcili, zda to je pravda. Zatimco prostorova analogie triangulace pro konvexni
mnohostény plati, ale zdaleka neni tak jednoduchéd jako v roviné®, nepiekonatelné tskali
pFinasi transformace Cty¥sténu na kvadr (jak je ostatné vidét ze vzorového feseni).

5. dloha
(a) Zjistéte prvni nenulovou &islici za desetinnou &arkou &isla —+/36° + 39°. (2 BODY)

5Rozuméj: ,,J4 nezndm 7adny jednoduchy dikaz.“ Mimochodem, pokud nékdo takovy
znate, ur¢ité by mé zajimal ...



(b) Zjistéte 7 &islic pred a 7 &islic za desetinnou &arkou v &isle — v/77000 76000, (3 Bopy)
(a) Ozna¢me A = —/36° + 39 a odhadnéme A shora. Plati

A< V367 = /3298 = _32°3°,
Na druhou stranu odhad zdola nam déava

7(328-39 10,01)2 < 7(329-39 40,02 328-39) < 7(369 Jr32&39—4) <
< (35 43793 ¢ (35 1 33%3%) = (35" 1.39°) = —a2.

Mame tedy
—(32°3° +0,01) < A < —32°3",

Oznac¢me 0 < z < 1 desetinnou ¢ast ¢isla —A. Z dokazané nerovnosti plyne
8.9 /
7(32 -3 + x) - _ 369 + 3967

2.32%3%, L 42 = 39°

po umocnéni nasledovné

Tuto rovnost si jesté upravime na
39° _ 42

r= 9.328:397
z Cehoz je vidét odhad pro x
39° —1 39°
2. 32839 <z < 2. 32839 :

Nyni pomoci logaritmi ukdzeme, Ze leva a prava strana se nelisi v prvni nenulové ¢islici,
tato Cislice tedy bude fesenim tlohy.
Logaritmus pravé strany je

39°
log;o <232839> = (9% — 28 .3%) .log;( 3 — log; o 2 = —2150579,984 = 0,016 — 2150580.

Logaritmus levé strany je

3°° —1 1 ,
logq <232839> = logqo (1 - 3?) + (9% —28.3%) -log;( 3 — log; 2 =

= —2150579,984 = 0,016 — 2150580.



Zapisem a = b zde rozumime to, Ze cifry v desetinném zapisu ¢isla a se od ¢isla b lisi nejvyse
o0 jednicku v poslednim desetinném misté ¢isla b (které ma ukonéeny desetinny rozvoj). Plati
tedy i log;gz = 0,016 — 2150580.

Prvni nenulova ¢islice z je urcena ¢islem 0,016, ¢islo —2150580 nam udéava pocet nul pred
touto &islici. Je 109:016 = 1, 04. Snadno se presvédéime, %e zménime-li exponent v predchozi
rovnosti nejvyse o jednu tisicinu, na prvni ciffe vysledku se nic nezméni. Prvni nenulova
Cislice = je tedy 1.

(b) Oznaéme a upravme si F' = /77000 {76000 — 71000 {/7 1771000, Zjeyng F > 0. Cislo F

odhadneme zeshora. Podle binomické véty plati (pfesné napiSeme jen dva ¢leny):
<71000 " 1)7 — 77000 | 7 76000 1 4. 77000 | 76000 _ 7.
7 7

Je tedy F < 71000 1 % Nyni ¢islo F' odhadneme také zdola. Bud 0 < t < % Pouzijeme znovu

7-6---(T—k+1)
%!

binomickou vétu a snadného odhadu (Z) = < 7%, Dostévame:

(71000 + (% _ t))7 — 77000 4 7. 76000 (% _ t) + é (Z) . 77000—1000k (% _ t)k <
< F7 . 76001 4 g 75000

1000 "stale bude posledni ¢islo mensi nez F7. Dostali jsme

Je vidét, ze zvolime-li napt. ¢t = 7~
tedy nerovnosti:

1 1
71000 + ? _ 771000 < F < 71000 + ?

Jelikoz 771000 — 49—500 < 10—8 4 ¢islo % nema na osmém misté svého desetinného rozvoje
nulu, je zfejmé, ze &islo F' ma 7 &islic pred i za desetinnou ¢arkou stejnych jako &islo 71000 4 %
Ziejmé 0 < % < 1, takze ¢islice pred desetinnou &arkou jsou dany &islem 71000 a &isla za
desetinnou ¢arkou ¢islem % Zjistime tedy zbytek &isla 71990 po déleni 107. Podle binomické
véty je:

250
71000 — (74250 — (1 4 2400)*% = 1 + ( ! )2400 + - -
Zbylé &leny, které jsme nenapsali, jsou zjevné délitelné 107. Je tedy
71000 = 1 4 600000 = 600001 (mod 107).

Cislice za desetinnou ¢arkou v éisle % zjistime prostym délenim. Prvnich 7 éislic pred a za
desetinnou ¢arkou ¢isla F' je tedy:

...0600001,1428571...

Hledané cislice v Cisle ze zadani jsou stejné, protoze toto Cislo se od c¢isla F' lisi pouze zna-
ménkem.



6. tloha

(a) Necht p je polynom s redlnymi koeficienty stupné nejvyse n. Vyjadiete hodnotu p(n +2),
znate-1i hodnoty p(1),p(2), ...,p(n +1). (2 BODY)
(b) Dokazte, Ze pro nekoneéné mnoho rtznych prirozenych ¢isel n existuje polynom p stupné
n s redlnymi koeficienty, jehoz hodnoty p(1),p(2), ...,p(n + 2) jsou po dvou rtizné mocniny
dvojky (s celo¢iselnymi exponenty). (3 BODY)

(a) Hodnoty p(1), p(2), ... , p(n+1) ndm uréuji polynom stupné nejvyse n jednozna¢ng, uréuji
tedy jednozna¢né i hodnotu p(n + 2). Nyni sta¢i nalézt vhodny tvar vyjadieni polynomu p.
Definujme si polynom g (z) (pro k =1,2, ...,n + 1) nasledujicim zptsobem:

(2= =2) (@ = (k=) = (k+ D)@ = (k+2)) - (z = (n+1))
(=1 (k=2) (k= (k= D) (k = (b + D) (b= (b +2)) -+ (k= (2 + 1)

qr(z) =

Je ziejmé, ze polynom g ma stupen n a plati
() =a@) = =qk-1)=agk+1l)=qk+2)=-=a(r+1)=0, qk) =1
Nyni definujeme polynom g(z) predpisem

q(z) = p(1)q1(x) + p(2)q2(x) + - - + p(n)qn(z) + p(n + 1)gn+1(x).

Ziejmé polynom p — g je stupné nejvyse n a je roven nule pro x = 1,2, ..., n+ 1. Je tedy
zfejmé, ze polynom p — g je nulovy, a tedy p = ¢. Nyni jiz mizeme spocitat hodnotu p(n + 2):

p(n+2) = q(n+2) = p(g1(n + 2) + p(2)g2(n +2) + - - + p(n + 1)gn+1(n + 2).
Upravime ¢leny g (n + 2):

(n+ Do ((n+2) = (k= 1)((n+2) = (k+1))-+3-2-1 _
h=Dk=2--321- (-1 (-2)-(~((n+ 1) — b))

— n+1l— (n+1)! _ nd1— n+1
=™ k(kfl)!(nJerk)! =nm k(n+27k)'

qr(n+2) =

Dostavame tedy vyjadieni

n+1

pn+2)= ("7 - ("]

_y/m+1
Je(m) -+ (0" (M) p(@) + (1) p().
Tim je vyfeSena CGast (a).
(b) Budeme se snazit najit vhodné hodnoty n a mocnin dvojky pro hodnoty p(1),p(2), ...,
p(n + 1) tak, aby podle vztahu odvozeného v ¢&asti (a) vysla i hodnota p(n + 2) mocnina
dvojky (a navic aby vSechny mocniny mély rtzné exponenty). Existence polynomu p pak
bude zarucena pomoci stejné konstrukce, jakou jsme pouzili v ¢asti (a) pro polynom g(x).



Nyni jiz k feSeni ulohy. Podle binomické véty plati

1 1
(—1)H = (1 -2yt =1 — ("Jlr )2+ (”;r )22 = (mynHinE,

Nyni predpokladejme, Zze n je liché, odectéme od obou stran jednicku, vydélme dvéma
a zménme znaménko:

0= ("11)17(";1)2+---+<":1)2“—172".

27171

K predposlednimu ¢lenu na pravé strané pficteme (n+1) , od posledniho ¢lenu odecteme

2", Dostaneme rovnost

N GO o S G e G SR

Oznacime-li si jako p polynom stupné nejvyse n, ktery spliuje rovnosti
p(1) =2"*1, p(2) =27, p(3) =2"72, ..., p(n) =2, p(n+1)=1

(jeho existence a jednoznacnost je zaru¢ena podle FeSeni ¢asti (a)), pak z vysledku odvozeného
v ¢asti (a) a ze vztahu (Q) vidime, ze

p(n+2)=(n—1)2""L

Nyni je vidét, ze staci volit n = 1+25+1 (coz je liché ¢&islo), kde k > 2, a vyjde p(n+2) = 27k,
Dostali jsme polynom p stupné nejvyse n, jehoz hodnoty p(1),p(2), ...,p(n + 2) jsou po
dvou rizné mocniny dvojky. Zadani po nas vsak vyzadovalo najit polynom stupné n, my
zatim nemame jistotu, zda neni stupen polynomu p nizsi. Pfedpokladejme tedy pro spor, zZe
stuperi polynomu p je nejvyse n — 1. Pak podle ¢4sti (a) lze hodnotu p(n + 1) vyjadiit podle
predchozich hodnot:

n

1=p(m+1) = (7)) - (]

Jpn =1+ (" )p(2) +p(1).

1

Vsimnéme si, Ze na pravé strané je urcité sudé ¢islo, protoze vSechny hodnoty p(1),p(2),

., p(n) jsou sudé, na levé strané je jednicka. Tim dostavame kyZzeny spor. Polynom p ma
tedy stupen n a spliiuje pozadavky zadani. Nasli jsme tedy nekone¢né mnoho vyhovujicich
n (tvaru n = 1 4+ 28*1 pro k > 2) a tloha je vyfesena.

Pozndmky opravovatele: V &asti (a) se seslo jen nékolik FeSeni, pfesto se mezi nimi na-
§lo nékolik naprosto odlisnych pfistupt. Mimo autorského reSeni zaloZzeného na konstrukci
Lagrangeova interpola¢niho polynomu se objevilo nékolik feseni zalozenych na jednoduché
matematické indukci podle stupné polynomu n a jedna tspésna kombinatoricka tvaha. Jedno
spravné feseni také spocivalo v napsani soustavy linearnich rovnic pro koeficienty polynomu



p. Kazdy koeficient pak 1ze podle Cramerova pravidla napsat jako podil dvou determinantd,
které lze (kupodivu) celkem rozumné spocitat jako tzv. Vandermondovy determinanty.

Cast (b) se pokusil fesit pouze Alerandr Kazda, ktery pfigel na stejné feseni jako autor
ulohy, do uplné spravnosti vSak jesté chybélo ovéfeni, ze nalezené polynomy maji spravny
stupen.

7.aloha

Mame n minci a jedny rovnoramenné vahy.% Vime, ze mezi mincemi se vyskytuje pravé jedna
falesna. Vsechny pravé mince maji stejnou hmotnost. Zjistéte, pro jaké maximalni n umime
faleSnou minci najit, mame-li k dispozici k vazeni a vime-li, ze

(a) falesnd mince je nepatrné leh¢i nez prava. (2 BODY)
(b) hmotnost falesné mince se nepatrné lisi od hmotnosti pravé, nevime vsak, zda je falesnd
mince lehéi & tézsi. (3 BODY)

(a) Ukazeme, ze v tomto piipadé je maximalni pocet minci pfi k moZnych vaZenich roven
n = 3F. Nejprve pro n = 3* popiSeme strategii, kterd zarucuje, Ze falesnou minci pii k va-
zenich objevime. Budeme postupovat matematickou indukci. Pro £k = 1 mame n = 3 mince.
Vezmeme dvé z nich a kazdou dame na jednu misku. Pokud rovnoramenné vahy ukazi, ze
jedna z minci je lehéi, vime, Ze to musi byt falesna mince. Pokud rovnoramenné vahy ukazi, ze
mince jsou stejné tézké, je zfejmé, ze falesnd musi byt zbyld mince, kterou jsme nevazili. Nyni
predpokladejme, 7e zname strategii pro k vazeni a n = 3F minci, a mé&me n = 3¥+1 minci
a k4 1 vazeni. Mince rozdélime do tii stejné velkych skupin po 3% a dvé ze skupin umistime
kazdou na jednu z misek rovnoramennych vah. Vysledek vazeni nam urci, ve které ze skupin
je falesnd mince (pokud je jedna ze skupin leh¢i, musi obsahovat falesnou minci, pokud jsou
stejné t&zké, musi byt falesnd mince ve zbylé skuping, kterou jsme nevazili). Vezmeme tuto
skupinu 3% minci, zbylé dame stranou a déle postupujeme podle strategie pro k vazeni. Je
vidét, 7e takto se nam podafi uréit falesnou minci mezi n = 3¥ mincemi na k vézeni.

Zbyva nam dokazat, ze pro vice minci se ndm to nepodaii. Méjme tedy vice nez 3 minci
a predpokladejme, Ze existuje strategie, kterou pomoci k& vazeni najdeme faleSnou minci.
Predstavme si, Ze prvni mince je falesnd, a provedme vazeni podle této strategie. Vysledek
muZzeme zapsat pomoci posloupnosti pismen L, S, P (levd miska leh¢i, obé misky stejné t&zké,
prava miska leh¢i) délky k. Nyni si pfedstavme, Ze je druhd mince falesnd, provedme vaZeni
podle nasi strategie a znovu zapiSme vysledek pomoci posloupnosti pismen L, S, P délky k,
atd. Poté, co nasi strategii otestujeme na vSech pfipadech (prvni mince falesna, druhd mince
falesnd, ..., posledni mince falesna), budeme mit zapsano vice nez 3% posloupnosti délky k
obsahujicich pismena L, S, P. Ruznych posloupnosti délky k obsahujicich 3 pismena je vSak
pfesné 3¥. Proto podle Dirichletova principu jsme tedy museli jednu z posloupnosti napsat
alespon dvakrat. Tedy existuji dvé mince (r-t4 a s-ta), ke kterym jsme napsali stejné vysledky
vazeni, a je tedy zfejmé, ze naSe strategie nerozlisi situace, kdy r-t4 a s-ta mince jsou falesné.
Spor.

6Ty funguji tak, Ze kazdym vazenim pouze porovnaji hmotnosti minci na levé a na pravé
misce (mozné jsou tedy t¥i rtizné vysledky vazeni).



c1ws e k_
. Nejdfive popiseme pro n = 3 5 L

vhodnou strategii. Pro £ = 1 méame jednu minci a neni co fesit. Pro k£ > 1 si rozdélme mince

k
(b) Ukézeme, Ze tentokrat je maximalni n rovno 2 ;1
5 =1 mincich, posledni skupina bude

mit o jednu minci vice. Porovndme na vahach prvni dvé skupiny. Nastane jeden z néasledujicich
pripadu.

k—
do t¥i skupin, prvni dvé skupiny budou obsahovat po 3

(1) Obé skupiny jsou stejné tézké. Pak je falesnd mince v posledni skupiné. VSimnéme si, ze
mame k dispozici mince z prvnich dvou skupin, které jsou urcité pravé a dohromady jich neni
méné (pro k > 3 jich je dokonce vice), nez minci v posledni skupiné. Dale si vSimnéme, Ze
v posledni skupiné je pfesné 1+1+3+94---+3k—2 (podezielych) minci a Ze ndm zbyva k—1
vézeni. V druhém vézeni tedy vezmeme 3¥~2 minci z posledni skupiny a porovname je se
stejnym poctem pravych minci z prvnich dvou skupin. Pokud bude skupina minci z posledni
skupiny nap¥. t&7s, vime, e fale§na mince je t825i a nachazi se mezi témito 3¥~2 mincemi. Na
jeji dohleddni ndm stac¢i pro zbylych k — 2 vazeni postupovat podle bodu (a). Obdobné pokud
budou mince z posledni skupiny leh¢i. Pokud budou obé skupiny stejné tézké, presuneme
vazené mince k tém, o kterych vime, ze jsou pravé, a dostavame se do analogické situace
s mensim poétem minci a vazeni. Mame k — 2 vézeni a 1+ 1+ 349+ - -- 4+ 35=3 podezfelych
minci. Postupujeme tedy analogicky a porovname 3*~3 podezteljch minci se stejnym poctem
zarucené pravych. Pokud nejsou skupiny stejné tézké, dokonéime vazeni podle bodu (a),
pokud jsou stejné tézké, zmensili jsme pocet podezielych minci. Takto pokracujeme stéle
dale, pokud se nam v nékterém z kroku stalo, ze skupiny vazenych minci nebyly stejné tézké,
vazeni jsme dokoncili podle bodu (a). Pokud v kazdém kroku byly obé& skupiny stejné tézké,
po skonceni postupu vazeni ndm na stole zbyla jedind mince z posledni skupiny, ktera se
nikdy na vahy nedostala. Je zfejmé, ze je to ta falesna. V tomto pfipadé jsme tedy uspéli.

(2) Pfedpokladejme bez Gjmy na obecnosti, Ze prvni skupina je t&z8i. VSimnéme si, Zze v prv-
nich dvou skupinach je po 14+ 3 49 + - - - + 35=2 mincich. Nejdiive si pFedstavme, ze mame
neomezeny pocet pravych minci. Pak by dalsi postup mohl byt nasledujici. V druhém kroku
vézeni bychom vzali po 3*~2 mincich z lehké a tézké skupiny a porovnali je z 2 - 3*—2 pra-
vymi mincemi. Pokud by podezielé mince byly leh¢i, védéli bychom, ze falesna mince je lehci,
a mezi 3¥~2 kandidéaty bychom ji ve zbyljch k — 2 vazZenich nasli podle bodu (a). Podobng,
pokud by podezielé mince byly tézsi. Pokud budou obé misky vah v rovnovaze, dostaneme se
do analogické situace s mensim poctem vazeni i podezielych minci (podobné jako v bodé (1)).
Mame po 1+ 3+ 9+ --- + 353 potencialné t&zsich a leh&ich mincich a k — 2 vaZeni. Postu-
pujeme tedy analogicky. Je zfejmé, ze béhem k vazeni se vSechny podezielé mince dostanou
na vahy, a tedy jednou zrejmé dojde k situaci, kdy nebudou misky v rovnovaze, a budeme
moci dokon¢it postup vazeni podle bodu (a).

Tim by byl cely postup hotovy, v prvnim kroku jsme vsak potiebovali 2 - 3*~2 pravych
minci, které nemame (pro k > 2) k dispozici. Musime tedy pro k > 2 postup mirné mo-
difikovat. V prvnim kroku jsme porovnavali 3*~2 potencialné leh&ich minci (ozna¢me tuto
skupinu L) a 32 potencidlné tézsich minci (T) s pravymi mincemi. Poéet potiebnych pra-
vych minci zmensime nasledujicim trikem. Rozdélime skupinu L (a T') do tii stejné velkych
podskupin L1, Lo a L3 (a Th1, T» a T3). Déle pridame dvé stejné velké skupiny pravych minci
Py a P, (laskavy ¢tenaf snadno ovéfi, ze potfebny pocet minci mame v tomto p¥ipadé k dis-
pozici). Porovname nyni skupinu minci tvofenou podskupinami L1, L2, T1 a T se skupinou



minci tvofenou podskupinami L3, T3, P; a P>. Pokud jsou misky v rovnovaze, pokracujeme
analogicky dale s mensim poctem podezielych minci. Pokud je napf. leva miska tézsi (zbyla
mozZnost je analogickd), vime, Ze falesnd mince je mezi skupinami 71, T> a L3. V dalsim
vazeni porovname skupiny 77 a T» a podle vysledku pozname, ve které ze skupin 71,75, L3
je falesnd mince. Dale jiz muZeme postupovat podle bodu (a).

k
Do tplného feseni tedy zbyva dokazat, ze pro n > 2 > L neexistuje strategie, kterd nam

zaru¢i nalezeni fale$né mince. DokdZeme to podobné jako v bodu (a). Pro spor pfedpokla-
dejme existenci takové strategie pro n > 3}9271 . Tentokrat mame 2n raznych situaci, kterymi
budeme nasi strategii testovat. Prvni situace je, Ze prvni mince je falesna a leh¢i, druhéa si-
tuace je, ze prvni mince je faleSna a tézsi, tfeti situace je, Ze druhd mince je falesna a lehci
atd. V kazdé z téchto situaci si napiSeme posloupnost odpovidajici vysledkim vazeni, které
nam da nase strategie (podobné jako v bodu (a)). Pokud ma byt naSe strategie Uispésna,
musi platit, ze dvé stejné posloupnosti jsou napsany nejvyse u dvou situaci odpovidajicich
téze falesné minci (v jedné je ta mince leh¢i, v druhé tézsi). Tedy pro nejvyse jednu minci
se stane, ze posloupnost bude obsahovat samé nuly (tj. vSechna vazeni dopadla rovnovahou
misek). To ale znamena, Ze ve vSech ostatnich situacich (kdy je falesna mince jind) se béhem
postupu vazeni nékdy poprvé stane, ze jedna z misek je leh¢i. Na konci vaZeni jsme schopni
urcit podle vysledkd vazeni, kterd mince je falesnd, takze podle tohoto nerovnovazného va-
zeni jsme také zpétné schopni uréit, zda je tézsi, nebo lehéi. Tedy situacim, kdy k-t4 mince je
falesna a lehci, resp. kdy k-t4 mince je faleSna a té€zsi, nemize odpovidat stejnd posloupnost
s vyjimkou pfipadu, kdy je tato posloupnost nulova. Tedy mezi vysledky se mize opakovat
pouze nulova posloupnost, a to nejvyse dvakrat. Jelikoz celkovy pocet posloupnosti je 3%,

dostavame nerovnost 2n < 3% + 1, tedy

3k 41
n < + .
2
Stadi tedy uz j loudit moznost n = 3L Méjme tedy strategii fi SELES|
aci tedy uz jen vylouc¢it moznost n = =5=. Méjme tedy strategii fungujici pro n = ==

minci. V prvnim vazeni strategie bude vyzadovat porovnat (bez jmy na obecnosti) mince
k

s Cisly 1,2, ...,l amince s &isly I+ 1,142, ...,2l (kde 21 < %) Jsou t¥i mozné vysledky

véazeni a musi platit, Ze pocet nevyloucenych situaci po kazdém vysledku musi byt dostatecné

maly, aby bylo mozné uspésné vazeni dokoncit. Pokud bude napt. levd miska té€zsi, pocet

zbylych moznosti je 20 (prvni mince je falesna a t&z8i, druhd mince je falesnd a tézsi, ... , I.

mince je fale$na a tézsi, nebo (I + 1). mince je falesna a lehéi, (I + 2). mince je falesna a leh¢i,

., nebo 2l. mince je falesnd a leh¢i). Pomoci zbylych k& — 1 vaZeni jsme schopni rozlisit
nejvyse 35—1 vysledkd, takze dostdvame nerovnost 21 < 38—1,

k

Pokud vsak budou p¥i prvnim vaZzeni misky v rovnovaze, zbyva ndm 2( % —2l) moznosti

((2 4+ 1). mince je falesna a lehéi, (20 4+ 1). mince je faleSnd a t&z8i, ... , posledni mince je

falesna a leh¢i nebo posledni mince je falesnd a téz5i) a jesté je moZné, Ze vSechna vaZeni

k
dopadnou rovnovahou. Dostavame tedy nerovnost 2(% —21) < 3k + 1, coz upravime
na 3k—1 <21



Spojenim téchto dvou nerovnosti dostdvame 21 = 3¥~1, coz je nesmysl, protoze na levé
strané rovnosti je sudé ¢islo a na pravé strané liché ¢islo. Dostavame kyzeny spor a dukaz je
hotov.

Poznamky opravovatele: Drtivé vétsiné feSiteli bych vytknul nasledujici zlozvyk. K upl-
nému FeSeni nesta¢i uhodnout maximalni poéet minci n = f(k), popsat postup vazeni vedouci
k odhaleni falesné mince a tvdrit se, ze popsany postup je nejlepsi. Dilezitou soucasti feSeni
je skutecny dikaz, Zze pro vétsi poCet minci jiz Gspésni pii vazeni nebudeme. Zatimco v ¢asti
(a) vétsina Fesiteld uhodla spravny vysledek n = 3k (vyskytovalo se vSak i mnoho jinych
vysledkii), v ¢asti (b) byl nejéastéjsi tip n = 3#~1. Jediné spravné feseni (mimochodem moc
pékné) ¢asti (b) predvedl Martin Tancer.

Za rozumné dolni odhady maximélniho n (tim jsem rozumél odhady typu c - 3™ pro
pevnou konstantu ¢ > 0) jsem v obou ¢astech udéloval po bodu. Za spravné horni odhady
maximalniho n jsem v éasti (a) udéloval bod, v ¢4asti (b) dva body.

Neékolik Fesitelt si pov§imlo pékného pozorovani, ze v ¢asti (b) pro n = 2 neexistuje zddna
strategie vedouci k odhaleni falesné mince, at mame sebevic vazeni :-).



