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3. série
Téma: Optimalizace

Termin odeslani: 9. PROSINCE 2002

1. 0LOHA (3 BODY)
Dino fefeny Liny dostal zdlusk na princeznu, musi ale nejdfive zabit tIi draky. Prvni ma 666
hlav, druhy 333 hlav a tieti 670 hlav. Navic pokud usekne hlavu prvnimu, naroste nova druhému,
pokud druhému, naroste nova tfetimu a pokud tfetimu, naroste nova prvnimu. Aby mél Dino
viibec néjakou Sanci, ve chvili, kdy uz drak nemad zddnou hlavu, je mrtvy a nové hlavy mu dale
nenartstaji. Poradte Dinovi optimélni strategii, jak proti drakim bojovat, tedy takovou, aby
musel sekat co nejménékrat.

2. ULOHA (3 BODY)
V Trianglanii, kde se vS8echny plochy mé¥i v trojuhelnicich, vypukla zlatd horecka. Divoky Tribill
objevil velkd loziska cenného kovu a chce si zabrat co nejvétsi pozemek. M4 vSak k dispozici jen
plot o délce 600 metrii. Poradte Tribillovi optimalni vyuZiti plotu, tedy takové, aby jim ohrani¢il
trojihelnikové tizemi o co nejvétsim obsahu.

3. ULOHA (3 BODY)
Martin hraje hru, v niz si voli redlné ¢islo p a nésledné ziska tolik bod, kolik ¢ini soucet vSech
feSeni rovnice z* — 423 4 522 — 22 = p v redlnych &islech. Poradte Martinovi vSechny optimalni
volby p, tedy takové, pri nichz ziskd maximalni mozny pocet bodi.

4. ULOHA (5 BODU)
Pri pokusu o loupez v obchodnim domé Vsechnomdme bylo zadrzeno a nésledné usvédcéeno n
zlodéjli. Soudce vSak nevi, co chtéli ukrast, nemtze tedy spravedlivé rozhodnout, jak je potrestat.
Nakonec vymyslel tento postup: Zlod€&ji se mohou nejdiive poradit, potom kazdy Fekne kladné
redlné ¢islo (i-ty zlodéj fekne &islo x;). Soudce uréi hodnotu vyrazu

1
log,, (z1 +12+---+mn)7Elogn(ml-IQ---zn)

a to bude pocet mésicii, které kazdy ze zlod&ji stravi ve vézeni. Poradte lupi¢iim optimélni &isla,
kterd maji soudci sdélit, tedy takova, Ze ve vé€zeni stravi nejmensi mozny pocet mésict.

Pro suchary: Pro dané prirozené n naleznéte kladnd &isla z1, z2, ..., xn takova, aby vyraz

1
log, (z1 +z2+ -+ zn) — Elogn (z1 - 22+ Tn)
byl nejmensi moZny.

5. ULOHA (5 BODU)
Farmar Pavel vlastni obrovsky ¢tvercovy pozemek rozdéleny na n x m mensich policek, kde n
je dvojciferné prirozené ¢islo (pii leteckém pohledu tedy vypadd jako Sachovnice n x n). Pavel
se nachdzi na levém hornim polic¢ku a chtél by postupné projit vSechna policka a podivat se,
jak se na kterém dafi rostlindm, jez tam zasadil. M4 k dispozici superrychlé vznasedlo, které
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ma ovSem par nevyhod. Umi létat pouze ve svislém a vodorovném sméru a nepieleti vice nez
dvé policka (je-li tedy Pavel na politku (1,1) a leti vodorovng, dostane se na jeden let nejdéle
na poli¢ko (4, 1)), potom musi p¥istat a doplnit palivo. Navic, protoZe je vznaSedlo superrychlé,
vzdy preleti alespoii jedno poli¢ko (tedy neni mozné preletét hned na politko sousedni). Poradte
Pavlovi optimalni cestu, jak sviij pozemek proletét na co nejmensi pocet prelett tak, aby se vratil
na vychozi policko.

Pro suchary: Jak projit Sachovnici o rozmérech n X n, kde n je dvojciferné prirozené, a vratit
se na vychozi pole, miiZete-li skdkat pouze vodorovné a svisle ob jedno ¢i ob dvé pole, tak, aby
pocet provedenych skokt byl co nejmensi?

6. ULOHA (5 BODU)
Ve mésté Nemajserddi v Popudlivé ulici stoji osamocend budova se ¢tvercovym ptidorysem. Ve
tfetim patie sidli zastupci velkych mezindrodnich spole¢nosti Antipatie, Paranoia a Top Secret,
jelikoZ jeden druhému nevéri, cht&ji mit od sebe co nejvétsi vzdalenosti. Nalezndte (alespon
jedno) jejich optimélni rozmisténi, aby minimdlni ze vzdélenosti libovolnych dvou byla co nejvétsi.
V patem patie sidli zadstupci mensich firem Averze, Introvert, Ja & J&, Odpor a Samotafi. Ani ti si
vzajemné nevéri, a tak opét chtéji, aby minimalni ze vzdilenosti libovolnych dvou byla co nejvétsi.
Konecéné v Sestém patie sidli drobni obchodnici pan Bru¢oun, pan Héklivec, pani Neptivétiva,
pan Odpudivy, sle¢na Plachad a pan Protivny. I ti po vas chtéji, abyste je po ¢tvercové mistnosti
rozmistili tak, Ze minimdalni vzdélenost jakychkoliv dvou bude co nejvétsi.

Pro suchary: Umistéte do ¢tverce postupné tii, pét a Sest bodi tak, aby vzdy vzdalenost nejbliz-
§ich dvou byla maximélni mozna.

7.ULOHA (5 BODU)
Lubo§ si ndhodné zvoli celé ¢islo od 1 do K a chce je sdélit Dinovi. Jejich prostiednik Martin
v8ak souhlasil pouze s nasledujicim postupem: Nejdiive donese Lubosovi Sachovnici o rozmérech
8 x 8, jejiz n&kterd politka jsou obarvena bile a ostatni ¢ern& (libovolnym zpiisobem). Lubo§ si
vybere jedno policko, jehoZ barvu zméni. Poté Martin donese Sachovnici Dinovi a ten si ji miZe
prohlédnout. Najdéte optimalni K, tedy nejveétsi mozné takové, aby Dino vzdy mohl urcit, které
¢islo si Lubos myslel, pokud se pfedem domluvi na strategii.

8. ULOHA (5 BODU)
Je dan trojuhelnik ABC, uvnit¥ néj volme bod H. Priseciky ptimek AH, BH, CH po tadé se
stranami BC', CA, AB ozna¢me po fadé D, E, F'. Déle ozna¢me a, b, ¢ délky tsetek BC, CA,
AB a s polovinu obvodu trojuhelnika ABC'. Uréete optimélni polohu bodu H, pro kterou je
vyraz
|[AH|(s —b)(s —¢) |BH|(s—a)(s—c) |CH|(s—a)(s—b)
|[DH|(s — a) |EH|(s — b) |FH|(s— ¢)

minimalni.
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Reseni 3. série

1. dloha (73, 65, 2.00, 3.0)
Dino fefeny Liny dostal zdlusk na princeznu, musi ale nejdfive zabit tIi draky. Prvni ma 666
hlav, druhy 333 hlav a tieti 670 hlav. Navic pokud usekne hlavu prvnimu, naroste nova druhému,
pokud druhému, naroste nova tfetimu a pokud tfetimu, naroste nova prvnimu. Aby mél Dino
viibec néjakou Sanci, ve chvili, kdy uz drak nemd zddnou hlavu, je mrtvy a nové hlavy mu dale
nenartstaji. Poradte Dinovi optimélni strategii, jak proti drakim bojovat, tedy takovou, aby
musel sekat co nejménékrat.

Na zadatku sekani maji draci celkové 1669 hlav. Aby vibec néjaké hlavy mohly zalit ubyvat
a jen se nepfemistovaly, je tfeba, aby néktery drak nemél Zzadnou hlavu, na tom pak nebudou
dalsi pribyvat, kdyz je ”predchozimu” budeme sekat. Proto musime zbavit néjakého draka vSech
hlav, coZ se nam jisté podaii nejrychleji, kdyZ budeme sekat hlavy tomu drakovi, ktery jich mé
nejméné. Minimalné tedy potiebujeme 333 seknuti, abychom druhého draka zbavili vSech hlav,
a potom dalgich 1669 seknuti, abychom usekli vSechny hlavy, presnéji nejdiive usekneme vSech
666 hlav prvnimu drakovi a poté 1003 t¥etimu (ptivodnich 670 plus 333, jeZ ,,p¥ijal“ od druhého).
Celkové tedy potiebuje Dino 2002 seknuti.

Pozndmky k doglym feSenim: ReSeni tilohy se mélo sklddat z ndvrhu konkrétniho postupu a dii-
kazu, Ze tento je nejlepsi. To si nékteri reSitelé neuvédomili, takZe zatimco onu optimdalni strategii
popsali v8ichni (1 bod), u druhé €asti jsem se setkal se v§im od dplného ignorovani (40 bodil)
pres riiznd mlhavéd odtvodnéni (cca +1 bod) aZ po nezvratné dikazy (+2 body).

Dost TeSiteli odlivodiiovalo optimalitu postupu pribézné s jeho popisem, coZ rozhodné na
prehlednosti nepfidalo. Nejhezéi (podle mé&) FeSeni je takové:
1) Potfebuji nejméné 2002 sekd, protoze ... (dikaz).
2) Na 2002 seki to jde takhle ... (postup).

2. tloha (63, 35, 1.00, 2.0)
V Trianglénii, kde se v8echny plochy mé¥i v trojahelnicich, vypukla zlatd horecka. Divoky Tribill
objevil velkd loziska cenného kovu a chce si zabrat co nejvétsi pozemek. Ma vSak k dispozici jen
plot o délce 600 metrii. Poradte Tribillovi optimdalni vyuZiti plotu, tedy takové, aby jim ohrani¢il
trojuhelnikové tizemi o co nejvétsim obsahu.

V feSeni vzuzijeme nékolika fakti. Pfedné Heronova vzorce: Jsou-li a, b, ¢ strany trojuhelnika
as= %(a + b+ ¢), pak pro jeho obsah plati .S = \/s(s — a)(s — b)(s — ¢). Dalgi, co se ndm bude

hodit, je AG-nerovnost: Pro nezaporna ¢isla a1, as, ..., an plati
1
Yaraz - -an < —(a1 + a2+ -+ an),

n
pri¢emz rovnost nastava v pripadé, kdy jsou vSechna ¢isla a1, a2, ..., an stejna.
Budeme-li nyni chtit maximalizovat obsah trojahelnika, je to jisté totéz jako maximalizovat

jeho druhou mocninu, tedy podle Heronova vzorce vyraz s(s — a)(s — b)(s — ¢), pFi¢emZ mame
déno s = 300m. Je

s(s—a)(s—b)(s—c)Ss(%(s—a—l—s—b—l—s—c))g:—4

iii
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pfi¢emz jsme pouZili AG-nerovnost (umocnénou na tieti) na &isla (s — a), (s — b), (s — ¢) (ktera
jsou kladnd, nebot strana trojihelnika je mensi nez polovina jeho obvodu). Méme ale na pravé
strané konstantu, nasli jsme tedy maximalni moznou hodnotu obsahu Tribillova pozemku, této
se podle AG-nerovnosti dosdhne v pfipadé s —a = s —b = s — ¢, tedy a = b = ¢, optimédlnim
vyuzitim plotu bude proto rovnostranny trojthelnik, v Tribillové pripadé se stranou délky 200
metri.

Poznamky k doglym reSenim: Hodné FeSitelim jsem strhl imagindrni bod za jednu z téchto dvou
chyb: Pouzili AG-nerovnost, ale nenapsali, Ze jsou splnény piredpoklady — vSechny ¢leny musi byt
nezdporné. Hledali globdlni maximum néjaké funkce pomoci derivace, kterou polozili rovnu nule.
Kofen rovnice bez diitkazu prohlésili za globalni maximum.

3.tloha (28, 16, 1.00, 2.0)
Martin hraje hru, v niz si voli redlné ¢islo p a nésledné ziska tolik bod, kolik ¢ini soucet vSech
feseni rovnice ¢ — 42% + 522 — 22 = p v redlnych &islech. Poradte Martinovi vechny optimélni
volby p, tedy takové, pri nichz ziskd maximdlni mozny pocet bodi.

Vyraz na levé strané nejprve upravime:
zt — 42 + 522 — 2 =a2?(2® —dz 4+ 4) + 2% — 2z = 2% (2 — 2)2 + x(z — 2)
=a(z—-2)2>-22+1)=(z—1D2z2-2)=(—-1)%@> -22c+1-1)=
=(@-1)%=(z-1)>2
Odtud je patrno, Ze je-li x FeSenim rovnice
(-1 = (& -1)*=p,

potom je
(2-2)-1)' = (2-2)-1)* =p,

tedy i 2 — x je feSenim. Funkce 2 — z je prostd, ¢im pro riznd x dostdvime i rtznd 2 — x. Ma-

li tedy rovnice k feSeni: z1,x2,:: x}, potom jsou vyrazy 2 — x1,2 — x2, - ,2 — x TFeSenimi.
Tyto vyrazy jsou riizné, je jich k, ¢ili mnozina {2 — 1,2 — 2, -+ ,2 — 1} je shodnd s mnoZinou
{z1,z2, -+ ,x1}. Ozname s soulet viech FeSeni, potom

2s=s+s=z14+x2+ T +2—z1)+2—22)+ -+ (2— ) =

=242+ ---+2=2k.
—_———
k

Odtud s = k, a tak se Martinovi vyplati volit p tak, aby byl pocet feSeni maximalni.
Zkoumejme tedy, kolik miize mit

(@=D'=(z-1)°-p=0
feSeni. Provedme substituci y = (z — 1)2. Dostdvéme:
¥ —y-p=0.

iv
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Tato kvadratickd rovnice mé reSeni:

1+yTF4p

Y1,2 = 5

Abychom méli maximdlni podet FeSeni, potfebujeme ze vztahu y = (z — 1)2, aby tyto dva vyrazy
byly dva riizné kladné vyrazy. V prvni fadé tedy (vyraz pod odmocninou musi byt definovin
a kladny (pro nulu bychom nedostali rtizné vyrazy yi, y2)): 1+4p > 0< p > f%. Dale

1+/TF4p

>0,
2

co? plati vzdy, nebot soufet dvou kladnych vyrazii je kladny. A naposledy

1—/1+4p >0
2

1 >+/1+ 4p.

Vyrazy jsou kladné, ¢ili je mtizeme umocnit:
1>1+4p

p<O0.
Pro p € (—%,0) m4 tedy rovnice maximélni moZny pocet feSeni (a to 4), pro jind p méng,
tim pddem se Martinovi vyplati volit libovolné p z intervalu (—%, 0).

Poznamky k doslym feSenim: Objevily se v zasadé dva pfistupy: bud p¥imo vypocitat kofeny
rovnice s parametrem (to skute¢nd 8lo!), nebo zjistit pribéh polynomu a s vyuZitim symetrie
uréit souéty realnych kofenti. Zadny originalngjsi pristup se nenagel, tedy takté? 74dné kladné
imaginarni body. Na nékteré tesitele bych apeloval, aby grafy, které pri feSeni zdsadnim zpiso-
bem vyuZivaji, komentovali (pokud pouZivaji riizné intuitivni vlastnosti, zde napf¥. polynom),
pripadné provedli alespofi néstin vypocti nezbytnych ke konstrukci grafu. Zde spocéivalo vlastné
jediné uskali tlohy.

4.dloha (34, 27, 3.00, 5.0)
Pri pokusu o loupez v obchodnim domé Vsechnomdme bylo zadrZzeno a nésledné usvédcéeno n
zlodéjli. Soudce vSak nevi, co chtéli ukrast, nemtze tedy spravedlivé rozhodnout, jak je potrestat.
Nakonec vymyslel tento postup: Zlod€&ji se mohou nejdiive poradit, potom kazdy Fekne kladné
realné ¢islo (i-ty zlodéj fekne ¢islo x;). Soudce uréi hodnotu vyrazu

1
log, (z1 +z2+ -+ zn) — Elogn (z1 - 22+ Tn)
a to bude pocet mésicii, které kazdy ze zlod&ji stravi ve vézeni. Poradte lupi¢iim optimélni &isla,
kterd maji soudci sdélit, tedy takova, Ze ve vé€zeni stravi nejmensi mozny pocet mésict.

Pro suchary: Pro dané prirozené n naleznéte kladné &isla z1, z2, ..., xn takova, aby vyraz

1
log,, (z1 +:c2+~--+:1:n)—Elogn(a:y:czumcn)
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byl nejmensi mozZny.

Zlodéji jsou alespoii dva (jinak vyraz v zadéni neddvd smysl - tedy soudce by si tento vyraz
jist& nevymyslel). Nejprve dokdZeme, Ze zlod&ji ve vézeni stravi alespoii mésic, tedy, Ze

1
log, (z1 +z2+ -+ + Zn) — ;logn (z12 -+ - TR) > 1.

Uv&domme si, Ze uvnitf logaritmi, které budeme upravovat, jsou vzdy kladné vyrazy, tedy upravy
jsou korektni. Vyraz upravime na ekvivalentni tvar:
1
log, (z1 +z2 + -+ x,) —log, n > —log, (z122- - xn),
n
coz je totéz jako
log,, (W) > log, (VaiTsaw) .
Logaritmy maji zdklad n > 1, jsou tedy rostouci a lze je odstranit pii zachovani nerovnosti.
Dostavame tak zndmou AG-nerovnost:

1+ T2+ +Tn
n

> ¥/T1T2 -+ T,

kterd plati pro libovolna kladna z1, z2, ... , Tn.

Diky tomu, Ze v8echny Upravy byly ekvivalentni, je tvrzeni, Ze zlodéji budou ve vézeni alespon
mésic, dokdzano. Praveé mésic stravi ve vézeni tehdy, kdyZ nastane rovnost v piivodnim vyrazu,
coz vzhledem k ekvivalentnosti Gprav znamend, 7e nastane rovnost v AG-nerovnosti, kterdzto
nastava, pokud jsou vSechna x; shodna. Zlodé&ji tedy stravi ve vézeni mésic pravé tehdy, kdyz
v8ichni sdéli soudci totéz islo.

5. tloha (11, 8, 3.00, 5.0)
Farmar Pavel vlastni obrovsky ¢tvercovy pozemek rozdéleny na n X m mensich policek, kde n
je dvojciferné prirozené ¢islo (pii leteckém pohledu tedy vypada jako Sachovnice n x m). Pavel
se nachdzi na levém hornim policku a chtél by postupné projit vSechna poli¢ka a podivat se,
jak se na kterém dari rostlindm, jez tam zasadil. Ma k dispozici superrychlé vznaSedlo, které
mé ovSem péar nevyhod. Umi létat pouze ve svislém a vodorovném sméru a nepieleti vice nez
dvé& poli¢ka (je-li tedy Pavel na poli¢ku (1,1) a leti vodorovné, dostane se na jeden let nejdéle
na poli¢ko (4, 1)), potom musi p¥istat a doplnit palivo. Navic, protoZe je vznaSedlo superrychlé,
vzdy preleti alespoii jedno poli¢ko (tedy neni mozné preletét hned na politko sousedni). Poradte
Pavlovi optimalni cestu, jak sviij pozemek proletét na co nejmensi pocet prelett tak, aby se vratil
na vychozi policko.

Pro suchary: Jak projit Sachovnici o rozmérech n X n, kde n je dvojciferné prirozené, a vratit
se na vychozi pole, miiZete-li skdkat pouze vodorovné a svisle ob jedno ¢i ob dvé pole, tak, aby
pocet provedenych skokt byl co nejmensi?

Meéjme déno libovolné pevné n > 9. UkdZeme, Ze Pavel mtZe pozemek proletét tak, ze kazdé
poli¢ko navstivi prévé jednou a poslednim preletem se vrati na vychozi pole (tim bude zaruceno,
7e pocet preleti bude nejmensi moZny). Zavedme si sourfadnicovy systém poli¢ek tak, Ze pii
leteckém pohledu mé levé horni soufadnice (1,1) a pravé dolni (n,n), kde prvni soufadnice
znamend smér svisly a druhd vodorovny. Pavel tedy zafind na politku (1,1). V FeSeni vyuZijeme
nékolik lemmat.

vi
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Lemma. Pron = 9 umime proskdkat fadek o n polickach tak, Ze zacneme na prvnim, skoncime
na druhém a kazZdé navstivime pravé jednou.

Dikaz. [1]9]2]8]3[5]7[4]6]

Lemma. Pron > 9 umime proskikat 7idek o n polickach tak, Ze zacneme na prunim, skoncime
na poslednim a kaZdé navstivime pravé jednou.

Diikaz.
n=10:[1]4]2[5[3[8[6[9]7]10]
n=11:[1]3[5[2]4]6[8[10[7[9]11]
n=12:[1]5]2[4[6[3[7[10[8[11]9[12]
n=13:[1]5]2[4[6[3]7J11[8]10]12] 9 [13]
n=14:[1]4]2[5]3]8]6[9[7]12[10]13]11]14]

Vétsi n vzniknou z nékterého z predchozich p¥ipadi pri¢tenim vhodného ndsobku péti, tedy
kdy# pokra¢ujeme t&mito sekvencemi:[ 0 [ 3 [ 1[4 [ 2[5 |, kde poli¢ko oznadené 0 vidy splyva
s predchozim poslednim.

Lemma. Pro liché n > 9 umime proskikat vadek o n polickdch tak, Ze zacneme na piedposled-
nim, skoncime na poslednim a kazZdé navstivime prdvé jednou.

Diikaz. Pron =11 mame postup [5 [7[4[6[8[3[9[2[10]1[11]. Nyni miiZzeme tuto
sekvenci prodluzovat tak, Ze pfiddme na konec dvé policka, z predposledniho sko¢ime na ptvodni
predposledni a z ptvodniho posledniho na posledni (tak se dostal p¥ipad n = 11 z n = 9).
Dostaneme tak tedy postupy pro vSechna lich4 ¢isla vétSi nez 9.

Proskakani pro n poli¢ek z prvnich dvou lemmat budeme znacit P, opa¢ny postup (tedy od
posledniho k prvnimu) P™, cestu z posledniho lemmatu Q™.

Nyni jiz k samotnému skdkani. Méjme tedy pevné n. Budeme prochazet prvni faddek podle
Py,. Pritom po kazdém skoku projdeme cely sloupec aZ na dolni poli¢ko, v sudych sloupcich podle
Pp_1, v lichych podle P*"~1. Tedy sko¢ime podle P, z (1,1) na (1,a), v tomto sloupci podle
P,_1 na (n—1,a) (pro n =10 je P,_1 = Py vyjimka, nebot cilové pole neni posledni, aviak to
ndm, jak uvidime, nevadi), pokra¢ujeme v fddku podle P, na (n — 1,b), v tomto sloupci podle
Pn~1na (1,b), ...

Je-li n sudé, po proskakani predposledniho sloupce (podle Py) skoime do posledniho sloupce
a ocitneme se na pozici (n,1) (a nebot 10 je sudé &islo, vyjime&nost Py ndm opravdu nevadila).
Nyni ndm nic nebrani proskdkat posledni sloupec podle Py, dolni fddek podle P™ a prvni sloupec
podle P™ zpét na vychozi pole. Je také vidét, pro¢ jsme si nechdvali posledni sloupec volny —
abychom méli ,inikovou cestu*.

V piipadé lichého n se ocitneme v poslednim sloupci na pozici (n — 1,n). Proto pouZijeme
Q™ pro proskdkéani tohoto sloupce a potom opét pires posledni Fadek a prvni sloupec doskdceme
na start.

Pozndmky k doSlym feSenim: Témér vSechna spravnd feSeni pouzivala myslenku, jez je vyuzita
i ve vzorovém feSeni, jelikoZ je oproti autorové plivodni snazsi ji zapsat. Frantisek Konopecky
ok

zvolil zajimavy pristup, kdy ukazal, jak proskdkat n€které malé ,elementarni“ Sachovnice, a z nich
vhodnym napojovanim vytvoril proskakani celé Sachovnice.

6. tloha (34, 6, 0.00, 1.0)
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Ve mésté Nemajserddi v Popudlivé ulici stoji osamocend budova se ¢tvercovym ptidorysem. Ve
tfetim patie sidli zastupci velkych mezindrodnich spole¢nosti Antipatie, Paranoia a Top Secret,
jelikoZ jeden druhému nevéri, cht&ji mit od sebe co nejvétsi vzdalenosti. Nalezndte (alespon
jedno) jejich optimélni rozmisténi, aby minimdlni ze vzdélenosti libovolnych dvou byla co nejvétsi.
V patem patie sidli zastupci mensSich firem Averze, Introvert, Ja & J&, Odpor a Samotafi. Ani ti si
vzajemné nevéti, a tak opét chtéji, aby minimalni ze vzdilenosti libovolnych dvou byla co nejvétsi.
Konecéné v Sestém patie sidli drobni obchodnici pan Bru¢oun, pan Héklivec, pani Neptivétiva,
pan Odpudivy, sle¢na Plachad a pan Protivny. I ti po vas chtéji, abyste je po ¢tvercové mistnosti
rozmistili tak, Ze minimdalni vzdélenost jakychkoliv dvou bude co nejvétsi.

Pro suchary: Umistéte do ¢tverce postupné t¥i, pét a Sest bodi tak, aby vZdy vzdalenost nejbliz-
§ich dvou byla maximdlni mozna.

Rohy mistnosti ozna¢ime K, L, M, N (K a M jsou prot&jsi).

Zatnéme ve tretim pat¥e. Oznalme K1 € LM, Ko € MN body takové, Ze |[<LKKi| =
|[<NKK>| = 15°.

Potom z osové soumérnosti podle p¥imky KM je |KK:1| = |KK>|, déile |[<K1KKs| = 60°,
tedy trojuhelnik K K1K> je rovnostranny, ozna¢me k = |K Ki|. DokdZeme, Ze rozmisténi firem
v bodech K, K1, K2 je optimdlni.

N K, M

Kl

K L

Dikaz provedeme sporem. Pfedpoklddejme lepsi rozmisténi. Nejprve si uv€domme, Ze miiZzeme
predpokladat, Ze v onom lepSim rozmisténi je u kazdé strany ¢tvercové podstavy umisténa alesponi
jedna firma. Mame-li totiZ lep8i rozmisténi, kde tomu tak neni, mtZeme postupné ke kazdé strané
(u které zddnd firma neni) pfisunout k ni nejblizsi firmu (z bodu F1 do bodu F]) (je-li vice
nejblizsich, vybereme jednu libovolnou), Zaddnd vzdalenost se tim nezmensi (vzdéalenosti mezi
neposouvanymi firmami se nezméni, vzdalenost mezi posouvanou firmou F| a neposouvanou
firmou (v bodé F;) se zvétsi, coZ 1ze nahlédnout napiiklad z toho, Ze v tupothlém trojthelniku
F;F|Fy je proti tupému thlu F; F1 F| nejdelsi strana (tfi body na tsetce povazujeme za specidlni
pripad tupouhlého trojthelniku)). V kazdé ze Ctyf stran ¢tvercové podstavy je tedy néjaka firma,
firmy jsou t¥, tedy nékterd (Fy) je u dvou stran neboli v rohu. BUNO (bez Gjmy na obecnosti)
v rohu K. Je-li dal8i firma v rohu, potom existuji dvé firmy majici mezi sebou vzdalenost mensi
rovnou |KL| < k (jsou-li v sousednich rozich, je to zfejmé, jsou-li v protéjsich rozich, kruhy se
st¥edy v t&chto rozich a polomé&ry |K L| pokryji cely ¢tverec, tedy uZ nelze umistit tfeti firmu tak,
Ze od né&jaké nebude bliZe nez |K L|), spor. Neni-1i dalgi firma v rohu, potom jedna firma (F2) je
umisténa na LM a jedna firma (F3) je umisténa na MN. Je-li F» € LK1, potom |F1F>| < k,
spor. Je-li Fi3 € NK», potom |Fy F3| < k, spor. Zbyva uZ jen p¥ipad, kdy F» € K1 M, F3 € KoM,
potom ale |F2F3| < k, spor (zde by bylo moZno zdiivodnit i |F2F3| < k, ale neni to potfeba).

V pétém patie je situace o néco snazsi. Rozd&lme &tverec (osami jeho stran) na ¢tyfi mensi
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¢tvereCky o strané % Kazdy takovy Ctverecek lze do kruZnice s primérem |KL\‘§, tedy vzdale-
nost libovolnych dvou firem uvnit¥ &tverecku je mensi nebo rovna |KL\‘§ Ctveretky jsou &tyfi,
a tedy dvé z firem jsou v témze CtvereCku, ¢im je i minimum vzdalenosti dvojic firem mensi nebo
rovno |KL\‘§ Pokud v8ak firmy umistime do vrcholi ¢tverce KLMN a do jeho st¥edu, budou
v8echny vzdalenosti v&tsi nebo rovny \KL|€, ¢imZ je toto rozmist&ni optimalni.

N M

Nakonec se pustme do FeSeni situace v Sestém patie.

Pro zal4tek bych se cht&l vam, FeSiteliim, omluvit, nebot tloha byla o néco t878i, neZ jsme
plvodné predpokladali. Pti feseni této tfeti ¢asti zkombinujeme predchozi dva pfistupy a pfidame
k nim jeSt€ néco navic. Pro pohodInéjsi zapis ozna¢me postupné pana Brucouna, pana Héaklivce,
pani Nepfivétivou, pana Odpudivého, sle¢nu Plachou a pana Protivného pismeny A, B, C, D,
E, F.

Nejprve ukdzeme optimdalni rozmisténi, potom o ném dokaZeme, Ze je optimalni. Ono rozmis-
téni bude: A € KL tak, 7ze 2|AK| = |AL|, B je stted KN, C € MN tak, ze 2|CN| = |CM|, D
splyva s M, E splyva s L a F je prisecik thloptic¢ek obdélniku AEDC.

N C M=D
F
B
K A L=E
BUNO (tj. ve vhodné soustavs, ve které budeme vzddlenosti méfit) je |KL| = 6. Potom

snadno ov&fime, Ze nejkratdi vzdalenost mezi n&jakymi dvéma body jev/13. DokdZeme, Ze vitsi
minimum vzdélenosti neni mozné.

Pro spor predpoklddejme, Ze mame rozmisténi s minimem vzdalenosti rovoym m, kde m >
V/13. Rozdélme piimkami rovnob&znymi s KL a KN &tverec KLMN na 36 jednotkovych &tve-
reCkt. ProtoZze ho budeme potiebovat i pozdéji, zavedme si uz nyni pravouhly soutradnicovy
systém K[0,0], L[6,0], N[0,6]. Pro snazsi popis znalme jednotkovy &tvereek s vrcholy v bo-
dech [a — 1,b —1],[a,b — 1], [a,b],[a — 1, b] symbolem Cab a n&jaky obdélnik s vrcholy v bodech
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la,b], [¢,b],[c,d], [a,d] (a < ¢,b < d) symbolem Oabcd. Na nésledujicim obrazku jsou vyznadeny

C23 a O3155.
N[0;6] MI[6:6]

c23 03155

K[0;0] L[6;0]

V8imnéme si nasledujicich vlastnosti (v8echny dtvary uvaZujeme v&etné hranice):

(V) V libovolném obdélniku o délkich stran 2, 3 je umistén nejvyse jeden bod. Kdyby tam
bylo umisténo bodi vice, maji od sebe vzdilnost nejvyse rovnou délce thlop¥itky (to lze ovéFit
naptiklad z Pythagorovy véty), kterd jeV/13, co? je spor, 7e m >+/13.

($) Pokryjeme-li ¢tverec KLMN Sesti obdélniky o délkich stran 2, 3, potom v kazdém
takovém obdélniku lezi alesponi jeden bod. Kdyby v né€jakém z nich nebyl Zadny bod, potom
mezi nimi z Dirichletova principu existuje obdélnik, v kterém jsou dva body, coz je spor s (9).

Uv&domme si, zZe KLMN miizeme pokryt Sesti obdelniky 00023, 02043, 04063, 00326, 02346
a 04366 a také obdélniky 00032, 00234, 00436, 03062, 03264 a 03466. Tedy podle (&) a (V)
v kazdém z onéch obdélniki lezi pravé jeden bod.

Jesté si zobecnime tvrzeni (V) na:

(#) V libovolném obdélniku o délce tihlop¥icky mensi nebo rovnéy/13 je nejvyse jeden bod.
Dtikaz je stejny jako u tvrzeni (Q).

Nyni rozlisme dvé moznosti:

(i) Ve &tverci 02244 nelezi zddny bod.

V obdélniku 02043 nutné néjaky bod lezi, protoze nelezi uvniti 02244, je v obdélniku 02032
nebo 03042, BUNO v obdélniku 03042. V obdélniku 03062 lezi pravé jeden bod, tedy ve étverci
04062 uz zadny bod nelezi. V obdélniku 04063 lezi jeden bod, tedy nutné lezi v obdélniku O4263.
V obdélniku (Q) 03053 leZi nejvyse jeden bod, oviem v 03042 uZ bod leZi tedy ve ¢tverecku C53
zadny bod neni, tedy nutné ve ¢tverecku C63 bod je. V obdélniku (V) 03163 lezi nejvyse jeden
bod, ovSem v C63 uz bod lezi, tedy ve ¢tvereCku C42 zadny bod neni, ¢im nutné€ ve ¢tverecku
C41 bod je. V obdélniku 01042 je (V) nejvySe jeden bod, oviem uz C41 obsahuje bod, tedy
ve Ctverci 01032 zadny bod neni. V obdélniku 00032 je pravé jeden bod, tedy obdélnik O0012
obsahuje bod. V obdélniku 00023 je pravé jeden bod, tedy v obdélniku 00223 74dny bod neni.
V obdélniku 00234 je pravé jeden bod, &m nutnd 00324 obsahuje bod. V 00124 je (V) nejvyse
jeden bod, ¢im nutné v C'12 bod neni, a tedy v C11 bod je. Obdobné se odvodi, Ze v C'66 bod
je (stadi vyuZit symetrie podle LN). Tedy v kaZdém z (disjunktnich) &tverecka C11, C41, C63,
C66 je pravé jeden bod (bylo by moZné odvodit, Ze zbyvajici dva body jsou v C'14 a C36, ale to
nebudeme potfebovat).

Nyni jiz snadno odvodime spor. Oznaéme postupné X1[0,1], X2§/12,0], X30/12,1], X4§/12,
6 —/12], X5[5,6 +/12] , X¢[6,6 —/12], X7[5, 6] body s uvednymi soutadnicemi. Potom obdélniky
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KX2X3X1, X5 XeMX7 a Ctverec X2LXeX4 pokryvaji ¢tverce C11, C41, C63 a C66. Maji
tihlop¥itky po Faddv/13,v/13 av/2 (6 —v/12) (snadno si ovéfite, Zev/2 (6 —/12) <v/13). Cili podle
(#) obsahuji nejvyse t¥i body, coz je spor s tim, ze C11, C41, C63 a C66 obsahuji dohromady
Ctyti body.

(ii) Ve ¢&tverci 02244 lezi n&jaky bod.

BUNO miizeme pfedpokladat, Ze lezi ve &tverecku C44. V obdélnicich 03365 a 03356 je podle
(V) nejvyse jeden bod, tedy v Zadném ze tvercti 04365 a 03456 bod neni. Potom v obdélniku
04366 je pravé jeden bod, tedy tento bod je uz nutné ve ¢verecku C66. V obdélnicich 02346,
01345, 01244, 02144, 03154 a 03264 je podle (V) nejvyse jeden bod, oviem v8echny obsahuji
EtvereCek C44, tedy v zaddném ze Ctverecki C2i, Ci2, C3j a Cj3 (kde i € {3,4,5},5 € {3,---,6})
nelezi zadny bod. V obdélnicich 02043 a 00234 je pravé jeden bod, tedy nutné v obdélnicich
02041 a 00214 lezi n&jaky bod. V obdélnicich 02052 a 00225 lezi podle (V) nejvyse jeden bod,
tedy ve CtvereCcich C51, C'15 zadny bod neni. V obdélnicich 04063 a 00436 lezi v kazdém prave
jeden bod, tedy nutné v obdélnicich 05062 a 00526 lezi v kazdém pravé jeden bod. V Obdélnicich
03062 a 00326 lezi pravé jeden bod, tedy ve ¢tvercich C41 a C14 zadny bod neni. V zavéru
tohoto odstavce si uvédomme, Ze ani ve ¢verci 00022 zadny bod neni, nebot v obdélniku 00032
je pravé jeden bod.

Takto jsme odvodili, Ze v kazdém z Utvart C31, C13, C44, C66, O5062 a 00526 je pravé
jeden bod (nikde jinde bod neni). Nyni budou muset p¥ichdzet na fadu ¢im dél tim lepsi odhady.

Pro snazsi formulace budeme predpokladat, ze A € C31, B € C13, C € 00526, D € C66,
E € 05062, F € C44. Dale oznatme «a, 3, v, d, €, ¢ oblasti, o kterych vime, Ze v nich musi leZet
po fadé body A, B,C, D, E,F. V soufasné chvili tedy a = C31, g = C13, v = 00526, § = C66,
e = 05062, ¢ = C44.

N[0;6] MI[6:6]

Y 1)

K[0;0] L[6;0]

Nyni zavedme jesté jedno znaleni:

Trojahelnik s vrcholy v bodech [a, b],[c,d], [e, f] znatme Tabedef.

Uvédomme si, Ze uvnit¥ trojuhelniku 7434434 zadny bod neni. Dokazme sporem. Trojihelnik
je v oblasti ¢. Je-li uvnit¥ n&j bod F[f1, f2], oznaime jest& D[d1, dz2]. Vzhledem k tomu, Ze nutng
f1 < di1, fa < da, vzdalenost |FD| se nezmensi, zamé&nime-li bod D bodem, jehoZ (obé!) sou-
radnice jsou maximélni mozné, tedy bodem M. Ov8em kruh se stfedem v bodé M a polomérem
v/13 obsahuje cely 7434434 (nakreslete si obrazek), &m je |FM| <v/13, tedy i |FD| <+/13, coZ
je spor, Ze m >+/13 (pfipomeiime, 7e m stale zna¢i minimum vzdalenosti).

Tim se ndm oblast ¢ zmensSila na trojihelnik 7433334 (mohli bychom sice jest& vynechat
useku spojujici body [3,4] a [4,3], nicméné& by to situaci pouze komplikovalo).
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Dale si v8imnéme, Ze celd situace je symetrickd podle primky KM (oznalme & = 3,5). Tedy
BUNO mitiZzeme piedpoklddat, e bod F v oblasti ¢ le#i v trojihelniku T'3343¢€, &m se tedy
oblast ¢ zmensi na tento trojuhelnik.

Nyni si oznagme A = Y222 () = 3,3452). Potom (snadno si ovéiite) obdélnfk O02\\ m4
thloptitku délky+/13. Obsahuje celou oblast 3, tedy v ném lezi bod B a podle (®) uz v ném
nemtze lezet bod F'. Tedy trojihelnik T'33A3A\ Ize vyjmout z oblasti .

Pfidejme si dalsi symbol, a sice w = 3,5 —/13 — (6 — X\)2 (w = 1,0603). Snadno si ov&fite, ze
obdélnik OAw6¢ (pFipomeiime, Ze £ = 3,5) mé uhlopficku dlouhou+/13. Obsahuje celou oblast
¢, tedy v ném lezi bod F a podle (#) v ném uZ nele?i bod E. Cim lze obdélnik O5w62 vyjmout
z oblasti €, neboli se tato oblast smrskne na O506w.

Nadale si oznatme p = 6 —v/13 — w? (u = 2,5539). Potom obdélnik Op06w mé thlopiitku
dlouhou v/13, obsahuje celou oblast €, &m podle (#) neobsahuje bod A, neboli z oblasti « lze
vyjmout obdélnik Op031. Z oblasti a pak uz zbyde jen O20ul.

Pokradujme. Necht ¢ =+/13 — p2 ({ = 2,5451). Obdélnik O00u¢ ma thlop¥icku+/13 a ob-
sahuje a. Potom podle (#) miZzeme obdélnik 0021¢ (lezici i v oblasti 8 i v obdélniku O00u()
z oblasti § vyjmout a ztistane nam tedy O0(13 jako oblast 3.

Obdélnik O0¢16 m4 thlop¥icku dlouhous/1 + (6 — ¢)2 =4/12, 9361 <+/13. V tomto obdélniku
lezi i oblast 3 i ¢tvereCek C'16 lezici v oblasti v, tedy tento ¢tverecek 1ze z oblasti oblasti v vyjmout,
po ¢emZ ndm v ni zbyde pouze Ctveretek C26.

N[0;6] MI[6:6]

Y 1)

K[0;0] W L[6;0]

Oblasti a - --¢ jsme dostate¢né zmens§ili, abychom mohli provést findlni odhady. DokaZeme,
7e do oblasti a, 3,7, ¢ nelze rozmistit body A, B, C, F tak, aby vzdalenost kazdych dvou byla
v&tsi nebo rovna m (oblasti d, ¢ jsme tedy pouZili ke zmenSeni oblasti «, 3,7, ¢ a nadéle je uz
nebudeme potiebovat).

Usetku spojujici body [a, b], [c, d] si (nefekan&) znatme Uabcd.

Kazdy z bodt B, C, F' m4 prvni slozku nutné vétsi nebo rovnu jedné, na druhou stranu bod A
ma tuto slozku mensi nebo rovnou jedné. Budeme-li tedy tuto slozku u bodu A zmenSovat, urcité
tim nezmengime jakoukoliv vzdédlenost (tedy ani jejich minimum). MiiZeme tedy pfedpoklddat,
7e tato slozka je u bodu A minimadlni, neboli Ze bod A lezi na tseéce U20u0. Analogicky miZzeme
predpokladat, ze bod B lezi na tseéce U003 a bod C na tsetce U1626.

Tedy lze oznadit soufadnice bodt: Ala,0], B[0,b], Clc,6], a € {2;u),b € (¢;3),c € (1;2).
Uvédomme si, Ze ndm staci dokézat, ze kruhy k4, ko se stfedy v bodech A , C' a poloméry
v/13 pokryvaji dohromady celou oblast ¢ (v téch kruzich uZ #4dny dalsi bod lezet nemtiZe, a tak
dostaneme spor). Déle si uvédomme, Ze k tomu, abychom dokézali, Zze zmihované dva kruhy
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pokryvaji oblast ¢, ndm sta&i najit kruh kg se stfedem v bod& GJ[g,6](g9 < ¢) a polomérem+/13,
ktery spoletné& s kruhem k4 pokryje oblast ¢. (TotiZz prvni slozka libovolného bodu oblasti ¢
je nutné vétsi nez prvni slozka bodu C, tedy zdménou bodu C za G se vzdalenosti nezmensi,
neboli vS8echno uvnit¥ ¢, co pokryje kg, pokryje i ko. Vlastnost, Zze kruhy k4 a kg pokryvaji
oblast ¢, pfevedme jeSté na jinou postacujici podminku, a sice, Ze jim odpovidajici kruZnice
maji prisetik v opatné poloroving urené pfimkou p (pfimku p definujme jako pFimku urcenou
usetkou U3443), nez lezi oblast ¢. Ze to stadi, je vidét z obrazku (kdy# si ho nakreslite), korektni
zdGvodnéni neni tézké, vyzaduje pouze trochu technického usili, tedy budete-li chtit, snadno si ho
odvodite. Jelikoz kruhy uz nebudeme potiebovat, budeme nadéle k4, kg znacit kruznice urcené
témito kruhy.

Inu, opét si hrajme s odhady. Body A, B maji mezi sebou vzdalenost alespoih m >+/13, ¢ili
a? + b2 > 13,

b2 > 13 —a?,
13 — a2 > 0(a €< 25 >),

b >v13 — a2.

I body B a C maji mezi sebou vzdalenost alespoiiv/13, ¢im
(6 —b)%+c? > 13
2
2 >13—(6-b)2>13— (6—\/13—(12) .

Nyni dokdZeme, Ze
() :a—c<2,8(a—2),

neboli
c¢>5,6—1,8a,
1,8a < 5,6,
2> (5,6 —1,8a)2,
protoze

2
2> 13— (6 V13— a2) ,
staci dokazat

2
13 — (6 /13— a2) > (5,6 — 1,8a)2,

coz dokdzeme posloupnosti ekvivalenci.

1325 — 25 (6 V13— a2)2 > (28 — 9a)?,

13- 25 — 900 + 300//13 — a2 — 13 - 25 + 25a% > 784 — 504a + 81a?,
300/13 — a2 > 1684 — 504a + 5642,

75/13 — a2 > 421 — 126a + 14a°.
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a < 3, &imz je 421 — 126a + 14a? kladné:
5625(13 — a?) > (421 — 126a + 14a?)”,

73125 — 56250 > 177241 — 106092a + 27664a> — 35284 + 196a?,
196a* — 35284 + 3328942 — 1060924 + 104116 < 0.

Nagim cilem je dokézat, Ze pro a € (2, ) tato nerovnost plati. To bychom mohli dokdzat pomoci
néjakych velmi dobrych odhadi. Dalsi moZnost je funkci

f(a) = 196a* — 3528a° + 3328942 — 106092a + 104116
dvakrat zderivovat, dostaneme funkci:
f""(a) = 2352a% — 21168a + 66578 = 2(1176a — 10584a + 33289).

Piitem# snadno dokdzeme, %e f”(a) > 0 pro viechna redlna a, totiz diskriminant kvadratické
rovnice
1176a? — 10584a + 33289

mé hodnotu
D =105842 — 4 - 1176 - 33289 = —44570400 < 0,

tedy tato funkce nemd koten, a protoze ma kladny koeficient u kvadratického ¢lenu, je kladné.
Protoze je druhd derivace funkce

f(a) = 196a* — 3528a> + 332894 — 1060924 + 104116

kladnd, znamena to, Ze je tato funkce ryze konvexni, a tedy mé nejvysSe dva redlné koreny. Déle
f(2) =0, f(2,57) = —5.84601804, f(3) = 6061, tedy tato funkce m4 kofen 2 a kofen r € (2,57;3),
7adny jiny kofen nem4, ¢im je nutné na (2;2,57) zdpornd, tedy i na (2; u) zdporna (u = 2,5539).
Tim je (&%) dokdzano.

Vime tedy (&), Zze ¢ > 5,6 — 1,8a. Volme GJg,6], kde g = 5,6 — 1,8a (tedy g < c¢). Stadi
tedy dokdzat, Ze kruznice k4 a kg maji prisetik P[z,y], kde P leZi v opa¢né poloroviné ur&ené
pfimkou p ne% oblast ¢. Snadno nahlédneme, Ze piimka p : {[z’,y'],[z,4'] € p} je uréena rovnici
z' +y =7 a oblast ¢ le#{ v poloroving =’ + 3’ < 7. Stadi tedy dokézat, Ze z +y > 7.

KruZnice k4 ma rovnici:

(x —a)® +y*> =13.

KruzZnice kg ma rovnici:
(z—9)*+(y—6)°=13.

VyfeSenim této soustavy rovnic ziskdme priseciky kruznic k4, kg. Oznacme (za Gelem ziskavani
jednodusgich vyrazi) (A):
z=z—a

d=2,8(a—2)=a—(5,6—-1,8a) =a—g,
soustavu jsme pievedli na (1):

22+y2:13
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a (2):

(z+d)* + (y — 6)? = 13.
Toto jsou rovnice kruznic &'y, ki, v roviné uréené osami z a y. Obé maji polomér 13, k/; m4 stfed
[0,0], kr; ma stfed [—d, 6]. Oba jejich priise¢iky lezi na piimce kolmé na spojnici jejich stiedii
a prochdzejici stfedem této spojnice (tato pfimka se nazyvéa chorddla). Snadno se odvodi rovnice
této chordaly (bez geometrického ndhledu bychom tuto rovnici ziskali ode¢tenim rovnic (1) a (2),

nicméné geometricky ndhled umozni lépe si uvédomovat n€které vlastnosti, naptiklad, Ze reSeni
(1) a (3) je uz i feSenim (1) a (2)), kterd je (3):

—§2+3+£
Y=5% 12’

neboli (3):
12y = 2dz + 36 + d2.

Misto toho, abychom Fegili soustavu rovnic (1), (2), sta¢i tedy vyresit jednodussi soustavu (1), (3).
Zajimé nés jist8 priseéik s kladnym y, tedy z (1) mame:

y=v13 — 22,
dosazenim do (3):
12/13 — 22 = 2dz + 36 + d?,

umocnénim:
144(13 — 22) = 4d?2% + 144dz + 362 + 72d> + d* + 4d®z,

(4d? + 144)22 + (4d® + 144d)z + d* + 72d? — 576 = 0,

zajimé nds priisecik s v&t§im z, tedy (4):

—(4d3 + 144d) +\/ (4d3 + 144d)? — 4(4d? + 144)(d* + 72d% — 576)

= 2(4d2 + 144) ’

neboli:

T3 2(4d2 + 144) ’

d +\/(4d2 + 144)(4d* + 144d% — 4d* — 288d2 + 2304)

a poté (4):

_d | \/(d®+36)(—d? +16)
=yt (@2 + 36) '

Nyni si vyjadd¥eme a pomoci d, a sice z (A) plyne, Ze

4y
a = —— .
2,8

Nyni si vyjddieme x + y pomoci d:
2 d 2

d d d
= = - 34— = — 424 = 34— =
r+y=z+a+y z+a+62+ +12 Z+2,8+ +62+ +12
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d d  _\/(d?+36)(—d? + 16)) d d?
=(14+=-)(-=+3 5 —
<+6)( 2t (d? + 36) + +2,8+12

P¥itom prvni rovnost plyne z (A), druhé plyne z (3), v t¥eti se dosadilo za a a ve &tvrté za z.
Potom pro dikaz z + y > 7 sta¢i dokdzat, Ze

d d  A/(d?+36)(—d? + 16)) d d?
1+-)(-=+3 — >
(+6)< 2t (d? + 36) +2,8+12_

Jests si uvédomme, Ze a € (2, u), a tak podle (A) d € (0;2,8(u—2)), kde 2,8(u—2) = 1,5509.
Nyni uz zmihovanou nerovnost dokdzeme posloupnosti ekvivalenci.

(Hg) <7g+3\/(d2 +36)(—d2+16))+ d +f22’

(d? + 36) 2,8 12

2 —dZ+1 11
(1+§)3\/(d + 36)( d+6)22+d(__ )

6 (d2 + 36) 2 2,8

vynasobme rovnici 14,

7d\ _+/(d% + 36)(—d? + 16)
(14+§)3 (@ 1 36) > 28 +d(7 —5),

vyrazy na obou stranach jsou kladné,

7d\? (—d2 + 16) 9
9(14+—) ~——— 2 >(28+2d
( +3) (d? + 36) z (28+2d)7,

d? + 36 >0,
(42 4 7d)?(—d? + 16) > (d? + 36)(28 + 2d)?,
(49d% + 588d + 1764)(—d? + 16) > (d? + 36)(4d> + 112d + 784),
—49d* — 588d> — 980d> + 9408d + 28224 > 4d* + 112d> + 928d> + 4032d + 28224,
53d* + 700d% + 1908d? — 5376d < 0.

Funkci
f(d) = 53d* + 700d® + 1908d% — 5376d

opét dvakrat zderivujeme, dostaneme:
f"(d) = 636d% + 4200d + 3816 = 12(53d% + 350d + 318),

druhd derivace je pro nezapornad d kladna, ¢ili funkce f v nezdpornych éislech ryze konvexni,
tedy tam md nejvyse dva redlné kofeny. AvSak f(0) =0, f(1,6) = —502,5792, f(2) = 3328, tedy
tato funkce mé kofen nulu a daldi kofen na intervalu (1, 6;2), Zadny jiny kofen nemd, a tak je
nutné na intervalu (0; 1, 6), tedy i na intervalu (0; 2, 8(u — 2)) nekladnd, coZ je v8e, co jsme chtéli
dokazat. Gratuluji v8em, kteri se dostali az sem.

Poznamky k dodlym fefenim: Ulohu jsem hodnotil po jednom bodu za &sti ve tietim patie
a v patém patie a tfemi body za nejobtiZnéjsi Cast v Sestém patfe. Situace v Sestém patie se
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stala téz8i, nez se pivodné predpoklddalo, a tak se ji nikomu z FeSitelt nepodarilo vytesit. AvSak
i t¥eti a péaté patro bez chyb vytesili pouze Honza Molaéek a Vita Kala, a tak bodovy thrn
z tlohy nebyl nijak zv1ast vysoky (n&ktefi FeSitelé se viibec neobté&Zovali zdivodhovat, Ze jimi
nalezené feSeni je optimélni). Nakonec jsem udé&loval bod jen za (oba) spravné obrazky u prvni
a druhé ¢asti a bod za spravny obrazek u tfeti ¢asti.

7.dloha (18, 5, 1.00, 1.0)
Lubos si ndhodné zvoli celé ¢islo od 1 do K a chce je sdélit Dinovi. Jejich prostfednik Martin
v8ak souhlasil pouze s nasledujicim postupem: Nejdiive donese LuboSovi Sachovnici o rozmérech
8 X 8, jejiz n&kterd policka jsou obarvena bile a ostatni &erné (libovolnym zptisobem). Lubog si
vybere jedno policko, jehoZz barvu zméni. Poté Martin donese Sachovnici Dinovi a ten si ji mize
prohlédnout. Najdéte optimélni K, tedy nejvétsi mozné takové, aby Dino vZzdy mohl urcit, které
¢islo si Lubo§ myslel, pokud se predem domluvi na strategii.

Lubo§ zméni jedno z 64 policek, miize tedy rozlisit maximalné 64 &isel, jinak by dvéma ¢islim
piislusela tatdZ zména a Dino by nemél moznost zjistit, které z nich si Lubo§ myslel.

Nyni si ukdZeme, jak rozlisit pravé 64 cisel. Ocislujme si poli¢ka Sachovnice 0, ..., 63 (toto
o&islovéni je pevné a Dino s LuboSem se na n&m piedem dohodnou), kazdému z nich p¥ifadme jeho
dvojkovy zéapis doplnény na Sest cifer (tedy 0 = 000000, 25 = 011001, 63 = 111111). Déle ¢erné
prifadme 1 a bilé 0. M&jme n&jaké obarveni achovnice, tedy kazdému policku jsme ptifadili nulu
nebo jednic¢ku. Necht a; je zbytek po dé&leni dvéma souctu hodnot téch policek, jejichZ oznadeni
m4 na i-tém mist& nulu. Necht si nyni Lubo§ mysli ¢islo z z {0, ...,63} a jeho zépis ve dvojkové
soustaveé je b1 babzbabsbe. Nyni LuboSovi staci zménit barvu policka cicacscacsce, kde ¢; je jedna
v pripadé a; = b; a nula v ptripadé& a; # b;. Zménou tohoto poli¢ka totiz Lubo§ zméni ta a;, kterd
byla riiznd od b; (zménou piislu§nych soucti o jedna se zméni zbytek po déleni dvéma z nuly na
jedna ¢i naopak). Nyni jiz a1a2a3a4a5a6 bude dvojkovym zépisem &isla, které si Lubo§ mysli,
a tedy Dino si toto ¢islo snadno z obarveni Sachovnice spocita.

Poznamka: Pokud se vam toto feSeni zdd neintuitivni a ,spadlé z nebe“, mize vim pomoci
nasledujici. Ony Sestice nul a jedni¢ek miZeme interpretovat jako soufadnice v Sestirozmérném
prostoru, pri¢emz policka jsou pravé vrcholy jednotkové krychle a divime se na sou¢ty hodnot
vrcholii téch stén, které obsahuji vrchol [0,0,0,0,0,0]. Pokud je pro vas obtiZzné si predstavit
Sestirozmérnou krychli, zkuste si rozmyslet analogii v roviné€ a prostoru, kdy v roviné jde o jed-
notkovy Ctverec a rozlisSime Ctyii ¢isla a v prostoru jde o jednotkovou krychli a rozliSime osm
Cisel.

Pozndmky k doSlym feSenim: ReSitelé se rozdélili do tIi skupin. V jedné byli ti, kteri zadani
viibec nepochopili, v druhé ti, ktefi sice ilohu pochopili, nicméné nevytesili, ve tfeti skupiné pak
zistalo asi pét Tesitelt, kteti priklad i vytesili.

8.tloha (8, 4, 2.00, 1.0)
Je dan trojuhelnik ABC, uvnitf néj volme bod H. Priise¢iky pfimek AH, BH, CH po fadé se
stranami BC, CA, AB oznaéme po fadé D, E, F. Déle ozna¢me a, b, ¢ délky tsetek BC, CA,
AB a s polovinu obvodu trojihelnika ABC. Urcéete optimdlni polohu bodu H, pro kterou je
vyraz
|[AH|(s —b)(s —¢) |BH|(s—a)(s—c) |CH|(s—a)(s—b)
|[DH|(s — a) |EH|(s — b) |FH|(s— ¢)

minimalni.
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K FeSeni budeme vyuzivat geometrii hmotnych bodi, proto nejprve zopakujeme néjaké pojmy
a né&jakd tvrzeni. Jejich dikazy zde nebudeme zminiovat, nicméné jsou pomérné lehké. Pokud je
chcete nékde nalézt, popr. se dozvédét néco vice o geometrii hmotnych bodi, mize vim poslouzit
napfiklad seridl pfed dvéma roky.

Soustavou hmotnych bodii rozumime mnozinu S = {[A1,m1],[A2,ma], -+ ,[An,mxn]}, kde
A; jsou body v roviné (prostoru) am; jsou hmotnosti bodi A;, m; € R. Hmotnosti ms soustavy S

rozumime soucet mg = Z m;. T&Zistém soustavy S rozumime bod T's, pro ktery Z m;T; A =0
i=1 i=1

nasledujici vety jako predpoklad.

Déle plati jednoduché tvrzeni (Q) Je li S = {[A, mA] [B mB}} soustava, ms ;é 0, potom

a spliiuje Tmn—B = |‘TZ§|‘
Véta (&) (O skladani): Je-li S = {[A1,m1],[A2,m2], - ,[An,myn]} soustava s hmotnosti
mgs # 0 a t8zi§tém Ts, k < na S’ = {[A1,m1],[A2,ma], - ,[Ak, mk]} jeji podsoustava s hmot-

nosti mg’ # 0 a t&istém Ts’, potom T je t8zistém soustavy S” = {[Ts’,ms’], [Ak+1,Mpt1],
[Aktosmpgals -5 [An, mal}

Véta (<>) Je-li X vnitini bod trojﬁhelniku ABC potom existuje soustava S = {[A mA]

Nyni mame dostatek prostfedkt k tomu, abychom tlohu pomoci geometrie hmotnych bodu
mohli vyfesit. Vyrazy (s —a), (s — b), (s — ¢) jsou z trojuhelnikové nerovnosti kladné. Oznacme:

- (s—b)(s—c)’mZZ (s—a)(s—c)7m3: (s—a)(s—b).
(s—a) (s=1b) (s—¢)
Podle véty () je bod H t&zi8t&m né&jaké soustavy S = {[A,ma], [B,mpB], [C,mc]}, ma, mp,
m¢e > 0. Potom ozname S’ soustavu S’ = {[B,mg],[C,mc]}, Ts' jeji t&zists. Z vty (&) je

H t&7i8tém soustavy S” = {[A,ma],[Ts’,mp + mc]} Podle tvrzeni (&) (pro soustavy S’, S')
Ts' € BC a H € ATs’. Tim je bod Ts’ bodem D. Podle tého% tvrzeni (pro S”) je:

\AH\_mB+mc
|DH| ~ ma

Analogicky:

\BH|_mA+mc \CH\_mA+mB
|EH| ~ mp  |FH|  m¢
Nyni uz jen:
|AH| (s —b)(s —c)  |BH|(s—a)(s—c) , |CH|(s—a)(s—b) _
IDH| (s —a) |[EH| (s—b) |[FH| (s—¢)
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_ |AH| , |BH| , |CH| , mB+mCm2

ma +mgo o ma+mp o
= mj m3 m3 = 1+ my + m3 =
|DH| |EH]| |FH]| ma mp mc
mp ma me .,  ma me o  MB .
(e ) s (Bt ) 1 ()
ma mp ma mg mp me

> 2(mima + mima + mams),
coz je vyraz nezavisly na poloze H. P¥i posledni tpravé jsme pouzili AG-nerovnost. Rovnost
nastava, pravé kdyz mq = kmi,my = kma, m. = kmgs pro néjaké kladné k. Tedy, aby byl vyraz
AH| . BH| . CH| .
AH| o IBH| o CH]

bodt dotyku kruZnice vepsané. (Mimo jiné se tim ukdze, Ze se tyto t¥i spojnice protinaji v jednom
bodé&). Oznalme po fadé X,Y, Z body dotyku kruZnice vepsané trojihelniku ABC na stranich
BC, AC, AB. Snadno se ovéri, Ze:

|AY|=|AZ|=s—a, |BZ|=|BX|=s—b, |CX|=|CY|=s—c

(stadi si uvédomit, ze |AY| = |AZ|, |BZ| = |BX]|, |CX| = |CY| a dopotitat). Déle je Z—f = =2,

&mz je bod Z podle (M) t&zist&m soustavy Sz = {[A,m1],[B, m2]}, obdobné je Y t&zi§tém
Sy = {[A,m1],[C,m3]} a X t&istém Sx = {[B,m2],[C,m3]}. Nyni podle (&) a (M) t&zisté
S ={[A,m1],[B,m2],[C, m3]} lezi na tGsetkdch AX, BY, CZ. Podle véty (O) existuje, ¢imz se
useCky AX, BY, CZ protinaji v jednom bodé H, pro ktery je vyraz

|AH| (s —b)(s — ¢) |BH| (s —a)(s —¢) |CH| (s —a)(s — b)
|DH| (s —a) |EH| (s —b) |FH| (s—¢)

minimalni.
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