
A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 A3. sérieTéma: Optimaliza
eTermín odeslání: 9. prosin
e 20021. úloha (3 body)Dino øeèený Líný dostal zálusk na prin
eznu, musí ale nejdøíve zabít tøi draky. První má 666hlav, druhý 333 hlav a tøetí 670 hlav. Naví
 pokud usekne hlavu prvnímu, naroste nová druhému,pokud druhému, naroste nová tøetímu a pokud tøetímu, naroste nová prvnímu. Aby mìl Dinovùbe
 nìjakou ¹an
i, ve 
hvíli, kdy u¾ drak nemá ¾ádnou hlavu, je mrtvý a nové hlavy mu dálenenarùstají. Poraïte Dinovi optimální strategii, jak proti drakùm bojovat, tedy takovou, abymusel sekat 
o nejménìkrát.2. úloha (3 body)V Trianglánii, kde se v¹e
hny plo
hy mìøí v trojúhelní
í
h, vypukla zlatá horeèka. Divoký Tribillobjevil velká lo¾iska 
enného kovu a 
h
e si zabrat 
o nejvìt¹í pozemek. Má v¹ak k dispozi
i jenplot o dél
e 600 metrù. Poraïte Tribillovi optimální vyu¾ití plotu, tedy takové, aby jím ohranièiltrojúhelníkové území o 
o nejvìt¹ím obsahu.3. úloha (3 body)Martin hraje hru, v ní¾ si volí reálné èíslo p a následnì získá tolik bodù, kolik èiní souèet v¹e
høe¹ení rovni
e x4 � 4x3 + 5x2 � 2x = p v reálný
h èísle
h. Poraïte Martinovi v¹e
hny optimálnívolby p, tedy takové, pøi ni
h¾ získá maximální mo¾ný poèet bodù.4. úloha (5 bodù)Pøi pokusu o loupe¾ v ob
hodním domì V¹e
hnomáme bylo zadr¾eno a následnì usvìdèeno nzlodìjù. Soud
e v¹ak neví, 
o 
htìli ukrást, nemù¾e tedy spravedlivì rozhodnout, jak je potrestat.Nakone
 vymyslel tento postup: Zlodìji se mohou nejdøíve poradit, potom ka¾dý øekne kladnéreálné èíslo (i-tý zlodìj øekne èíslo xi). Soud
e urèí hodnotu výrazulogn (x1 + x2 + � � �+ xn)� 1n logn (x1 � x2 � � �xn)a to bude poèet mìsí
ù, které ka¾dý ze zlodìjù stráví ve vìzení. Poraïte lupièùm optimální èísla,která mají soud
i sdìlit, tedy taková, ¾e ve vìzení stráví nejmen¹í mo¾ný poèet mìsí
ù.Pro su
hary: Pro dané pøirozené n naleznìte kladná èísla x1, x2, : : : , xn taková, aby výrazlogn (x1 + x2 + � � �+ xn)� 1n logn (x1 � x2 � � �xn)byl nejmen¹í mo¾ný.5. úloha (5 bodù)Farmáø Pavel vlastní obrovský ètver
ový pozemek rozdìlený na n � n men¹í
h políèek, kde nje dvoj
iferné pøirozené èíslo (pøi lete
kém pohledu tedy vypadá jako ¹a
hovni
e n � n). Pavelse na
hází na levém horním políèku a 
htìl by postupnì projít v¹e
hna políèka a podívat se,jak se na kterém daøí rostlinám, je¾ tam zasadil. Má k dispozi
i superry
hlé vzná¹edlo, kteréi



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Amá ov¹em pár nevýhod. Umí létat pouze ve svislém a vodorovném smìru a nepøeletí ví
e ne¾dvì políèka (je-li tedy Pavel na políèku (1; 1) a letí vodorovnì, dostane se na jeden let nejdálena políèko (4; 1)), potom musí pøistát a doplnit palivo. Naví
, proto¾e je vzná¹edlo superry
hlé,v¾dy pøeletí alespoò jedno políèko (tedy není mo¾né pøeletìt hned na políèko sousední). PoraïtePavlovi optimální 
estu, jak svùj pozemek proletìt na 
o nejmen¹í poèet pøeletù tak, aby se vrátilna vý
hozí políèko.Pro su
hary: Jak projít ¹a
hovni
i o rozmìre
h n � n, kde n je dvoj
iferné pøirozené, a vrátitse na vý
hozí pole, mù¾ete-li skákat pouze vodorovnì a svisle ob jedno èi ob dvì pole, tak, abypoèet provedený
h skokù byl 
o nejmen¹í?6. úloha (5 bodù)Ve mìstì Nemajserádi v Popudlivé uli
i stojí osamo
ená budova se ètver
ovým pùdorysem. Vetøetím patøe sídlí zástup
i velký
h mezinárodní
h spoleèností Antipatie, Paranoia a Top Se
ret,jeliko¾ jeden druhému nevìøí, 
htìjí mít od sebe 
o nejvìt¹í vzdálenosti. Naleznìte (alespoòjedno) jeji
h optimální rozmístìní, aby minimální ze vzdáleností libovolný
h dvou byla 
o nejvìt¹í.V pátem patøe sídlí zástup
i men¹í
h �rem Averze, Introvert, Já & Já, Odpor a Samotáøi. Ani ti sivzájemnì nevìøí, a tak opìt 
htìjí, aby minimální ze vzdáleností libovolný
h dvou byla 
o nejvìt¹í.Koneènì v ¹estém patøe sídlí drobní ob
hodní
i pan Bruèoun, pan Háklive
, paní Nepøívìtivá,pan Odpudivý, sleèna Pla
há a pan Protivný. I ti po vás 
htìjí, abyste je po ètver
ové místnostirozmístili tak, ¾e minimální vzdálenost jaký
hkoliv dvou bude 
o nejvìt¹í.Pro su
hary: Umístìte do ètver
e postupnì tøi, pìt a ¹est bodù tak, aby v¾dy vzdálenost nejbli¾-¹í
h dvou byla maximální mo¾ná.7. úloha (5 bodù)Lubo¹ si náhodnì zvolí 
elé èíslo od 1 do K a 
h
e je sdìlit Dinovi. Jeji
h prostøedník Martinv¹ak souhlasil pouze s následují
ím postupem: Nejdøíve donese Lubo¹ovi ¹a
hovni
i o rozmìre
h8 � 8, její¾ nìkterá políèka jsou obarvena bíle a ostatní èernì (libovolným zpùsobem). Lubo¹ sivybere jedno políèko, jeho¾ barvu zmìní. Poté Martin donese ¹a
hovni
i Dinovi a ten si ji mù¾eprohlédnout. Najdìte optimální K, tedy nejvìt¹í mo¾né takové, aby Dino v¾dy mohl urèit, kteréèíslo si Lubo¹ myslel, pokud se pøedem domluví na strategii.8. úloha (5 bodù)Je dán trojúhelník ABC, uvnitø nìj volme bod H. Prùseèíky pøímek AH, BH, CH po øadì sestranami BC, CA, AB oznaème po øadì D, E, F . Dále oznaème a, b, 
 délky úseèek BC, CA,AB a s polovinu obvodu trojúhelníka ABC. Urèete optimální polohu bodu H, pro kterou jevýraz jAHj(s� b)(s� 
)jDHj(s� a) + jBHj(s� a)(s� 
)jEHj(s� b) + jCHj(s� a)(s � b)jFHj(s� 
)minimální.
ii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 AØe¹ení 3. série1. úloha (73, 65, 2:00, 3:0)Dino øeèený Líný dostal zálusk na prin
eznu, musí ale nejdøíve zabít tøi draky. První má 666hlav, druhý 333 hlav a tøetí 670 hlav. Naví
 pokud usekne hlavu prvnímu, naroste nová druhému,pokud druhému, naroste nová tøetímu a pokud tøetímu, naroste nová prvnímu. Aby mìl Dinovùbe
 nìjakou ¹an
i, ve 
hvíli, kdy u¾ drak nemá ¾ádnou hlavu, je mrtvý a nové hlavy mu dálenenarùstají. Poraïte Dinovi optimální strategii, jak proti drakùm bojovat, tedy takovou, abymusel sekat 
o nejménìkrát.Na zaèátku sekání mají dra
i 
elkovì 1669 hlav. Aby vùbe
 nìjaké hlavy mohly zaèít ubývata jen se nepøemis»ovaly, je tøeba, aby nìkterý drak nemìl ¾ádnou hlavu, na tom pak nebudoudal¹í pøibývat, kdy¾ je "pøed
hozímu" budeme sekat. Proto musíme zbavit nìjakého draka v¹e
hhlav, 
o¾ se nám jistì podaøí nejry
hleji, kdy¾ budeme sekat hlavy tomu drakovi, který ji
h mánejménì. Minimálnì tedy potøebujeme 333 seknutí, aby
hom druhého draka zbavili v¹e
h hlav,a potom dal¹í
h 1669 seknutí, aby
hom usekli v¹e
hny hlavy, pøesnìji nejdøíve usekneme v¹e
h666 hlav prvnímu drakovi a poté 1003 tøetímu (pùvodní
h 670 plus 333, je¾ þpøijalÿ od druhého).Celkovì tedy potøebuje Dino 2002 seknutí.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Øe¹ení úlohy se mìlo skládat z návrhu konkrétního postupu a dù-kazu, ¾e tento je nejlep¹í. To si nìkteøí øe¹itelé neuvìdomili, tak¾e zatím
o onu optimální strategiipopsali v¹i
hni (1 bod), u druhé èásti jsem se setkal se v¹ím od úplného ignorování (+0 bodù)pøes rùzná mlhavá odùvodnìní (

a +1 bod) a¾ po nezvratné dùkazy (+2 body).Dost øe¹itelù odùvodòovalo optimalitu postupu prùbì¾nì s jeho popisem, 
o¾ rozhodnì napøehlednosti nepøidalo. Nejhezèí (podle mì) øe¹ení je takové:1) Potøebuji nejménì 2002 sekù, proto¾e : : : (dùkaz).2) Na 2002 sekù to jde takhle : : : (postup).2. úloha (63, 35, 1:00, 2:0)V Trianglánii, kde se v¹e
hny plo
hy mìøí v trojúhelní
í
h, vypukla zlatá horeèka. Divoký Tribillobjevil velká lo¾iska 
enného kovu a 
h
e si zabrat 
o nejvìt¹í pozemek. Má v¹ak k dispozi
i jenplot o dél
e 600 metrù. Poraïte Tribillovi optimální vyu¾ití plotu, tedy takové, aby jím ohranièiltrojúhelníkové území o 
o nejvìt¹ím obsahu.V øe¹ení vzu¾ijeme nìkolika faktù. Pøednì Heronova vzor
e: Jsou-li a, b, 
 strany trojuhelnikaa s = 12 (a+ b+ 
), pak pro jeho obsah platí S =ps(s� a)(s� b)(s� 
). Dal¹í, 
o se nám budehodit, je AG-nerovnost: Pro nezáporná èísla a1, a2, : : : , an platínpa1a2 � � �an � 1n (a1 + a2 + � � �+ an);pøièem¾ rovnost nástává v pøípadì, kdy jsou v¹e
hna èísla a1, a2, : : : , an stejná.Budeme-li nyní 
htít maximalizovat obsah trojúhelníka, je to jistì toté¾ jako maximalizovatjeho druhou mo
ninu, tedy podle Heronova vzor
e výraz s(s � a)(s � b)(s � 
), pøièem¾ mámedáno s = 300m. Jes(s� a)(s� b)(s� 
) � s� 13 (s� a+ s� b+ s� 
)�3 = s427 ;iii
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nìnou na tøetí) na èísla (s� a), (s� b), (s� 
) (kterájsou kladná, nebo» strana trojúhelníka je men¹í ne¾ polovina jeho obvodu). Máme ale na pravéstranì konstantu, na¹li jsme tedy maximální mo¾nou hodnotu obsahu Tribillova pozemku, tétose podle AG-nerovnosti dosáhne v pøípadì s � a = s � b = s � 
, tedy a = b = 
, optimálnímvyuzitím plotu bude proto rovnostranný trojúhelník, v Tribillovì pøípadì se stranou délky 200metrù.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Hodnì øe¹itelùm jsem strhl imaginární bod za jednu z tì
hto dvou
hyb: Pou¾ili AG-nerovnost, ale nenapsali, ¾e jsou splnìny pøedpoklady { v¹e
hny èleny musí býtnezáporné. Hledali globální maximum nìjaké funk
e pomo
í deriva
e, kterou polo¾ili rovnu nule.Koøen rovni
e bez dùkazu prohlásili za globální maximum.3. úloha (28, 16, 1:00, 2:0)Martin hraje hru, v ní¾ si volí reálné èíslo p a následnì získá tolik bodù, kolik èiní souèet v¹e
høe¹ení rovni
e x4 � 4x3 + 5x2 � 2x = p v reálný
h èísle
h. Poraïte Martinovi v¹e
hny optimálnívolby p, tedy takové, pøi ni
h¾ získá maximální mo¾ný poèet bodù.Výraz na levé stranì nejprve upravíme:x4 � 4x3 + 5x2 � 2x = x2(x2 � 4x+ 4) + x2 � 2x = x2(x� 2)2 + x(x� 2)= x(x� 2)(x2 � 2x+ 1) = (x� 1)2x(x� 2) = (x� 1)2(x2 � 2x+ 1� 1) == (x� 1)4 � (x� 1)2 :Odtud je patrno, ¾e je-li x øe¹ením rovni
e(x� 1)4 � (x� 1)2 = p;potom je ((2 � x)� 1)4 � ((2 � x)� 1)2 = p;tedy i 2 � x je øe¹ením. Funk
e 2 � x je prostá, èím pro rùzná x dostáváme i rùzná 2 � x. Má-li tedy rovni
e k øe¹ení: x1; x2; � � �xk, potom jsou výrazy 2 � x1; 2 � x2; � � � ; 2 � xk øe¹eními.Tyto výrazy jsou rùzné, je ji
h k, èili mno¾ina f2� x1; 2� x2; � � � ; 2� xkg je shodná s mno¾inoufx1; x2; � � � ; xkg. Oznaème s souèet v¹e
h øe¹ení, potom2s = s+ s = x1 + x2 + � � �xk + (2 � x1) + (2 � x2) + � � �+ (2� xk) == 2 + 2 + � � �+ 2| {z }k = 2k:Odtud s = k, a tak se Martinovi vyplatí volit p tak, aby byl poèet øe¹ení maximální.Zkoumejme tedy, kolik mù¾e mít(x� 1)4 � (x� 1)2 � p = 0øe¹ení. Proveïme substitu
i y = (x� 1)2 . Dostáváme:y2 � y � p = 0:iv



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 ATato kvadrati
ká rovni
e má øe¹ení: y1;2 = 1�p1 + 4p2Aby
hom mìli maximální poèet øe¹ení, potøebujeme ze vztahu y = (x�1)2, aby tyto dva výrazybyly dva rùzné kladné výrazy. V první øadì tedy (výraz pod odmo
ninou musí být de�nována kladný (pro nulu by
hom nedostali rùzné výrazy y1, y2)): 1 + 4p > 0, p > � 14 . Dále1 +p1 + 4p2 > 0;
o¾ platí v¾dy, nebo» souèet dvou kladný
h výrazù je kladný. A naposledy1�p1 + 4p2 > 01 >p1 + 4p:Výrazy jsou kladné, èili je mù¾eme umo
nit:1 > 1 + 4pp < 0:Pro p 2 �� 14 ; 0� má tedy rovni
e maximální mo¾ný poèet øe¹ení (a to 4), pro jiná p ménì,tím pádem se Martinovi vyplatí volit libovolné p z intervalu �� 14 ; 0�.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Objevily se v zásadì dva pøístupy: buï pøímo vypoèítat koøenyrovni
e s parametrem (to skuteènì ¹lo!), nebo zjistit prùbìh polynomu a s vyu¾itím symetrieurèit souèty reálný
h koøenù. ®ádný originálnìj¹í pøístup se nena¹el, tedy takté¾ ¾ádné kladnéimaginární body. Na nìkteré øe¹itele by
h apeloval, aby grafy, které pøi øe¹ení zásadním zpùso-bem vyu¾ívají, komentovali (pokud pou¾ívají rùzné intuitivní vlastnosti, zde napø. polynomù),pøípadnì provedli alespoò nástin výpoètù nezbytný
h ke konstruk
i grafu. Zde spoèívalo vlastnìjediné úskalí úlohy.4. úloha (34, 27, 3:00, 5:0)Pøi pokusu o loupe¾ v ob
hodním domì V¹e
hnomáme bylo zadr¾eno a následnì usvìdèeno nzlodìjù. Soud
e v¹ak neví, 
o 
htìli ukrást, nemù¾e tedy spravedlivì rozhodnout, jak je potrestat.Nakone
 vymyslel tento postup: Zlodìji se mohou nejdøíve poradit, potom ka¾dý øekne kladnéreálné èíslo (i-tý zlodìj øekne èíslo xi). Soud
e urèí hodnotu výrazulogn (x1 + x2 + � � �+ xn)� 1n logn (x1 � x2 � � �xn)a to bude poèet mìsí
ù, které ka¾dý ze zlodìjù stráví ve vìzení. Poraïte lupièùm optimální èísla,která mají soud
i sdìlit, tedy taková, ¾e ve vìzení stráví nejmen¹í mo¾ný poèet mìsí
ù.Pro su
hary: Pro dané pøirozené n naleznìte kladná èísla x1, x2, : : : , xn taková, aby výrazlogn (x1 + x2 + � � �+ xn)� 1n logn (x1 � x2 � � �xn)v



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Abyl nejmen¹í mo¾ný.Zlodìji jsou alespoò dva (jinak výraz v zadání nedává smysl - tedy soud
e by si tento výrazjistì nevymyslel). Nejprve doká¾eme, ¾e zlodìji ve vìzení stráví alespoò mìsí
, tedy, ¾elogn (x1 + x2 + � � �+ xn)� 1n logn (x1x2 � � �xn) � 1:Uvìdomme si, ¾e uvnitø logaritmù, které budeme upravovat, jsou v¾dy kladné výrazy, tedy úpravyjsou korektní. Výraz upravíme na ekvivalentní tvar:logn (x1 + x2 + � � �+ xn)� logn n � 1n logn (x1x2 � � �xn) ;
o¾ je toté¾ jako logn �x1 + x2 + � � �+ xnn � � logn ( npx1x2 � � �xn) :Logaritmy mají základ n > 1, jsou tedy rostou
í a lze je odstranit pøi za
hování nerovnosti.Dostáváme tak známou AG-nerovnost:x1 + x2 + � � �+ xnn � npx1x2 � � �xn;která platí pro libovolná kladná x1, x2, : : : , xn.Díky tomu, ¾e v¹e
hny úpravy byly ekvivalentní, je tvrzení, ¾e zlodìji budou ve vìzení alespoòmìsí
, dokázáno. Právì mìsí
 stráví ve vìzení tehdy, kdy¾ nastane rovnost v pùvodním výrazu,
o¾ vzhledem k ekvivalentnosti úprav znamená, ¾e nastane rovnost v AG-nerovnosti, která¾tonastává, pokud jsou v¹e
hna xi shodná. Zlodìji tedy stráví ve vìzení mìsí
 právì tehdy, kdy¾v¹i
hni sdìlí soud
i toté¾ èíslo.5. úloha (11, 8, 3:00, 5:0)Farmáø Pavel vlastní obrovský ètver
ový pozemek rozdìlený na n � n men¹í
h políèek, kde nje dvoj
iferné pøirozené èíslo (pøi lete
kém pohledu tedy vypadá jako ¹a
hovni
e n � n). Pavelse na
hází na levém horním políèku a 
htìl by postupnì projít v¹e
hna políèka a podívat se,jak se na kterém daøí rostlinám, je¾ tam zasadil. Má k dispozi
i superry
hlé vzná¹edlo, kterémá ov¹em pár nevýhod. Umí létat pouze ve svislém a vodorovném smìru a nepøeletí ví
e ne¾dvì políèka (je-li tedy Pavel na políèku (1; 1) a letí vodorovnì, dostane se na jeden let nejdálena políèko (4; 1)), potom musí pøistát a doplnit palivo. Naví
, proto¾e je vzná¹edlo superry
hlé,v¾dy pøeletí alespoò jedno políèko (tedy není mo¾né pøeletìt hned na políèko sousední). PoraïtePavlovi optimální 
estu, jak svùj pozemek proletìt na 
o nejmen¹í poèet pøeletù tak, aby se vrátilna vý
hozí políèko.Pro su
hary: Jak projít ¹a
hovni
i o rozmìre
h n � n, kde n je dvoj
iferné pøirozené, a vrátitse na vý
hozí pole, mù¾ete-li skákat pouze vodorovnì a svisle ob jedno èi ob dvì pole, tak, abypoèet provedený
h skokù byl 
o nejmen¹í?Mìjme dáno libovolné pevné n > 9. Uká¾eme, ¾e Pavel mù¾e pozemek proletìt tak, ¾e ka¾dépolíèko nav¹tíví právì jednou a posledním pøeletem se vrátí na vý
hozí pole (tím bude zaruèeno,¾e poèet pøeletù bude nejmen¹í mo¾ný). Zaveïme si souøadni
ový systém políèek tak, ¾e pøilete
kém pohledu má levé horní souøadni
e (1; 1) a pravé dolní (n; n), kde první souøadni
eznamená smìr svislý a druhá vodorovný. Pavel tedy zaèíná na políèku (1; 1). V øe¹ení vyu¾ijemenìkolik lemmat. vi
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h tak, ¾e zaèneme na prvním, skonèímena druhém a ka¾dé nav¹tívíme právì jednou.Dùkaz. 1 9 2 8 3 5 7 4 6Lemma. Pro n > 9 umíme proskákat øádek o n políèká
h tak, ¾e zaèneme na prvním, skonèímena posledním a ka¾dé nav¹tívíme právì jednou.Dùkaz.n = 10: 1 4 2 5 3 8 6 9 7 10n = 11: 1 3 5 2 4 6 8 10 7 9 11n = 12: 1 5 2 4 6 3 7 10 8 11 9 12n = 13: 1 5 2 4 6 3 7 11 8 10 12 9 13n = 14: 1 4 2 5 3 8 6 9 7 12 10 13 11 14Vìt¹í n vzniknou z nìkterého z pøed
hozí
h pøípadù pøiètením vhodného násobku pìti, tedykdy¾ pokraèujeme tìmito sekven
emi: 0 3 1 4 2 5 , kde políèko oznaèené 0 v¾dy splývás pøed
hozím posledním.Lemma. Pro li
hé n > 9 umíme proskákat øádek o n políèká
h tak, ¾e zaèneme na pøedposled-ním, skonèíme na posledním a ka¾dé nav¹tívíme právì jednou.Dùkaz. Pro n = 11 máme postup 5 7 4 6 8 3 9 2 10 1 11 . Nyní mù¾eme tutosekven
i prodlu¾ovat tak, ¾e pøidáme na kone
 dvì políèka, z pøedposledního skoèíme na pùvodnípøedposlední a z pùvodního posledního na poslední (tak se dostal pøípad n = 11 z n = 9).Dostaneme tak tedy postupy pro v¹e
hna li
há èísla vìt¹í ne¾ 9.Proskákání pro n políèek z první
h dvou lemmat budeme znaèit Pn, opaèný postup (tedy odposledního k prvnímu) Pn, 
estu z posledního lemmatu Qn.Nyní ji¾ k samotnému skákání. Mìjme tedy pevné n. Budeme pro
házet první øádek podlePn. Pøitom po ka¾dém skoku projdeme 
elý sloupe
 a¾ na dolní políèko, v sudý
h sloup
í
h podlePn�1, v li
hý
h podle Pn�1. Tedy skoèíme podle Pn z (1; 1) na (1; a), v tomto sloup
i podlePn�1 na (n� 1; a) (pro n = 10 je Pn�1 = P9 výjimka, nebo» 
ílové pole není poslední, av¹ak tonám, jak uvidíme, nevadí), pokraèujeme v øádku podle Pn na (n � 1; b), v tomto sloup
i podlePn�1 na (1; b), : : :Je-li n sudé, po proskákání pøedposledního sloup
e (podle Pn) skoèíme do posledního sloup
ea o
itneme se na pozi
i (n; 1) (a nebo» 10 je sudé èíslo, výjimeènost P9 nám opravdu nevadila).Nyní nám ni
 nebrání proskákat poslední sloupe
 podle Pn, dolní øádek podle Pn a první sloupe
podle Pn zpìt na vý
hozí pole. Je také vidìt, proè jsme si ne
hávali poslední sloupe
 volný {aby
hom mìli þúnikovou 
estuÿ.V pøípadì li
hého n se o
itneme v posledním sloup
i na pozi
i (n � 1; n). Proto pou¾ijemeQn pro proskákání tohoto sloup
e a potom opìt pøes poslední øádek a první sloupe
 doskáèemena start.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Témìø v¹e
hna správná øe¹ení pou¾ívala my¹lenku, je¾ je vyu¾itai ve vzorovém øe¹ení, jeliko¾ je oproti autorovì pùvodní snaz¹í ji zapsat. Franti¹ek Konope
kýzvolil zajímavý pøístup, kdy ukázal, jak proskákat nìkteré malé þelementárníÿ ¹a
hovni
e, a z ni
hvhodným napojováním vytvoøil proskákání 
elé ¹a
hovni
e.6. úloha (34, 6, 0:00, 1:0)vii
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i stojí osamo
ená budova se ètver
ovým pùdorysem. Vetøetím patøe sídlí zástup
i velký
h mezinárodní
h spoleèností Antipatie, Paranoia a Top Se
ret,jeliko¾ jeden druhému nevìøí, 
htìjí mít od sebe 
o nejvìt¹í vzdálenosti. Naleznìte (alespoòjedno) jeji
h optimální rozmístìní, aby minimální ze vzdáleností libovolný
h dvou byla 
o nejvìt¹í.V pátem patøe sídlí zástup
i men¹í
h �rem Averze, Introvert, Já & Já, Odpor a Samotáøi. Ani ti sivzájemnì nevìøí, a tak opìt 
htìjí, aby minimální ze vzdáleností libovolný
h dvou byla 
o nejvìt¹í.Koneènì v ¹estém patøe sídlí drobní ob
hodní
i pan Bruèoun, pan Háklive
, paní Nepøívìtivá,pan Odpudivý, sleèna Pla
há a pan Protivný. I ti po vás 
htìjí, abyste je po ètver
ové místnostirozmístili tak, ¾e minimální vzdálenost jaký
hkoliv dvou bude 
o nejvìt¹í.Pro su
hary: Umístìte do ètver
e postupnì tøi, pìt a ¹est bodù tak, aby v¾dy vzdálenost nejbli¾-¹í
h dvou byla maximální mo¾ná.Rohy místnosti oznaèíme K, L, M , N (K a M jsou protìj¹í).Zaènìme ve tøetím patøe. Oznaème K1 2 LM , K2 2 MN body takové, ¾e j^LKK1j =j^NKK2j = 15Æ.Potom z osové soumìrnosti podle pøímky KM je jKK1j = jKK2j, dále j^K1KK2j = 60Æ,tedy trojúhelník KK1K2 je rovnostranný, oznaème k = jKK1j. Doká¾eme, ¾e rozmístìní �remv bode
h K, K1, K2 je optimální.
K1

K2N

K

M

LDùkaz provedeme sporem. Pøedpokládejme lep¹í rozmístìní. Nejprve si uvìdomme, ¾e mù¾emepøedpokládat, ¾e v onom lep¹ím rozmístìní je u ka¾dé strany ètver
ové podstavy umístìna alespoòjedna �rma. Máme-li toti¾ lep¹í rozmístìní, kde tomu tak není, mù¾eme postupnì ke ka¾dé stranì(u které ¾ádná �rma není) pøisunout k ní nejbli¾¹í �rmu (z bodu F1 do bodu F 01) (je-li ví
enejbli¾¹í
h, vybereme jednu libovolnou), ¾ádná vzdálenost se tím nezmen¹í (vzdálenosti mezineposouvanými �rmami se nezmìní, vzdálenost mezi posouvanou �rmou F 01 a neposouvanou�rmou (v bodì Fi) se zvìt¹í, 
o¾ lze nahlédnout napøíklad z toho, ¾e v tupoúhlém trojúhelníkuFiF 01F1 je proti tupému úhlu FiF1F 01 nejdel¹í strana (tøi body na úseè
e pova¾ujeme za spe
iálnípøípad tupoúhlého trojúhelníku)). V ka¾dé ze ètyø stran ètver
ové podstavy je tedy nìjaká �rma,�rmy jsou tøi, tedy nìkterá (F1) je u dvou stran neboli v rohu. BÚNO (bez újmy na obe
nosti)v rohu K. Je-li dal¹í �rma v rohu, potom existují dvì �rmy mají
í mezi sebou vzdálenost men¹írovnou jKLj < k (jsou-li v sousední
h rozí
h, je to zøejmé, jsou-li v protìj¹í
h rozí
h, kruhy sestøedy v tì
hto rozí
h a polomìry jKLj pokryjí 
elý ètvere
, tedy u¾ nelze umístit tøetí �rmu tak,¾e od nìjaké nebude blí¾e ne¾ jKLj), spor. Není-li dal¹í �rma v rohu, potom jedna �rma (F2) jeumístìna na LM a jedna �rma (F3) je umístìna na MN . Je-li F2 2 LK1, potom jF1F2j � k,spor. Je-li F3 2 NK2, potom jF1F3j � k, spor. Zbývá u¾ jen pøípad, kdy F2 2 K1M , F3 2 K2M ,potom ale jF2F3j � k, spor (zde by bylo mo¾no zdùvodnit i jF2F3j < k, ale není to potøeba).V pátém patøe je situa
e o nì
o snaz¹í. Rozdìlme ètvere
 (osami jeho stran) na ètyøi men¹íviii
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e s prùmìrem jKLjp22 , tedy vzdále-nost libovolný
h dvou �rem uvnitø ètvereèku je men¹í nebo rovna jKLjp22 . Ètvereèky jsou ètyøi,a tedy dvì z �rem jsou v tém¾e ètvereèku, èím je i minimum vzdáleností dvoji
 �rem men¹í neborovno jKLjp22 . Pokud v¹ak �rmy umístíme do vr
holù ètver
e KLMN a do jeho støedu, budouv¹e
hny vzdálenosti vìt¹í nebo rovny jKLjp22 , èím¾ je toto rozmístìní optimální.
N

K

M

LNakone
 se pus»me do øe¹ení situa
e v ¹estém patøe.Pro zaèátek by
h se 
htìl vám, øe¹itelùm, omluvit, nebo» úloha byla o nì
o tì¾¹í, ne¾ jsmepùvodnì pøedpokládali. Pøi øe¹ení této tøetí èásti zkombinujeme pøed
hozí dva pøístupy a pøidámek nim je¹tì nì
o naví
. Pro pohodlnìj¹í zápis oznaème postupnì pana Bruèouna, pana Hákliv
e,paní Nepøívìtivou, pana Odpudivého, sleènu Pla
hou a pana Protivného písmeny A, B, C, D,E, F .Nejprve uká¾eme optimální rozmístìní, potom o nìm doká¾eme, ¾e je optimální. Ono rozmís-tìní bude: A 2 KL tak, ¾e 2jAKj = jALj, B je støed KN , C 2 MN tak, ¾e 2jCN j = jCM j, Dsplývá s M , E splývá s L a F je prùseèík úhlopøíèek obdélníku AEDC.
N

K

M

L

F

A

B

C =D

=EBÚNO (tj. ve vhodné soustavì, ve které budeme vzdálenosti mìøit) je jKLj = 6. Potomsnadno ovìøíme, ¾e nejkrat¹í vzdalenost mezi nìjakými dvìma body jep13. Doká¾eme, ¾e vìt¹íminimum vzdáleností není mo¾né.Pro spor pøedpokládejme, ¾e máme rozmístìní s minimem vzdáleností rovným m, kde m >p13. Rozdìlme pøímkami rovnobì¾nými s KL a KN ètvere
 KLMN na 36 jednotkový
h ètve-reèkù. Proto¾e ho budeme potøebovat i pozdìji, zaveïme si u¾ nyní pravoúhlý souøadni
ovýsystém K[0;0℄; L[6; 0℄;N [0; 6℄. Pro snaz¹í popis znaème jednotkový ètvereèek s vr
holy v bo-de
h [a� 1; b� 1℄; [a; b� 1℄; [a; b℄; [a� 1; b℄ symbolem Cab a nìjaký obdélník s vr
holy v bode
hix
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; b℄; [
; d℄; [a; d℄ (a < 
; b < d) symbolem Oab
d. Na následují
ím obrázku jsou vyznaèenyC23 a O3155.
N[0;6] M[6;6]

L[6;0]K[0;0]

C23 O3155

V¹imnìme si následují
í
h vlastností (v¹e
hny útvary uva¾ujeme vèetnì hrani
e):(~) V libovolném obdélníku o délká
h stran 2, 3 je umístìn nejvý¹e jeden bod. Kdyby tambylo umístìno bodù ví
e, mají od sebe vzdálnost nejvý¹e rovnou dél
e úhlopøíèky (to lze ovìøitnapøíklad z Pythagorovy vìty), která jep13, 
o¾ je spor, ¾e m >p13.(}) Pokryjeme-li ètvere
 KLMN ¹esti obdélníky o délká
h stran 2, 3, potom v ka¾démtakovém obdélníku le¾í alespoò jeden bod. Kdyby v nìjakém z ni
h nebyl ¾ádný bod, potommezi nimi z Diri
hletova prin
ipu existuje obdélník, v kterém jsou dva body, 
o¾ je spor s (~).Uvìdomme si, ¾e KLMNmù¾eme pokrýt ¹esti obdelníky O0023, O2043, O4063, O0326, O2346a O4366 a také obdélníky O0032, O0234, O0436, O3062, O3264 a O3466. Tedy podle (}) a (~)v ka¾dém z onì
h obdélníkù le¾í právì jeden bod.Je¹tì si zobe
níme tvrzení (~) na:(�) V libovolném obdélníku o dél
e úhlopøíèky men¹í nebo rovnép13 je nejvý¹e jeden bod.Dùkaz je stejný jako u tvrzení (~).Nyní rozli¹me dvì mo¾nosti:(i) Ve ètver
i O2244 nele¾í ¾ádný bod.V obdélníku O2043 nutnì nìjaký bod le¾í, proto¾e nele¾í uvnitø O2244, je v obdélníku O2032nebo O3042, BÚNO v obdélníku O3042. V obdélníku O3062 le¾í právì jeden bod, tedy ve ètver
iO4062 u¾ ¾ádný bod nele¾í. V obdélníku O4063 le¾í jeden bod, tedy nutnì le¾í v obdélníku O4263.V obdélníku (~) O3053 le¾í nejvý¹e jeden bod, ov¹em v O3042 u¾ bod le¾í tedy ve ètvereèku C53¾ádný bod není, tedy nutnì ve ètvereèku C63 bod je. V obdélníku (~) O3163 le¾í nejvý¹e jedenbod, ov¹em v C63 u¾ bod le¾í, tedy ve ètvereèku C42 ¾ádný bod není, èím nutnì ve ètvereèkuC41 bod je. V obdélníku O1042 je (~) nejvý¹e jeden bod, ov¹em u¾ C41 obsahuje bod, tedyve ètver
i O1032 ¾ádný bod není. V obdélníku O0032 je právì jeden bod, tedy obdélník O0012obsahuje bod. V obdélníku O0023 je právì jeden bod, tedy v obdélníku O0223 ¾ádný bod není.V obdélníku O0234 je právì jeden bod, èím nutnì O0324 obsahuje bod. V O0124 je (~) nejvý¹ejeden bod, èím nutnì v C12 bod není, a tedy v C11 bod je. Obdobnì se odvodí, ¾e v C66 bodje (staèí vyu¾ít symetrie podle LN). Tedy v ka¾dém z (disjunktní
h) ètvereèkù C11, C41, C63,C66 je právì jeden bod (bylo by mo¾né odvodit, ¾e zbývají
í dva body jsou v C14 a C36, ale tonebudeme potøebovat).Nyní ji¾ snadno odvodíme spor. Oznaème postupnì X1[0; 1℄, X2[p12; 0℄, X3[p12; 1℄, X4[p12;6�p12℄, X5[5; 6�p12℄ , X6[6; 6�p12℄, X7[5; 6℄ body s uvednými souøadni
emi. Potom obdélníkyx
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 X2LX6X4 pokrývají ètver
e C11, C41, C63 a C66. Majíúhlopøíèky po øadìp13,p13 ap2 �6�p12� (snadno si ovìøíte, ¾ep2 �6�p12� <p13). Èili podle(�) obsahují nejvý¹e tøi body, 
o¾ je spor s tím, ¾e C11, C41, C63 a C66 obsahují dohromadyètyøi body.(ii) Ve ètver
i O2244 le¾í nìjaký bod.BÚNO mù¾eme pøedpokládat, ¾e le¾í ve ètvereèku C44. V obdélní
í
h O3365 a O3356 je podle(~) nejvý¹e jeden bod, tedy v ¾ádném ze ètver
ù O4365 a O3456 bod není. Potom v obdélníkuO4366 je právì jeden bod, tedy tento bod je u¾ nutnì ve èvereèku C66. V obdélní
í
h O2346,O1345, O1244, O2144, O3154 a O3264 je podle (~) nejvý¹e jeden bod, ov¹em v¹e
hny obsahujíètvereèek C44, tedy v ¾ádném ze ètvereèkù C2i, Ci2, C3j a Cj3 (kde i 2 f3; 4; 5g; j 2 f3; � � � ; 6g)nele¾í ¾ádný bod. V obdélní
í
h O2043 a O0234 je právì jeden bod, tedy nutnì v obdélní
í
hO2041 a O0214 le¾í nìjaký bod. V obdélní
í
h O2052 a O0225 le¾í podle (~) nejvý¹e jeden bod,tedy ve ètvereè
í
h C51, C15 ¾ádný bod není. V obdélní
í
h O4063 a O0436 le¾í v ka¾dém právìjeden bod, tedy nutnì v obdélní
í
h O5062 a O0526 le¾í v ka¾dém právì jeden bod. V Obdélní
í
hO3062 a O0326 le¾í právì jeden bod, tedy ve ètver
í
h C41 a C14 ¾ádný bod není. V závìrutohoto odstav
e si uvìdomme, ¾e ani ve èver
i O0022 ¾ádný bod není, nebo» v obdélníku O0032je právì jeden bod.Takto jsme odvodili, ¾e v ka¾dém z útvarù C31, C13, C44, C66, O5062 a O0526 je právìjeden bod (nikde jinde bod není). Nyní budou muset pøi
házet na øadu èím dál tím lep¹í odhady.Pro snaz¹í formula
e budeme pøedpokládat, ¾e A 2 C31, B 2 C13, C 2 O0526, D 2 C66,E 2 O5062, F 2 C44. Dále oznaème �, �, 
, Æ, ", ' oblasti, o který
h víme, ¾e v ni
h musí le¾etpo øadì body A;B;C;D;E;F . V souèasné 
hvíli tedy � = C31, � = C13, 
 = O0526, Æ = C66," = O5062, ' = C44.
N[0;6] M[6;6]

L[6;0]K[0;0]

γ

α

β

ϕ

ε

δ

Nyní zaveïme je¹tì jedno znaèení:Trojúhelník s vr
holy v bode
h [a; b℄; [
; d℄; [e; f ℄ znaème Tab
def .Uvìdomme si, ¾e uvnitø trojúhelníku T434434 ¾ádný bod není. Doka¾me sporem. Trojúhelníkje v oblasti '. Je-li uvnitø nìj bod F [f1; f2℄, oznaème je¹tì D[d1; d2℄. Vzhledem k tomu, ¾e nutnìf1 < d1, f2 < d2, vzdálenost jFDj se nezmen¹í, zamìníme-li bod D bodem, jeho¾ (obì!) sou-øadni
e jsou maximální mo¾né, tedy bodem M . Ov¹em kruh se støedem v bodì M a polomìremp13 obsahuje 
elý T434434 (nakreslete si obrázek), èím je jFM j �p13, tedy i jFDj �p13, 
o¾je spor, ¾e m >p13 (pøipomeòme, ¾e m stále znaèí minimum vzdáleností).Tím se nám oblast ' zmen¹ila na trojúhelník T433334 (mohli by
hom si
e je¹tì vyne
hatúseèku spojují
í body [3,4℄ a [4,3℄, ni
ménì by to situa
i pouze komplikovalo).xi
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elá situa
e je symetri
ká podle pøímky KM (oznaème � = 3; 5). TedyBÚNO mù¾eme pøedpokládat, ¾e bod F v oblasti ' le¾í v trojúhelníku T3343��, èím se tedyoblast ' zmen¹í na tento trojúhelník.Nyní si oznaème � = p22+22 (� := 3; 3452). Potom (snadno si ovìøíte) obdélník O02�� máúhlopøíèku délkyp13. Obsahuje 
elou oblast �, tedy v nìm le¾í bod B a podle (�) u¾ v nìmnemù¾e le¾et bod F . Tedy trojúhelník T33�3�� lze vyjmout z oblasti '.Pøidejme si dal¹í symbol, a si
e ! = 3; 5�p13� (6� �)2 (! := 1; 0603). Snadno si ovìøíte, ¾eobdélník O�!6� (pøipomeòme, ¾e � = 3; 5) má úhlopøíèku dlouhoup13. Obsahuje 
elou oblast', tedy v nìm le¾í bod F a podle (�) v nìm u¾ nele¾í bod E. Èím lze obdélník O5!62 vyjmoutz oblasti ", neboli se tato oblast smrskne na O506!.Nadále si oznaème � = 6 �p13� !2 (� := 2; 5539). Potom obdélník O�06! má úhlopøíèkudlouhoup13, obsahuje 
elou oblast ", èím podle (�) neobsahuje bod A, neboli z oblasti � lzevyjmout obdélník O�031. Z oblasti � pak u¾ zbyde jen O20�1.Pokraèujme. Ne
h» � =p13� �2 (� := 2; 5451). Obdélník O00�� má úhlopøíèkup13 a ob-sahuje �. Potom podle (�) mù¾eme obdélník O021� (le¾í
í i v oblasti � i v obdélníku O00��)z oblasti � vyjmout a zùstane nám tedy O0�13 jako oblast �.Obdélník O0�16 má úhlopøíèku dlouhoup1 + (6� �)2 :=p12; 9361 <p13. V tomto obdélníkule¾í i oblast � i ètvereèek C16 le¾í
í v oblasti 
, tedy tento ètvereèek lze z oblasti oblasti 
 vyjmout,po èem¾ nám v ní zbyde pouze ètvereèek C26.
N[0;6] M[6;6]

L[6;0]K[0;0]

δ

ϕ

εα

β

γ

µ λ

ϖ

ζ

Oblasti � � � �' jsme dostateènì zmen¹ili, aby
hom mohli provést �nální odhady. Doká¾eme,¾e do oblastí �; �; 
; ' nelze rozmístit body A, B, C, F tak, aby vzdálenost ka¾dý
h dvou bylavìt¹í nebo rovna m (oblasti Æ, " jsme tedy pou¾ili ke zmen¹ení oblastí �; �; 
; ' a nadále je u¾nebudeme potøebovat).Úseèku spojují
í body [a; b℄; [
; d℄ si (neèekanì) znaème Uab
d.Ka¾dý z bodù B;C;F má první slo¾ku nutnì vìt¹í nebo rovnu jedné, na druhou stranu bod Amá tuto slo¾ku men¹í nebo rovnou jedné. Budeme-li tedy tuto slo¾ku u bodu A zmen¹ovat, urèitìtím nezmen¹íme jakoukoliv vzdálenost (tedy ani jeji
h minimum). Mù¾eme tedy pøedpokládat,¾e tato slo¾ka je u bodu A minimální, neboli ¾e bod A le¾í na úseè
e U20�0. Analogi
ky mù¾emepøedpokládat, ¾e bod B le¾í na úseè
e U0�03 a bod C na úseè
e U1626.Tedy lze oznaèit souøadni
e bodù: A[a; 0℄, B[0; b℄, C[
; 6℄, a 2 h2;�i; b 2 h�; 3i; 
 2 h1; 2i.Uvìdomme si, ¾e nám staèí dokázat, ¾e kruhy kA, kC se støedy v bode
h A , C a polomìryp13 pokrývají dohromady 
elou oblast ' (v tì
h kruzí
h u¾ ¾ádný dal¹í bod le¾et nemù¾e, a takdostaneme spor). Dále si uvìdomme, ¾e k tomu, aby
hom dokázali, ¾e zmiòované dva kruhyxii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Apokrývají oblast ', nám staèí najít kruh kG se støedem v bodì G[g; 6℄(g � 
) a polomìremp13,který spoleènì s kruhem kA pokryje oblast '. (Toti¾ první slo¾ka libovolného bodu oblasti 'je nutnì vìt¹í ne¾ první slo¾ka bodu C, tedy zámìnou bodu C za G se vzdálenosti nezmen¹í,neboli v¹e
hno uvnitø ', 
o pokryje kG, pokryje i kC . Vlastnost, ¾e kruhy kA a kG pokrývajíoblast ', pøeveïme je¹tì na jinou postaèují
í podmínku, a si
e, ¾e jim odpovídají
í kru¾ni
emají prùseèík v opaèné polorovinì urèené pøímkou p (pøímku p de�nujme jako pøímku urèenouúseèkou U3443), ne¾ le¾í oblast '. ®e to staèí, je vidìt z obrázku (kdy¾ si ho nakreslíte), korektnízdùvodnìní není tì¾ké, vy¾aduje pouze tro
hu te
hni
kého úsilí, tedy budete-li 
htít, snadno si hoodvodíte. Jeliko¾ kruhy u¾ nebudeme potøebovat, budeme nadále kA, kG znaèit kru¾ni
e urèenétìmito kruhy.Inu, opìt si hrajme s odhady. Body A, B mají mezi sebou vzdálenost alespoò m >p13, èilia2 + b2 > 13;b2 > 13� a2;13� a2 > 0(a 2< 2;� >); b >p13� a2:I body B a C mají mezi sebou vzdálenost alespoòp13, èím(6� b)2 + 
2 > 13
2 > 13� (6� b)2 > 13� �6�p13 � a2�2 :Nyní doká¾eme, ¾e (|) : a� 
 < 2; 8(a � 2);neboli 
 > 5; 6� 1; 8a;1; 8a < 5; 6; 
2 > (5; 6� 1; 8a)2;proto¾e 
2 > 13� �6�p13� a2�2 ;staèí dokázat 13 � �6�p13� a2�2 � (5; 6� 1; 8a)2;
o¾ doká¾eme posloupností ekvivalen
í.13 � 25� 25�6�p13� a2�2 � (28� 9a)2;13 � 25� 900 + 300p13� a2 � 13 � 25 + 25a2 � 784 � 504a + 81a2 ;300p13� a2 � 1684� 504a + 56a2;75p13� a2 � 421� 126a + 14a2:xiii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Aa < 3, èím¾ je 421 � 126a + 14a2 kladné:5625(13 � a2) � �421� 126a + 14a2�2 ;73125 � 5625a2 � 177241 � 106092a + 27664a2 � 3528a3 + 196a4;196a4 � 3528a3 + 33289a2 � 106092a + 104116 � 0:Na¹ím 
ílem je dokázat, ¾e pro a 2 h2; �i tato nerovnost platí. To by
hom mohli dokázat pomo
ínìjaký
h velmi dobrý
h odhadù. Dal¹í mo¾nost je funk
if(a) = 196a4 � 3528a3 + 33289a2 � 106092a + 104116dvakrát zderivovat, dostaneme funk
i:f 00(a) = 2352a2 � 21168a + 66578 = 2(1176a2 � 10584a + 33289):Pøièem¾ snadno doká¾eme, ¾e f 00(a) > 0 pro v¹e
hna reálná a, toti¾ diskriminant kvadrati
kérovni
e 1176a2 � 10584a + 33289má hodnotu D = 105842 � 4 � 1176 � 33289 = �44570400 < 0;tedy tato funk
e nemá koøen, a proto¾e má kladný koe�
ient u kvadrati
kého èlenu, je kladná.Proto¾e je druhá deriva
e funk
ef(a) = 196a4 � 3528a3 + 33289a2 � 106092a + 104116kladná, znamená to, ¾e je tato funk
e ryze konvexní, a tedy má nejvý¹e dva reálné koøeny. Dálef(2) = 0, f(2; 57) = �5:84601804, f(3) = 6061, tedy tato funk
e má koøen 2 a koøen r 2 (2; 57; 3),¾ádný jiný koøen nemá, èím je nutnì na h2; 2; 57i záporná, tedy i na h2;�i záporná (� := 2; 5539).Tím je (|) dokázáno.Víme tedy (|), ¾e 
 > 5; 6 � 1; 8a. Volme G[g; 6℄, kde g = 5; 6 � 1; 8a (tedy g < 
). Staèítedy dokázat, ¾e kru¾ni
e kA a kG mají prùseèík P [x; y℄, kde P le¾í v opaèné polorovinì urèenépøímkou p ne¾ oblast '. Snadno nahlédneme, ¾e pøímka p : f[x0; y0℄; [x0; y0℄ 2 pg je urèena rovni
íx0 + y0 = 7 a oblast ' le¾í v polorovinì x0 + y0 � 7. Staèí tedy dokázat, ¾e x+ y � 7.Kru¾ni
e kA má rovni
i: (x� a)2 + y2 = 13:Kru¾ni
e kG má rovni
i: (x� g)2 + (y � 6)2 = 13:Vyøe¹ením této soustavy rovni
 získáme prùseèíky kru¾ni
 kA, kG. Oznaème (za úèelem získáváníjednodu¹¹í
h výrazù) (�): z = x� ad = 2; 8(a � 2) = a� (5; 6� 1; 8a) = a� g;soustavu jsme pøevedli na (1): z2 + y2 = 13xiv



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Aa (2): (z + d)2 + (y � 6)2 = 13:Toto jsou rovni
e kru¾ni
 k0A, k0G v rovinì urèené osami z a y. Obì mají polomìr 13, k0A má støed[0; 0℄, k0G má støed [�d; 6℄. Oba jeji
h prùseèíky le¾í na pøím
e kolmé na spojni
i jeji
h støedùa pro
házejí
í støedem této spojni
e (tato pøímka se nazývá 
hordála). Snadno se odvodí rovni
etéto 
hordály (bez geometri
kého náhledu by
hom tuto rovni
i získali odeètením rovni
 (1) a (2),ni
ménì geometri
ký náhled umo¾ní lépe si uvìdomovat nìkteré vlastnosti, napøíklad, ¾e øe¹ení(1) a (3) je u¾ i øe¹ením (1) a (2)), která je (3):y = d6 z + 3 + d212 ;neboli (3): 12y = 2dz + 36 + d2:Místo toho, aby
hom øe¹ili soustavu rovni
 (1); (2), staèí tedy vyøe¹it jednodu¹¹í soustavu (1); (3).Zajímá nás jistì prùseèík s kladným y, tedy z (1) máme:y =p13� z2;dosazením do (3): 12p13� z2 = 2dz + 36 + d2;umo
nìním: 144(13 � z2) = 4d2z2 + 144dz + 362 + 72d2 + d4 + 4d3z;(4d2 + 144)z2 + (4d3 + 144d)z + d4 + 72d2 � 576 = 0;zajímá nás prùseèík s vìt¹ím z, tedy (4):z = �(4d3 + 144d) +q(4d3 + 144d)2 � 4(4d2 + 144)(d4 + 72d2 � 576)2(4d2 + 144) ;neboli: z = �d2 +p(4d2 + 144)(4d4 + 144d2 � 4d4 � 288d2 + 2304)2(4d2 + 144) ;a poté (4): z = �d2 + 3p(d2 + 36)(�d2 + 16)(d2 + 36) :Nyní si vyjádøeme a pomo
í d, a si
e z (�) plyne, ¾ea = d2; 8 + 2:Nyní si vyjádøeme x+ y pomo
í d:x+ y = z + a+ y = z + a+ d6 z + 3 + d212 = z + d2; 8 + 2 + d6 z + 3 + d212 =xv



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 A= �1 + d6���d2 + 3p(d2 + 36)(�d2 + 16)(d2 + 36) �+ 5 + d2; 8 + d212 :Pøitom první rovnost plyne z (�), druhá plyne z (3), v tøetí se dosadilo za a a ve ètvrté za z.Potom pro dùkaz x+ y � 7 staèí dokázat, ¾e�1 + d6���d2 + 3p(d2 + 36)(�d2 + 16)(d2 + 36) �+ d2; 8 + d212 � 2:Je¹tì si uvìdomme, ¾e a 2 h2; �i, a tak podle (�) d 2 h0; 2; 8(��2)i, kde 2; 8(��2) := 1; 5509.Nyní u¾ zmiòovanou nerovnost doká¾eme posloupností ekvivalen
í.�1 + d6���d2 + 3p(d2 + 36)(�d2 + 16)(d2 + 36) �+ d2; 8 + d212 � 2;�1 + d6� 3p(d2 + 36)(�d2 + 16)(d2 + 36) � 2 + d�12 � 12; 8� ;vynásobme rovni
i 14,�14 + 7d3 � 3p(d2 + 36)(�d2 + 16)(d2 + 36) � 28 + d(7 � 5);výrazy na obou straná
h jsou kladné,9�14 + 7d3 �2 (�d2 + 16)(d2 + 36) � (28 + 2d)2 ;d2 + 36 > 0; (42 + 7d)2(�d2 + 16) � (d2 + 36)(28 + 2d)2;(49d2 + 588d + 1764)(�d2 + 16) � (d2 + 36)(4d2 + 112d + 784);�49d4 � 588d3 � 980d2 + 9408d + 28224 � 4d4 + 112d3 + 928d2 + 4032d + 28224;53d4 + 700d3 + 1908d2 � 5376d � 0:Funk
i f(d) = 53d4 + 700d3 + 1908d2 � 5376dopìt dvakrát zderivujeme, dostaneme:f 00(d) = 636d2 + 4200d + 3816 = 12(53d2 + 350d + 318);druhá deriva
e je pro nezáporná d kladná, èili funk
e f v nezáporný
h èísle
h ryze konvexní,tedy tam má nejvý¹e dva reálné koøeny. Av¹ak f(0) = 0, f(1; 6) = �502; 5792, f(2) = 3328, tedytato funk
e má koøen nulu a dal¹í koøen na intervalu (1; 6; 2), ¾ádný jiný koøen nemá, a tak jenutnì na intervalu h0; 1; 6i, tedy i na intervalu h0; 2; 8(�� 2)i nekladná, 
o¾ je v¹e, 
o jsme 
htìlidokázat. Gratuluji v¹em, kteøí se dostali a¾ sem.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Úlohu jsem hodnotil po jednom bodu za èásti ve tøetím patøea v patém patøe a tøemi body za nejobtí¾nìj¹í èást v ¹estém patøe. Situa
e v ¹estém patøe sexvi



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Astala tì¾¹í, ne¾ se pùvodnì pøedpokládalo, a tak se ji nikomu z øe¹itelù nepodaøilo vyøe¹it. Av¹aki tøetí a páté patro bez 
hyb vyøe¹ili pouze Honza Moláèek a Ví»a Kala, a tak bodový úhrnz úlohy nebyl nijak zvlá¹t vysoký (nìkteøí øe¹itelé se vùbe
 neobtì¾ovali zdùvodòovat, ¾e jiminalezené øe¹ení je optimální). Nakone
 jsem udìloval bod jen za (oba) správné obrázky u prvnía druhé èásti a bod za správný obrázek u tøetí èásti.7. úloha (18, 5, 1:00, 1:0)Lubo¹ si náhodnì zvolí 
elé èíslo od 1 do K a 
h
e je sdìlit Dinovi. Jeji
h prostøedník Martinv¹ak souhlasil pouze s následují
ím postupem: Nejdøíve donese Lubo¹ovi ¹a
hovni
i o rozmìre
h8 � 8, její¾ nìkterá políèka jsou obarvena bíle a ostatní èernì (libovolným zpùsobem). Lubo¹ sivybere jedno políèko, jeho¾ barvu zmìní. Poté Martin donese ¹a
hovni
i Dinovi a ten si ji mù¾eprohlédnout. Najdìte optimální K, tedy nejvìt¹í mo¾né takové, aby Dino v¾dy mohl urèit, kteréèíslo si Lubo¹ myslel, pokud se pøedem domluví na strategii.Lubo¹ zmìní jedno z 64 políèek, mù¾e tedy rozli¹it maximálnì 64 èísel, jinak by dvìma èíslùmpøíslu¹ela tatá¾ zmìna a Dino by nemìl mo¾nost zjistit, které z ni
h si Lubo¹ myslel.Nyní si uká¾eme, jak rozli¹it právì 64 èísel. Oèíslujme si políèka ¹a
hovni
e 0, : : : , 63 (totooèíslování je pevné a Dino s Lubo¹em se na nìm pøedem dohodnou), ka¾dému z ni
h pøiøaïme jehodvojkový zápis doplnìný na ¹est 
ifer (tedy 0 = 000000, 25 = 011001, 63 = 111111). Dále èernépøiøaïme 1 a bílé 0. Mìjme nìjaké obarvení ¹a
hovni
e, tedy ka¾dému políèku jsme pøiøadili nulunebo jednièku. Ne
h» ai je zbytek po dìlení dvìma souètu hodnot tì
h políèek, jeji
h¾ oznaèenímá na i-tém místì nulu. Ne
h» si nyní Lubo¹ myslí èíslo x z f0; : : : ; 63g a jeho zápis ve dvojkovésoustavì je b1b2b3b4b5b6. Nyní Lubo¹ovi staèí zmìnit barvu políèka 
1
2
3
4
5
6, kde 
i je jednav pøípadì ai = bi a nula v pøípadì ai 6= bi. Zmìnou tohoto políèka toti¾ Lubo¹ zmìní ta ai, kterábyla rùzná od bi (zmìnou pøíslu¹ný
h souètù o jedna se zmìní zbytek po dìlení dvìma z nuly najedna èi naopak). Nyní ji¾ a1a2a3a4a5a6 bude dvojkovým zápisem èísla, které si Lubo¹ myslí,a tedy Dino si toto èíslo snadno z obarvení ¹a
hovni
e spoèítá.Poznámka: Pokud se vám toto øe¹ení zdá neintuitivní a þspadlé z nebeÿ, mù¾e vám pomo
inásledují
í. Ony ¹esti
e nul a jednièek mù¾eme interpretovat jako souøadni
e v ¹estirozmìrnémprostoru, pøièem¾ políèka jsou právì vr
holy jednotkové kry
hle a díváme se na souèty hodnotvr
holù tì
h stìn, které obsahují vr
hol [0; 0; 0; 0; 0; 0℄. Pokud je pro vás obtí¾né si pøedstavit¹estirozmìrnou kry
hli, zkuste si rozmyslet analogii v rovinì a prostoru, kdy v rovinì jde o jed-notkový ètvere
 a rozli¹íme ètyøi èísla a v prostoru jde o jednotkovou kry
hli a rozli¹íme osmèísel.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Re¹itelé se rozdìlili do tøí skupin. V jedné byli ti, kteøí zadánívùbe
 nepo
hopili, v druhé ti, kteøí si
e úlohu po
hopili, ni
ménì nevyøe¹ili, ve tøetí skupinì pakzùstalo asi pìt øe¹itelù, kteøí pøíklad i vyøe¹ili.8. úloha (8, 4, 2:00, 1:0)Je dán trojúhelník ABC, uvnitø nìj volme bod H. Prùseèíky pøímek AH, BH, CH po øadì sestranami BC, CA, AB oznaème po øadì D, E, F . Dále oznaème a, b, 
 délky úseèek BC, CA,AB a s polovinu obvodu trojúhelníka ABC. Urèete optimální polohu bodu H, pro kterou jevýraz jAHj(s� b)(s� 
)jDHj(s� a) + jBHj(s� a)(s� 
)jEHj(s� b) + jCHj(s� a)(s � b)jFHj(s� 
)minimální. xvii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 AK øe¹ení budeme vyu¾ívat geometrii hmotný
h bodù, proto nejprve zopakujeme nìjaké pojmya nìjaká tvrzení. Jeji
h dùkazy zde nebudeme zmiòovat, ni
ménì jsou pomìrnì lehké. Pokud je
h
ete nìkde nalézt, popø. se dozvìdìt nì
o ví
e o geometrii hmotný
h bodù, mù¾e vám poslou¾itnapøíklad seriál pøed dvìma roky.Soustavou hmotný
h bodù rozumíme mno¾inu S = f[A1;m1℄ ; [A2;m2℄ ; � � � ; [An;mn℄g, kdeAi jsou body v rovinì (prostoru) ami jsou hmotnosti bodù Ai,mi 2 R. HmotnostímS soustavy Srozumíme souèetmS = nPi=1mi. Tì¾i¹tìm soustavy S rozumíme bod TS , pro který nPi=1mi��!TiAi = 0(���!TSAi je vektor). Z tohoto vyjádøení je zøejmé, ¾e tì¾i¹tì se nemìní pøi vynásobení hmotnostínìjakým nenulovým l.Vìta (~): Pro ka¾dou soustavu S, mS 6= 0 existuje právì jedno tì¾i¹tì. Tuto vìtu vy¾adujínásledují
í vìty jako pøedpoklad.Dále platí jednodu
hé tvrzení (�): Je-li S = f[A;mA℄ ; [B;mB ℄g soustava, mS 6= 0, potomtì¾i¹tì TS le¾í na pøím
e AB, naví
, mají-limA, mB tá¾ znaménka, potom TS le¾í na úseè
e ABa splòuje mAmB = jTSBjjTSAj .Vìta (|) (O skládání): Je-li S = f[A1;m1℄ ; [A2;m2℄ ; � � � ; [An;mn℄g soustava s hmotnostímS 6= 0 a tì¾i¹tìm TS , k < n a S0 = f[A1;m1℄ ; [A2;m2℄ ; � � � ; [Ak;mk℄g její podsoustava s hmot-ností mS 0 6= 0 a tì¾i¹tìm TS 0, potom TS je tì¾i¹tìm soustavy S00 = f[TS 0;mS 0℄, [Ak+1;mk+1℄,[Ak+2;mk+2℄, : : : , [An;mn℄g.Vìta (}): Je-li X vnitøní bod trojúhelníku ABC, potom existuje soustava S = f[A;mA℄,[B;mB ℄, [C;mC ℄g, mA, mB , mC > 0, ¾e bod X je tì¾i¹tìm soustavy S a naopak, pokud másoustava S kladné hmotnosti, jejím tì¾i¹tìm je nìjaký vnitøní bod trojúhelníku ABC.Nyní máme dostatek prostøedkù k tomu, aby
hom úlohu pomo
í geometrie hmotný
h bodùmohli vyøe¹it. Výrazy (s� a), (s� b), (s� 
) jsou z trojúhelníkové nerovnosti kladné. Oznaème:m1 =s (s� b)(s� 
)(s� a) ;m2 =s (s� a)(s� 
)(s� b) ;m3 =s (s� a)(s� b)(s� 
) :Podle vìty (}) je bod H tì¾i¹tìm nìjaké soustavy S = f[A;mA℄, [B;mB ℄, [C;mC ℄g, mA, mB ,mC > 0. Potom oznaème S0 soustavu S0 = f[B;mB ℄ ; [C;mC ℄g, TS 0 její tì¾i¹tì. Z vìty (|) jeH tì¾i¹tìm soustavy S00 = f[A;mA℄ ; [TS 0;mB +mC ℄g Podle tvrzení (�) (pro soustavy S0, S00)TS 0 2 BC a H 2 ATS 0. Tím je bod TS 0 bodem D. Podle tého¾ tvrzení (pro S00) je:jAHjjDHj = mB +mCmA :Analogi
ky: jBHjjEHj = mA +mCmB ; jCHjjFHj = mA +mBmC :Nyní u¾ jen:jAHjjDHj (s� b)(s� 
)(s� a) + jBHjjEHj (s� a)(s � 
)(s� b) + jCHjjFHj (s� a)(s � b)(s� 
) =xviii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 A= jAHjjDHjm21 + jBHjjEHjm22 + jCHjjFHjm23 = mB +mCmA m21 + mA +mCmB m22 + mA +mBmC m23 == �mBmAm21 + mAmBm22�+�mCmAm21 + mAmCm23�+ �mCmBm22 + mBmCm23� �� 2(m1m2 +m1m3 +m2m3);
o¾ je výraz nezávislý na poloze H. Pøi poslední úpravì jsme pou¾ili AG-nerovnost. Rovnostnastává, právì kdy¾ ma = km1;mb = km2;m
 = km3 pro nìjaké kladné k. Tedy, aby byl výrazjAHjjDHjm21 + jBHjjEHjm22 + jCHjjFHjm23minimální, je bod H tì¾i¹tìm soustavy S = f[A;km1℄ ; [B; km2℄ ; [C; km3℄g, 
o¾, jak víme, jetì¾i¹tì soustavy S = f[A;m1℄ ; [B;m2℄ ; [C;m3℄g.Nyní si staèí uvìdomit, ¾e tì¾i¹tìm této soustavy je prùseèík spojni
 vr
holù a protilehlý
hbodù dotyku kru¾ni
e vepsané. (Mimo jiné se tím uká¾e, ¾e se tyto tøi spojni
e protínají v jednombodì). Oznaème po øadì X;Y;Z body dotyku kru¾ni
e vepsané trojúhelníku ABC na straná
hBC, AC, AB. Snadno se ovìøí, ¾e:jAY j = jAZj = s� a; jBZj = jBXj = s� b; jCXj = jCY j = s� 
(staèí si uvìdomit, ¾e jAY j = jAZj, jBZj = jBXj, jCXj = jCY j a dopoèítat). Dále je m2m1 = s�as�b ,èím¾ je bod Z podle (�) tì¾i¹tìm soustavy SZ = f[A;m1℄ ; [B;m2℄g, obdobnì je Y tì¾i¹tìmSY = f[A;m1℄ ; [C;m3℄g a X tì¾i¹tìm SX = f[B;m2℄ ; [C;m3℄g. Nyní podle (|) a (�) tì¾i¹tìS = f[A;m1℄ ; [B;m2℄ ; [C;m3℄g le¾í na úseèká
h AX, BY , CZ. Podle vìty (~) existuje, èím¾ seúseèky AX, BY , CZ protínají v jednom bodì H, pro který je výrazjAHjjDHj (s� b)(s� 
)(s� a) + jBHjjEHj (s� a)(s � 
)(s� b) + jCHjjFHj (s� a)(s � b)(s� 
)minimální.
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