
A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 ANìkolik poznatkù, které se Ti mohou hoditÚlohy 7. série se týkají øe¹ení funkionálníh rovni, o¾ jsou rovnie, ve kterýh hledaná ne-známá je nìjaká funke. V tomto textu popí¹eme základní metody øe¹ení funkionálníh rovni.Kromì toho se budeme zabývat vlastnostmi spojitýh funkí. Vìt¹inu jejih vlastností nebudemedokazovat, ale pøi øe¹ení pøíkladù se na nì mù¾e¹ bez dùkazu odvolávat. Podrobnìji se problema-tie funkionálníh rovni vìnuje napø. sbírka ©koly mladýh matematikù 55, Ljubomir Davidov:Funkionální rovnie, Mladá Fronta, Praha 1984.Základní metoda øe¹ení funkionálníh rovni je tzv. substituèní. Spoèívá, øeèeno o nejobe-nìji, v následujíím postupu: Pøedpokládáme, ¾e u¾ máme nìjaké øe¹ení funkionální rovnie,a vhodnou volbou promìnnýh se sna¾íme najít expliitní tvar tohoto øe¹ení. Poté ovìøíme, zdatakto získaná funke dané funkionální rovnii skuteènì vyhovuje. Objasníme to na jednoduhémpøíkladu.Pøíklad: Najdìte v¹ehny funke f : R! R, splòujíí f(x+ y) = f(x) + y pro ka¾dé x; y 2 R.Øe¹ení: Pøedpokládejme, ¾e ji¾ máme nìjakou funki f øe¹íí rovnii. Pak musí platit (oznaèímesi  = f(0) a dosadíme x = 0 do zadání) f(y) =  + y. Naopak dosadíme-li funki f v taktozji¹tìném tvaru do zadání, zjistíme, ¾e f(y) =  + y øe¹í rovnii pro ka¾dé  2 R. Tím je úlohavyøe¹ena.Teï se budeme zabývat spojitými funkemi. Pøesnou de�nii uvádìt nebudeme, postaèí námintuitivní pøedstava. Spojité funke si mù¾eme pøibli¾nì pøedstavit jako ty, jejih¾ graf lze nakres-lit jedním tahem | je souvislý. V podstatì vìt¹ina bì¾nýh funkí je spojitýh. Funke f(x) = xje spojitá. Platí, ¾e souèet a souèin dvou spojitýh funkí je spojitý. Odtud lze indukí odvodit,¾e libovolná polynomiká funke1 je spojitá. Dále pro f(x); g(x) spojité je funke f(x)g(x) spojitáv tìh bodeh, kde g(x) 6= 0. Dal¹í spojité funke jsou napø. sin x; osx; ax; loga x pro a > 0. Je-liobor hodnot funke f(x) èástí de�nièního oboru funke g(x), pak g(f(x)) je také spojitá. Dáleje-li funke f(x) spojitá a ryze monotónní (rostouí nebo klesajíí), pak i funke inverzní k funkif(x) je spojitá. Pomoí tìhto vlastností lze budovat z uvedenýh spojitýh funkí funke nové.Dùle¾itá vlastnost spojitýh funkí je tzv. Darbouxova vlastnost nabývání mezihodnot. Je-lif(x) spojitá, pak pro x1 < x2; f(x1) 6= f(x2) funke f(x) nabývá na intervalu (x1; x2) v¹ehhodnot mezi f(x1); f(x2). Dùsledkem tohoto je tvrzení, ¾e je-li f(x1) < 0 a f(x2) > 0 (nebonaopak), pak existuje èíslo x0 2 (x1; x2), pro nì¾ f(x0) = 0.Dále vylo¾íme tzv. Cauhyovu metodu øe¹ení funkionálníh rovni, ve kterýh hledáme pouzespojitá øe¹ení. Nejdøív ale budeme potøebovat nìkolik pojmù a tvrzení.Øekneme, ¾e mno¾ina M � R je hustá v R, jestli¾e pro ka¾dé a; b 2 R; a < b existuje èíslom 2M , pro které m 2 (a; b).Tedy ka¾dý otevøený interval musí obsahovat nìjaké èíslo z husté mno¾iny. Lze ukázat, ¾eka¾dý otevøený interval u¾ nutnì obsahuje nekoneènì mnoho èísel libovolné husté mno¾iny.Lemma 1. Mno¾ina Q v¹eh raionálníh èísel je hustá v R.Dùkaz: Neh» a < b jsou libovolná reálná èísla. Jeliko¾ b � a > 0, tak jistì existuje n 2 N,pro které n(b � a) > 1. Pak ale interval (na; nb) nutnì obsahuje èíslo z 2 Z, konkrétnì napø.z = bna+ 1. Pak ale interval (a; b) obsahuje raionální èíslo zn . Tím je lemma 1 dokázáno.1Tedy funke, kterou lze vyjádøit ve tvaru f(x) = anxn + an�1xn�1 + � � � + a1x + a0, kden 2 N; an 6= 0. i



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 APodobnì lze ukázat, ¾e mno¾ina v¹eh dyadikýh raionálníh èísel, tedy tìh, je¾ je mo¾novyjádøit ve tvaru z2n , kde z 2 Z;n 2 N0 , je hustá v R.Lemma 2. Neh» f; g : R! R jsou spojité funke a mno¾ina M � R je hustá v R. Naví platíf(m) = g(m) pro ka¾dé m 2M . Pak platí f(x) = g(x) pro ka¾dé x 2 R.Toto lemma je intuitivnì jasné a nebudeme ho zde dokazovat. Pokud nìkoho zajímá preiznídùkaz, najde ho napø. v ji¾ zmínìné kní¾eèe Funkionální rovnie od L. Davidova.Teï u¾ mù¾eme formulovat samotnou Cauhyho metodu. Øeknìme, ¾e máme funkionálnírovnii, u které nás zajímají pouze spojitá øe¹ení. Pak mù¾eme nejdøíve urèit v¹ehna øe¹enídané funkionální rovnie, která jsou de�novaná pouze na nìjaké husté mno¾inì (nejèastìji Q),a pak vyu¾ít spojitosti tohoto øe¹ení k roz¹íøení na elou mno¾inu R (lemma 2 nám øíká, ¾e tolze provést nanejvý¹ jedním zpùsobem). Objasníme to na následujíím pøíkladu.Pøíklad: Najdìte v¹ehny spojité funke f : R ! R splòujíí f(x + y) = f(x)f(y) pro ka¾déx; y 2 R.Øe¹ení: Pøedpokládejme, ¾e máme nìjaké øe¹ení f této rovnie. Je-li pro nìjaké t reálné f(t) = 0,pak volbou x = z � t; y = t dostáváme f(z) = f(z � t + t) = f(z � t)f(t) = 0 pro ka¾déz 2 R. Dále se tedy budeme zajímat jen o nenulová øe¹ení. Pøednì pro ka¾dé x 2 R platíf(x) = f(x2 + x2 ) = f(x2 )f(x2 ) = �f(x2 )�2 > 0. Tedy funke f(x) nabývá v¹ude kladnýhhodnot. Oznaème si f(1) =  > 0. Pøedpokládejme, ¾e pro nìjaké n 2 N platí f(n) = n. Pakf(n + 1) = f(n)f(1) = n = n+1. Odtud matematikou indukí plyne f(n) = n pro ka¾dépøirozené èíslo n. Analogiky doká¾eme f(nx) = �f(x)�n pro ka¾dé n 2 N; x 2 R. Tedy jsou-li m;n 2 N, pak f(mn ) = nr�f(mn )�n = nqf(nmn ) = npf(m) = npm = mn . Tedy vztahf(x) = x platí pro ka¾dé kladné raionální èíslo x. Dále f(0) = f(0 + 0) = �f(0)�2 > 0, tedyf(0) = 1 = 0. Tudí¾ pro ka¾dé kladné raionální x platí 1 = f(0) = f(x � x) = f(x)f(�x) )f(�x) = 1f(x) = 1x = �x. Dostali jsme tedy platnost výrazu f(x) = x pro v¹ehna raionálníèísla x. De�nujeme-li funki g(x) = x pro v¹ehna x 2 R, pak f(x) i g(x) jsou spojité funke(o f(x) to víme ze zadání), které se shodují v ka¾dém raionálním èísle. Jeliko¾ mno¾ina Q v¹ehraionálníh èísel je podle lemmatu 1 hustá v R, tak podle lemmatu 2 platí f(x) = g(x) pro ka¾déx 2 R. Tedy pro ka¾dé reálné èíslo x platí f(x) = x, kde  > 0. Dosadíme-li funki f(x) = x dozadání, zjistíme, ¾e f(x) = x je skuteènì øe¹ením dané rovnie pro ka¾dé  > 0. Úloha má tedyspojitá øe¹ení2 f(x) = 0 a f(x) = x pro ka¾dé  > 0. Tím je úloha vyøe¹ena.7. sérieTéma: Funkionální rovnieTermín odeslání: 21. dubna 20032Lze ukázat, ¾e tato funkionální rovnie má mnoho nespojitýh øe¹ení.ii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 A1. úloha (3 body)Najdìte v¹ehny funke f : Q ! Q takové, ¾e pro v¹ehna p; q 2 Q platíf(p+ q) + f(p� q) = p+ 1 + f(pq):2. úloha (3 body)Najdìte v¹ehny funke f : R+ ! R takové, ¾e pro v¹ehna x; y > 0 platílog(x+ y + 2f(xy)) = 2 log(f(x) + f(y)):3. úloha (3 body)Najdìte v¹ehny funke f : R! R takové, ¾e pro v¹ehna x; y reálná platíf(x+ y) � 2f(x� y) + f(x) � 2f(y) = y � 2:4. úloha (5 bodù)Urèete v¹ehny funke f : R! R takové, ¾e pro v¹ehna reálná x; y; z platí12f(xy) + 12 f(xz)� f(x)f(yz) � 14 :5. úloha (5 bodù)Najdìte v¹ehny dvojie funkí f; g : R! R takové, ¾e pro v¹ehna reálná x; y platíf(x� y) = f(x)g(y) + f(y)g(x):6. úloha (5 bodù)Doka¾te, ¾e neexistuje funke f : Z! Z taková, ¾e pro v¹ehna m;n 2 Z platíf(m + f(n)) = f(m) � n:7. úloha (5 bodù)Mìjme funke f; g : R! R takové, ¾e pro v¹ehna x; y reálná platí f(x+y)+f(x�y) = 2f(x)g(y),f není identiky rovna nule (tj. existuje z reálné takové, ¾e f(z) 6= 0) a pro v¹ehna x platíjf(x)j � 1. Doka¾te, ¾e pro v¹ehna y platí jg(y)j � 1.8. úloha (5 bodù)Naleznìte v¹ehny rostouí funke f : R+0 ! R+0 takové, ¾e pro v¹ehna x; y � 0 platíf(yf(x)) = x2f(xy):
iii



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 AØe¹ení 7. série1. úloha (28, 26, 2:00, 3:0)Najdìte v¹ehny funke f : Q ! Q takové, ¾e pro v¹ehna p; q 2 Q platíf(p+ q) + f(p� q) = p+ 1 + f(pq):Nejprve si za p a q dosadíme nulu, dostaneme f(0) + f(0) = 1 + f(0), a tedy f(0) = 1. Nynísi za q dosadíme nulu, p neh» je libovolné, máme f(p) + f(p) = p + 1 + 1. Vidíme, ¾e jedinýkandidát na hledanou funki je f(p) = p+22 . Ovìøme, zda tato funke splòuje pùvodní rovnii.f(p+ q) + f(p� q) = p+ 1 + f(pq);p+ q + 22 + p� q + 22 = p+ 1 + pq + 22 ;2p+ 4 = 2p+ 4 + pq:Rovnost je splnìna jen pro pq = 0, nalezená funke proto není øe¹ením a daná rovnie tak nemá¾ádné øe¹ení.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Vìt¹ina øe¹ení se podobala vzorovému. Za zmínku v¹ak stojíalternativní postup nìkolika øe¹itelù, kteøí dosazením p = q = 0 a p = q = 2 dospìli ke spornému1 = f(0) = 3, za o¾ si vyslou¾ili +i.2. úloha (31, 12, 1:00, 1:0)Najdìte v¹ehny funke f : R+ ! R takové, ¾e pro v¹ehna x; y > 0 platílog(x+ y + 2f(xy)) = 2 log(f(x) + f(y)):Funke logaritmus je prostá, proto log(x) = log(y), právì kdy¾ x = y (a x > 0). Tím dostá-váme rovnii x+ y + 2f(xy) = (f(x) + f(y))2;pøièem¾ funke f bude øe¹ením pùvodní rovnie, pokud bude øe¹ením této rovnie a výraz f(x)+f(y) bude kladný pro v¹ehna x; y 2 R+ (aby byl de�novaný logaritmus). Polo¾íme-li x = y,vidíme, ¾e musí být f(x) > 0 pro v¹ehna x 2 R+. Dosaïme x = y = 1, dostaneme takkvadratikou rovnii pro f(1) s øe¹ením 1�34 , vyhovuje jen f(1) = 1. Nyní neh» y = 1 a x jelibovolné, dostaneme rovnii x+ 1 + 2f(x) = (f(x) + 1)2;o¾ je kvadratiká rovnie s kladným øe¹ením f(x) = px. To je tedy jediný kandidát na hledanoufunki, dosadíme-li tuto funki do zadání, vidíme, ¾e vyhovuje. Funke f(x) = px je tedy jedinýmøe¹ením pùvodní rovnie.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Správný výsledek mìli témìø v¹ihni, správné øe¹ení nemìl témìønikdo. Mezi nejèastìj¹í hybu patøila tvrzení typu f(x) = �px, máme tedy dvì mo¾né funke,f(x) = px je první a f(x) = �px je druhá. To ov¹em není pravda, tìh funkí vyhovujííiv



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 Apodmíne f(x) = �px je mnohem víe. Napøíklad funke f(x) =px pro x pøirozené a f(x) = �pxpro ostatní kladná reálná x po¾adovanou podmínku také splòuje. Za tuto hybu (pokud se nedalasnadno opravit) jsem strhával dva body. Dal¹í èastou hybou bylo dosazování nuly, napøíè tomu,¾e funke byla de�nována pouze pro kladná reálná èísla (o¾ mìlo svùj význam kvùli logaritmùm{ vìt¹ina øe¹itelù si myslela, ¾e logaritmy v zadání jsou jen pro okrasu a bez o¹etøování nìjakýhpodmínek se jih zbavili). I za dosazování nuly jsem strhával dva body, nebo» takto byla øe¹enazela jiná úloha. Pøi kumulování víe hyb se obèas stalo, ¾e i øe¹ení se správným výsledkem byloza nula bodù. Témìø nikdo (z tìh, kteøí zkou¹ku dìlali) se také nezabýval tím, ¾e pøi zkou¹edosazuje do logaritmù kladná èísla (ono to èasto bylo vidìt, ale je potøeba to zmínit), a tak jsemse nakone rozhodl udìlovat +i tìm, kteøí se o tom, ¾e kladná èísla dosazují, zmínili.3. úloha (27, 15, 1:00, 2:0)Najdìte v¹ehny funke f : R! R takové, ¾e pro v¹ehna x; y reálná platíf(x+ y) � 2f(x� y) + f(x) � 2f(y) = y � 2:Zvolíme-li x = y = 0, dostaneme �2f(0) = �2, tedy f(0) = 1. Nyní neh» x je nulové a ylibovolné, vyjde vztah �f(y) � 2f(�y) = y � 3: (~)Dále vezmeme opìt x nulové a y tentokráte s opaèným znaménkem (tedy þy = �yÿ), po úpravìdostaneme f(�y) = �2f(y) + y+ 3, po dosazení tohoto vztahu do (~) vyjde f(y) = y+1. Totoje jediný kandidát na hledanou funki, dosazením do pùvodního zadání zjistíme, ¾e tato funkeopravdu vyhovuje, f(x) = x+ 1 je tudí¾ jediným øe¹ením dané rovnie.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Za dùkaz, ¾e funke musí splòovat f(x) = x + 1, jsem dával 2body a za nìjaké nalezení (napø. si nìkteøí øe¹itelé øekli, ¾e by funke mohla být lineární) tétofunke a dùkaz, ¾e tato funke rovnii vyhovuje, jeden bod. Nìkteøí øe¹itelé zkou¹eli dokázat,¾e funke musí být lineární nahlédnutím na zadanou rovnost nebo na rovnii f(2x) = f(x) + x,kterou získali po dosazení x = y. Jen¾e ani tato rovnost nedokazuje, ¾e funke musí být lineární.Napø. f(x) = x+ 1 pro x 2 Q a f(x) = x pro x =2 Q splòuje tuto rovnost (staèí si uvìdomit, ¾ex 2 Q, 2x 2 Q).4. úloha (23, 20, 3:00, 5:0)Urèete v¹ehny funke f : R! R takové, ¾e pro v¹ehna reálná x; y; z platí12f(xy) + 12 f(xz)� f(x)f(yz) � 14 :Po substitui x = y = z = 0 dostáváme f(0) � f(0)2 � 14 , tedy (f(0) � 12 )2 � 0 a f(0) = 12 .Stejnì tak substituí x = y = z = 1 získáme f(1) = 12 . Neh» dále y = z = 0 a x je libovolné,dostáváme (s vyu¾itím f(0) = 12 ) f(x) � 12 . Volbou y = z = 1 vyjde f(x) � 12 . Dostali jsme tedy,¾e nutnì f(x) = 12 , dosazením do pùvodní nerovnie se pøesvìdèíme, ¾e tato funke je skuteènìøe¹ením.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Vìt¹ina øe¹ení se podobala autorskému a byla ohodnoena plnýmpoètem bodù. Jen byh rád pøipomenul, ¾e funkionální rovnie se obvykle øe¹í následovnì:v



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 APøedpokládáme, ¾e nìjaké øe¹ení existuje. Dále z rovni postupnì usoudíme, jaký má mít tvar,o musí splòovat a podobnì. No a závìrem je potøeba ovìøit pøedpoklad, tj. dosadit na¹i nalezenoufunki do rovnie. Mnozí jste na to zapomnìli.5. úloha (23, 11, 2:00, 1:0)Najdìte v¹ehny dvojie funkí f; g : R! R takové, ¾e pro v¹ehna reálná x; y platíf(x� y) = f(x)g(y) + f(y)g(x):Nejprve si dosadíme za x nulu a y pøejmenujeme na x, potom nulu za y pøi libovolném x,dostaneme tak dvì rovnie se shodnou pravou stranou, shodují se tedy i levé strany a mámef(x) = f(�x). Nyní zvolíme y = �x, po úpravì dostanemef(2x) = f(x)(g(x) + g(�x)) (1);dále volbou y = x získáme f(0) = 2f(x)g(x) (2)a volbou y = 0 po drobné úpravì f(x)(1 � g(0)) = f(0)g(x): (3)Rozli¹íme nìkteré pøípady:a) f(0) 6= 0. Potom z (2) plyne f(x) 6= 0, g(x) 6= 0, z (3) plyne g(x) = af(x) pro nìjaké a reálnénenulové, tedy g je také sudá. Potom z (1) a (2) plyne f(2x) = 2f(x)g(x) = f(0), tedy f(x) = ,kde  je nenulová konstanta. Z (2) máme  = 2g(x), a tedy g(x) = 12 .b) f(0) = 0. Pokud f(x) = 0 pro v¹ehna x, potom zøejmì g mù¾e být libovolná funke. Neh»tedy existuje  reálné takové, ¾e f() 6= 0. Z (2) plyne pro ka¾dé x f(x) = 0 nebo g(x) = 0, tedyg() = 0. Ze sudosti f máme f(�) 6= 0, a tedy g(�) = 0. Dosazením x = x, y = � a x = ,y = �x dostaneme dvì rovnie se shodnou levou stranou, rovnají se tedy i pravé strany a vyu¾itímsudosti f máme g(x) = g(�x), tedy g je sudá. Potom ale z (1) máme f(2x) = 2f(x)g(x), tedyf(2x) = 0 pro ka¾dé x, volbou x = 2 dostaneme f() = 0, o¾ je spor, vidíme tedy, ¾e pokudf(0) = 0, potom f(x) = 0 pro v¹ehna x.Øe¹ením jsou tedy dvojie funkí f(x) = ;  2 R, g(x) = 12 a f(x) = 0, g libovolná.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Pøekvapilo mì, kolik øe¹itelù se dopustilo následujíí (nebo po-dobné) hyby: Z toho, ¾e 8x 2 Rf(x)g(x) = 0, usoudili, ¾e buï 8x 2 Rf(x) = 0 nebo 8x 2Rg(x) = 0. Uvìdomte si, ¾e to není pravda. Protipøíkladem mohou být tøeba f = 0 pro x � 0,f(x) = x2 pro x > 0 a g(x) = x2 pro x � 0, g(x) = 0 pro x > 0. f ani g nejsou iden-tiky nulové, jejih souèin pøitom ano. Podobnì jednoduhou úvahou lze vyvrátit jiný hybný(a také velmi èastý) závìr, a to následujíí: Pokud 8x 2 R jf(x)j = 12 , tak 8x 2 Rf(x) = 12nebo 8x 2 Rf(x) = � 12 . Zde si staèí uvìdomit, ¾e f nemusí být spojitá, tak¾e klidnì mù¾e býtnapøíklad v nule rovna 12 a � 12 v¹ude jinde.Za takovéto hyby jsem nemilosrdnì strhávala body, nebo» øe¹ení neúmìrnì zjednodu¹ovaly.6. úloha (21, 15, 3:00, 5:0)vi



A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 ADoka¾te, ¾e neexistuje funke f : Z! Z taková, ¾e pro v¹ehna m;n 2 Z platíf(m + f(n)) = f(m) � n:V¹imnìme si, ¾e pro n 6= 0 je f(n) 6= 0 (jinak byhom dostali f(m) = f(m)�n) a funke f jeneomezená (je f(m+f(1)) = f(m)�1, f(m+2f(1)) = f((m+f(1))+f(1)) = f(m+f(1))�1 =f(m)�2 a indukí f(m+kf(1)) = f(m)�k. Nyní volme n = 0, dostaneme f(m+f(0)) = f(m).Pokud by f(0) 6= 0, byla by f periodiká s periodou f(0), a tudí¾ by byla omezená, o¾ je spors pøedhozím zji¹tìním. Je tedy f(0) = 0. Volme dále m = 0, vyjde vztah f(f(n)) = �n. Z tohovidíme, ¾e pro f(�1) = a musí nutnì být f(a) = 1, f(1) = �a, f(�a) = �1. Nyní volbou n = a,m = 0 dostáváme f(1) = �a, f(2) = f(1 + 1) = f(1)� a = �2a, indukí f(n) = �an pro n 2 N.Volbou n = �a, m = 0 získáme f(�1) = a, f(�2) = f(�1 � 1) = f(�1) + a = 2a, indukíf(�n) = an pro n 2 N. Vy¹lo nám tedy, ¾e pokud je nìjaká funke øe¹ením zadané rovnie,potom je tvaru f(z) = �az, kde a = f(1). Dosaïme tuto funki do pùvodní rovnie, dostáváme�a(m+(�an)) = �am�n, tedy po úpravì a2 = �1. Øe¹ení této rovnie spadá do komplexníhèísel, konkrétnì jsou to èísla �i, niménì tato nevyhovují, proto¾e funkèní hodnoty takové funkeby byla imaginární èísla, nikoliv elá. Dokázali jsme tedy, ¾e ¾ádná vyhovujíí funke neexistuje.7. úloha (11, 8, 3:00, 5:0)Mìjme funke f; g : R! R takové, ¾e pro v¹ehna x; y reálná platí f(x+y)+f(x�y) = 2f(x)g(y),f není identiky rovna nule (tj. existuje z reálné takové, ¾e f(z) 6= 0) a pro v¹ehna x platíjf(x)j � 1. Doka¾te, ¾e pro v¹ehna y platí jg(y)j � 1.Dùkaz provedeme sporem. Neh» tedy existuje  takové, ¾e jg()j > 1. Potom dosazenímy =  dostaneme f(x + ) + f(x � ) = 2f(x)g(), tak¾e 2jf(x)j < jf(x + ) + f(x � )j �jf(x + )j + jf(x � )j, tedy jf(x + )j > jf(x)j nebo jf(x � )j < jf(x)j. Zvolme d takové, ¾ef(d) 6= 0, BÚNO jf(d+)j > jf(d)j (pøípad jf(d�)j > jf(d)j se øe¹í stejnì). Pro jf(d+)j mámejf(d+�)j > jf(d+)j nebo f j(d++)j > jf(d+)j. Vidíme, ¾e první mo¾nost nastat nemù¾e,je tedy jf(d + 2)j > jf(d + )j. Takto mù¾eme pokraèovat a matematikou indukí dostanemejf(d+(k+1)j > jf(d+ k)j pro v¹ehna k pøirozená, posloupnost (jf(d+ k)j)1k=1 je tedy ostøerostouí. Dále platí pro k 2 N jf(d + (k + 1))j � jf(d + k)j > jf(d + k)j � jf(d + (k � 1))j,proto pro v¹ehna k pøirozená je jf(d + (k + 1))j � jf(d + k)j > (jf(d + )j � jf(d)j) = b > 0,a tedy jf(d+k)j > kb. Potom ale pro k > 1b dostaneme f(d+k) > 1, o¾ je spor s pøedpokladyúlohy. Tím jsme ukázali, ¾e pro v¹ehna x 2 R je jg(x)j � 1.Poznámky k do¹lým øe¹ením: Øe¹itelé vìt¹inou dokazovali úlohu sporem { za pøedpokladu exis-tene reálného èísla x, pro které je jg(x)j > 1, na¹li èíslo y, pro nì¾ jf(y)j > 1), nebo po¾adovanounerovnost dokázali pøímo s vyu¾itím suprema funke f , pøípadnì oba postupy kombinovali. Tøiøe¹itelé pøi výpoèteh pou¾ívali maximum funke f(x) (resp. jf(x)j) na mno¾inì reálnýh èísel,to ale na rozdíl od suprema nemusí existovat.
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A Korespondenèní semináø, KAM MFF UK, Malostranské námìstí 25, 118 00 Praha 1 A8. úloha (16, 12, 3:00, 3:0)Naleznìte v¹ehny rostouí funke f : R+0 ! R+0 takové, ¾e pro v¹ehna x; y � 0 platíf(yf(x)) = x2f(xy):Zvolme y = 1, dostáváme f(f(x)) = x2f(x). Pokud f(a) = f(b), je z pøede¹lého vzoreèkua2 = b2, a tedy a = b vzhledem k de�niènímu oboru, funke f je prostá. Nyní neh» y = f(z),máme f(f(z)f(x)) = x2(xf(z)) = x2z2f(xz) = f(f(xz)), a tedy f(xz) = f(x)f(z). Neh» pronìjaké x je f(x) > x2. Potom f(f(x)) > f(x2) = f(x)f(x), ale f(f(x)) = x2f(x), tedy x2f(x) >f(x)f(x) a x2 > f(x), o¾ je spor. Obdobnì neh» f(x) < x2, potom f(f(x)) < f(x2) = f(x)f(x),f(f(x)) = x2f(x) a dostáváme x2 < f(x), o¾ je opìt spor. Je tedy nutnì f(x) = x2 pro v¹ehnax 2 R+0 , dosadíme-li tuto funki do zadání, vidíme, ¾e vyhovuje, je proto jediným øe¹ením danéúlohy.Poznámky k do¹lým øe¹ením: V¹eti rie¹itelia na¹li rie¹enie úlohy f(x) = x2, asi polovia ajdokázala, ¾e je jediné. Struèné pekné rie¹enia, v ktorýh rie¹iteµ väè¹inou ukázal, ¾e f(x)x > x ajf(x)x < x (pre nejaké x > 0) vedie ku sporu s rastúos»ou f , si vyslú¾ila +i. Najèastej¹ou hyboubolo, keï rie¹iteµ dokázal f(x) = x2 len pre x nejakého tvaru (napr. x = f(y) � y, kde y 2 R+0 ),no nedokázal, ¾e v¹etky x 2 R+0 sa dajú v tomto tvare zapísa».
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