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Neékolik poznatkt, které se Ti mohou hodit

Ulohy 7. série se tykaji feSeni funkcionalnich rovnic, co jsou rovnice, ve kterych hledana ne-
znam4 je néjaka funkce. V tomto textu popiSeme zdkladni metody feSeni funkcionédlnich rovnic.
Kromé toho se budeme zabyvat vlastnostmi spojitych funkci. Vétsinu jejich vlastnosti nebudeme
dokazovat, ale pri reSeni prikladi se na né muze§ bez diikkazu odvolévat. Podrobnéji se problema-
tice funkciondlnich rovnic vénuje nap¥. sbirka Skoly mladych matematikt 55, Ljubomir Davidov:

Funkcionalni rovnice, Mlad4 Fronta, Praha 1984.

Zakladni metoda feSeni funkciondlnich rovnic je tzv. substitu¢ni. Spoc¢iva, fe¢eno co nejobec-
néji, v nasledujicim postupu: Predpokldddme, Ze uz mame néjaké reseni funkciondlni rovnice,
a vhodnou volbou proménnych se snaZime najit explicitni tvar tohoto feSeni. Poté ovéfime, zda
takto ziskand funkce dané funkcionélni rovnici skute¢né vyhovuje. Objasnime to na jednoduchém
prikladu.

Priklad: Najdéte vSechny funkce f: R — R, spliiujici f(z + y) = f(z) + y pro kazdé z,y € R.
Reseni: Predpoklddejme, 7e jiz méme n&jakou funkci f fedici rovnici. Pak musi platit (oznagime
si ¢ = f(0) a dosadime z = 0 do zadani) f(y) = ¢+ y. Naopak dosadime-li funkci f v takto
zjisténém tvaru do zaddni, zjistime, Ze f(y) = ¢ + y Fesi rovnici pro kazdé ¢ € R. Tim je tloha
vyTeSena.

Ted se budeme zabyvat spojitymi funkcemi. Pfesnou definici uvadét nebudeme, postaéi nam
intuitivni predstava. Spojité funkce si mtazeme ptiblizné predstavit jako ty, jejichZ graf 1ze nakres-
lit jednim tahem — je souvisly. V podstaté v&tSina b&Znych funkci je spojitych. Funkce f(z) =z
je spojita. Plati, Ze soucet a souin dvou spojitych funkci je spojity. Odtud lze indukci odvodit,
f (=)
g(z)
v téch bodech, kde g(z) # 0. Dalsi spojité funkce jsou nap¥. sin z, cos z, a®,log, = pro a > 0. Je-li

obor hodnot funkce f(z) ¢asti defini¢niho oboru funkce g(z), pak g(f(x)) je také spojitd. Déle
je-li funkce f(z) spojitd a ryze monotdnni (rostouci nebo klesajici), pak i funkce inverzni k funkci
f(z) je spojitd. Pomoci t&chto vlastnosti 1ze budovat z uvedenych spojitych funkci funkce nové.

Dulezita vlastnost spojitych funkci je tzv. Darbouxova vlastnost nabyvani mezihodnot. Je-li
f(z) spojitd, pak pro z1 < z2, f(x1) # f(x2) funkce f(x) nabyvéd na intervalu (z1,z2) vSech
hodnot mezi f(z1), f(z2). Disledkem tohoto je tvrzeni, Ze je-li f(z1) < 0 a f(z2) > 0 (nebo
naopak), pak existuje ¢islo zg € (z1,2z2), pro néz f(zo) = 0.

%e libovolna polynomick4 funkce! je spojita. Dale pro f(z), g(z) spojité je funkce spojita

Dale vylozime tzv. Cauchyovu metodu feSeni funkciondlnich rovnic, ve kterych hledame pouze
spojitd feSeni. Nejdiiv ale budeme potiebovat nékolik pojmi a tvrzeni.

Rekneme, %e mnoZina M C R je hustd v R, jestlize pro kazdé a,b € R,a < b existuje Cislo
m € M, pro které m € (a,b).

Tedy kazdy otevieny interval musi obsahovat né&jaké ¢islo z husté mnozZiny. Lze ukazat, Ze
kazdy otevieny interval uZ nutné obsahuje nekone¢né mnoho ¢&isel libovolné husté mnoZiny.

Lemma 1. MnoZina Q vSech raciondlnich ¢isel je hustd v R.

Diikaz: Necht a < b jsou libovolna redlné &isla. Jelikoz b — a > 0, tak jisté existuje n € N,
pro které n(b — a) > 1. Pak ale interval (na,nb) nutn& obsahuje &islo z € Z, konkrétn& napt.

2 = [na+ 1]. Pak ale interval (a,b) obsahuje raciondlni &islo . Tim je lemma 1 dokézano.

ITedy funkce, kterou lze vyjdfit ve tvaru f(z) = ana™ + ap—12"" ' + -+ + a17 + ag, kde
n €N ap £Z0.
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Podobné lze ukazat, Ze mnozina vSech dyadickych racionalnich ¢isel, tedy téch, jez je mozZno
vyjadiit ve tvaru 5%, kde z € Z,n € No, je hustd v R.

Lemma 2. Necht f,g: R — R jsou spojité funkce a mnozina M C R je hustd v R. Navic plati
f(m) = g(m) pro kaidé m € M. Pak plati f(z) = g(x) pro kaZdé x € R.

Toto lemma je intuitivné jasné a nebudeme ho zde dokazovat. Pokud nékoho zajimé precizni
ditkaz, najde ho napt. v jiz zminéné kniZeCce Funkciondlni rovnice od L. Davidova.

Ted u? mtZeme formulovat samotnou Cauchyho metodu. Reknéme, %e mame funkcionélni
rovnici, u které nds zajimaji pouze spojitd reSeni. Pak miiZzeme nejdiive urcit vSechna reSeni
dané funkciondlni rovnice, kterd jsou definovand pouze na néjaké husté mnoziné (nejcastéji Q),
a pak vyuZit spojitosti tohoto FeSeni k rozgireni na celou mnoZinu R (lemma 2 ndm {ika, Ze to
lze provést nanejvys jednim zplsobem). Objasnime to na nésledujicim piikladu.

Priklad: Najdéte v8echny spojité funkce f : R — R spliujici f(z + y) = f(x)f(y) pro kazdé
z,y € R.

Reseni: Pfedpoklddejme, 7e mame ndjaké fedeni f této rovnice. Je-li pro n&jaké t realné f(t) = 0,
pak volbou z = z — t,y = ¢ dostdvdme f(2) = f(z —t+t) = f(z —t)f(t) = 0 pro kazdé
z € R. Déle se tedy budeme zajimat jen o nenulovd TeSeni. Predné pro kazdé z € R plati

2

f@) = F(E+2) = AE)FE) = (f(g)) > 0. Tedy funkce f(z) nabyvéa viude kladnych

hodnot. Ozna¢me si f(1) = ¢ > 0. Pfedpokladejme, Ze pro n&jaké n € N plati f(n) = c". Pak

fn+1) = f(n)f(1) = c"c = ¢**!. Odtud matematickou indukci plyne f(n) = ¢ pro kazdé
n

piirozené &slo n. Analogicky dokazeme f(nm) - ( f(z)) pro kazdé n € N,z € R. Tedy jsou-

i m,n € N, pak f(*) = % = /f(n = %/ f(m Vem cw . Tedy vztah

f(z) = ¢ plati pro kazdé kladné racionélni &slo z. Dale f(0) = f(0 +0) = (f(O)) > 0, tedy

f(0)=1= cO TudiZ pro kazdé kladné raciondlni z plati 1 = f(0) = f(z — z) = f(z)f(—=z) =
f(—z) = f(m) = ciz = ¢~ %. Dostali jsme tedy platnost vyrazu f(z) = ¢* pro vSechna racionalni
&isla z. Definujeme-li funkci g(x) = ¢® pro viechna z € R, pak f(z) i g(z) jsou spojité funkce
(o f(z) to vime ze zadéni), které se shoduji v kazdém racionélnim &isle. JelikoZ mnoZina Q v8ech
raciondlnich ¢isel je podle lemmatu 1 hustd v R, tak podle lemmatu 2 plati f(z) = g(z) pro kazdé
z € R. Tedy pro kazdé reélné &islo z plati f(z) = ¢®, kde ¢ > 0. Dosadime-li funkci f(z) = ¢® do
zadani, zjistime, 7e f(z) = c® je skutetnd FeSenim dané rovnice pro kazdé ¢ > 0. Uloha m4 tedy
spojita Fegeni? f(z) = 0 a f(x) = c® pro kazdé ¢ > 0. Tim je tiloha vyfeSena.

"
[. série
Téma: Funkciondlni rovnice

Termin odeslani: 21.DUBNA 2003

2Lze ukézat, Ze tato funkcionilni rovnice ma mnoho nespojitych feseni.
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1. 0LOHA
Najdéte v8echny funkce f : Q — Q takové, Ze pro vSechna p,q € Q plati

fo+q+flp—q) =p+ 1+ f(pg).

2. ULOHA
Najdéte viechny funkce f : RT — R takové, Ze pro v8echna z,y > 0 plati

log(z +y + 2f(zy)) = 2log(f(z) + f(¥))-

3. ULOHA
Najdéte v8echny funkce f : R — R takové, Ze pro vSechna z,y redlna plati

fle+y) —2f(z —y)+ f(z) =2f(y) =y — 2.

4.ULOHA
Urcete vSechny funkce f : R — R takové, Ze pro vSechna redlnd z,y, z plati

| =

1 1
S @) + 5 1@ — [@)f (=) >

5. ULOHA
Najdéte v8echny dvojice funkci f, g : R — R takové, Ze pro vSechna redlnd z,y plati

flxz —y) = f(z)g9(y) + f(y)g(=).

6. ULOHA
Dokazte, ze neexistuje funkce f : Z — Z takovd, Ze pro vSechna m,n € Z plati

fm+ f(n)) = f(m) —n.

7. ULOHA

(3 BODY)

(3 BODY)

(3 BODY)

(5 BODU)

(5 BODU)

(5 BODU)

(5 BODU)

Méjme funkee f, g : R — R takové, Ze pro vSechna z, y redlnd plati f(z+y)+f(z—y) = 2f(z)g(y),
f neni identicky rovna nule (tj. existuje z redlné takové, Zze f(z) # 0) a pro vSechna z plati

|f(z)|] < 1. Dokazte, Ze pro v8echna y plati |g(y)| < 1.

8. ULOHA

Naleznéte v8echny rostouci funkce f :Ra‘ — R(T takové, Ze pro vSechna x,y > 0 plati

fyf(@) = a* f(zy).

iii

(5 BODU)
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Reseni 7. série

1. tloha (28, 26, 2.00, 3.0)
Najdéte v8echny funkce f : Q — Q takové, Ze pro vSechna p,q € Q plati

fo+q+flp—q) =p+ 1+ f(pg).

Nejprve si za p a ¢ dosadime nulu, dostaneme f(0) + f(0) =1+ f(0), a tedy f(0) = 1. Nyni
si za ¢ dosadime nulu, p necht je libovolné, méme f(p) + f(p) = p + 1 + 1. Vidime, Ze jediny
kandid4t na hledanou funkci je f(p) = pQﬁ. Ovéfme, zda tato funkce spliiuje ptivodni rovnici.

flp+a)+ flp—aq)=p+1+ f(pg),

+q+2 p-q+2 +2
P T = p e M

2p+4=2p+4+pgq.

Rovnost je splnéna jen pro pg = 0, nalezend funkce proto neni feSenim a dané rovnice tak nemé
74dné TeSeni.

Pozndmky k doSlym feSenim: VétSina reSeni se podobala vzorovému. Za zminku vSak stoji
alternativni postup nékolika FeSiteld, ktefi dosazenim p = ¢ = 0 a p = ¢ = 2 dospéli ke spornému
1= f(0) = 3, za coz si vyslouZili +i.

2. tloha (31, 12, 1.00, 1.0)
Najdéte viechny funkce f : RT — R takové, Ze pro vSechna z,y > 0 plati

log(z +y + 2f(zy)) = 2log(f(z) + f(¥))-

Funkce logaritmus je prostd, proto log(z) = log(y), pravé kdyz z = y (a > 0). Tim dosté-
vame rovnici

T +y+2f(zy) = (f(@) + f(v))°,

pfi¢emz funkce f bude FeSenim ptivodni rovnice, pokud bude feSenim této rovnice a vyraz f(z)+
f(y) bude kladny pro viechna z,y € Rt (aby byl definovany logaritmus). Polozime-li z = v,

vidime, #e musi byt f(z) > 0 pro viechna z € RT. Dosadme x = y = 1, dostaneme tak
kvadratickou rovnici pro f(1) s FeSenim 1:%3, vyhovuje jen f(1) = 1. Nyni necht y = 1 a z je

libovolné, dostaneme rovnici
z+1+2f(z) = (f(z) + 1)%,

co? je kvadraticka rovnice s kladnym FeSenim f(z) = +/z. To je tedy jediny kandidat na hledanou
funkci, dosadime-li tuto funkci do zadéni, vidime, Ze vyhovuje. Funkce f(z) = v/ je tedy jedinym
feSenim puvodni rovnice.

Pozndmky k doSlym feSenim: Spravny vysledek méli témé¥ vSichni, spravné feSeni nemél témér
nikdo. Mezi nej¢ast&jsi chybu patfila tvrzeni typu f(z) = 43/, mame tedy dvé mozné funkce,
f(z) =+/z je prvni a f(z) = —/x je druhd. To ovSem neni pravda, t&h funkci vyhovujici

iv
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podmince f(z) = 43/7 je mnohem vice. Napiiklad funkce f(z) =+/z pro z p¥irozené a f(z) = —/z
pro ostatni kladnd redlnd z pozadovanou podminku také splituje. Za tuto chybu (pokud se nedala
snadno opravit) jsem strhéval dva body. Dalsi ¢astou chybou bylo dosazovéani nuly, nap¥i¢ tomu,
Zze funkce byla definovédna pouze pro kladnd redlnd &isla (coz mélo sviij vyznam kviili logaritmim
— vét8ina TeSitelt si myslela, Ze logaritmy v zadani jsou jen pro okrasu a bez oSetfovani néjakych
podminek se jich zbavili). I za dosazovani nuly jsem strhdval dva body, nebot takto byla FeSena
zcela jind tloha. P¥i kumulovéni vice chyb se obcas stalo, Ze i feSeni se spravnym vysledkem bylo
za nula bodt. TéméF nikdo (z t&ch, ktefi zkousku délali) se také nezabyval tim, Ze p¥i zkouSce
dosazuje do logaritmil kladnd &isla (ono to ¢asto bylo vidét, ale je potieba to zminit), a tak jsem
se nakonec rozhodl udélovat +i tém, ktefi se o tom, Zze kladnd &isla dosazuji, zminili.

3.dloha (27, 15, 1.00, 2.0)
Najdéte v8echny funkce f : R — R takové, Ze pro vSechna x,y redlnd plati

f@+y) —2f(x —y) + f(z) - 2f(y) =y — 2.

Zvolime-li z = y = 0, dostaneme —2f(0) = —2, tedy f(0) = 1. Nyni necht z je nulové a y
libovolné, vyjde vztah

—fy) —2f(-y) =y - 3. (©)

Dale vezmeme opét = nulové a y tentokrite s opa¢nym znaménkem (tedy ,y = —y“), po upravé
dostaneme f(—y) = —2f(y) + y + 3, po dosazeni tohoto vztahu do (V) vyjde f(y) =y + 1. Toto
je jediny kandidat na hledanou funkci, dosazenim do ptivodniho zadani zjistime, Ze tato funkce
opravdu vyhovuje, f(z) = z + 1 je tudiZ jedingm FeSenim dané rovnice.

Pozndmky k doslym FeSenim: Za dtikaz, Ze funkce musi splhovat f(z) = z + 1, jsem déval 2
body a za né&jaké nalezeni (napf. si nékteli reSitelé fekli, Ze by funkce mohla byt linedrni) této
funkce a diikaz, Ze tato funkce rovnici vyhovuje, jeden bod. Nékteri teSitelé zkouseli dokézat,
7e funkce musi byt linedrni nahlédnutim na zadanou rovnost nebo na rovnici f(2z) = f(z) + =,
kterou ziskali po dosazeni x = y. JenZe ani tato rovnost nedokazuje, ze funkce musi byt linedrni.
Napt. f(z) =z +1proz € Q a f(z) =z pro z ¢ Q spliuje tuto rovnost (stadi si uvédomit, Ze
TEQRE2xEQ).

4.1loha (23, 20, 3.00, 5.0)
Urcete vSechny funkce f : R — R takové, Ze pro v8echna redlnd x,y, z plati

| =

1 1
Say) + S f@2) — @) f(y2) >

Po substituci 2 = y = z = 0 dostavame f(0) — f(0)2 > 1, tedy (f(0) — 3)2 < 0a f(0) = 3.
Stejné& tak substituci z = y = z = 1 ziskdme f(1) = % Necht dile y = z = 0 a z je libovolné,
dostdvame (s vyuzitim f(0) = %) f(z) < % Volbou y = z = 1 vyjde f(z) > % Dostali jsme tedy,
7e nutné f(z) = %, dosazenim do ptivodni nerovnice se presvédéime, Ze tato funkce je skute¢n&

feSenim.

Pozndmky k doSlym feSenim: VétSina reSeni se podobala autorskému a byla ohodnocena plnym
poctem bodi. Jen bych rdd pripomenul, Ze funkciondlni rovnice se obvykle fesi nésledovné:
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Predpokladéame, Ze néjaké reSeni existuje. Déle z rovnic postupné usoudime, jaky ma mit tvar,
co musi spliiovat a podobné. No a zdvérem je potieba ovérit predpoklad, tj. dosadit nasi nalezenou
funkci do rovnice. Mnozi jste na to zapomnéli.

5. tiloha (23, 11, 2.00, 1.0)
Najdéte v8echny dvojice funkci f, g : R — R takové, Ze pro vSechna redlnd z,y plati

f—y) = f(z)9(y) + f(y)g(z).

Nejprve si dosadime za z nulu a y prejmenujeme na z, potom nulu za y pii libovolném =z,
dostaneme tak dvé rovnice se shodnou pravou stranou, shoduji se tedy i levé strany a mame

f(z) = f(—=z). Nyni zvolime y = —z, po Gpravé dostaneme
f(2x) = f(z)(9(z) + 9(—z)) 1),
déle volbou y = x ziskdme
f(0) =2f(z)g(x) (2)
a volbou y = 0 po drobné Gpravé
f(x)(1 —g(0)) = f(0)g(x). (3)

Rozli§ime nékteré pripady:

a) f(0) # 0. Potom z (2) plyne f(z) # 0, g(x) # 0, z (3) plyne g(z) = af(z) pro n&jaké a reilné
nenulové, tedy g je také sudd. Potom z (1) a (2) plyne f(2z) = 2f(x)g(x) = f(0), tedy f(z) =¢,
kde ¢ je nenulova konstanta. Z (2) mame ¢ = 2cg(z), a tedy g(z) = %

b) f(0) = 0. Pokud f(z) = 0 pro vSechna z, potom zfejmé& g miZze byt libovolnd funkce. Necht
tedy existuje ¢ redlné takové, Ze f(c) # 0. Z (2) plyne pro kazdé z f(x) = 0 nebo g(z) = 0, tedy
g(c) = 0. Ze sudosti f mame f(—c) # 0, a tedy g(—c) = 0. Dosazenim z =z, y = —ca ¢ = ¢,
y = —x dostaneme dvé rovnice se shodnou levou stranou, rovnaji se tedy i pravé strany a vyuzitim
sudosti f méme g(z) = g(—z), tedy g je suda. Potom ale z (1) mame f(2z) = 2f(z)g(z), tedy
f(2x) = 0 pro kazdé x, volbou = 5 dostaneme f(c) = 0, coZ je spor, vidime tedy, Ze pokud
f(0) = 0, potom f(z) = 0 pro v8echna z.

Regenim jsou tedy dvojice funkci f(z) = ¢, c € R, g(z) = % a f(z) =0, g libovolna.

Pozndmky k doslym FeSenim: Pfekvapilo m&, kolik fesiteld se dopustilo nésledujici (nebo po-
dobné) chyby: Z toho, ze Vz € Rf(z)g(x) = 0, usoudili, Ze bud Vz € Rf(z) = 0 nebo Vz €
Rg(z) = 0. Uvédomte si, Ze to neni pravda. Protipfikladem mohou byt tfeba f = 0 pro z < 0,
f(z) = 22 proxz > 0 a g(z) = 22 pro x < 0, g(x) = 0 pro x > 0. f ani g nejsou iden-

ticky nulové, jejich soudin pFitom ano. Podobné jednoduchou tvahou lze vyvratit jiny chybny
(a také velmi Casty) zavér, a to nésledujici: Pokud Vaz € R|f(z)| = , tak Vo € Rf(z) =
nebo Vz € Rf(z) = f%. Zde si sta¢i uvédomit, Ze f nemusi byt spojitd, takze klidné miize byt
napfiklad v nule rovna % a —% vSude jinde.

Za takovéto chyby jsem nemilosrdné strhavala body, nebot feSeni netiimérné zjednodugovaly.
6. tloha (21, 15, 3.00, 5.0)

vi
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Dokazte, ze neexistuje funkce f : Z — Z takovd, Ze pro vSechna m,n € Z plati
f(m+ f(n)) = f(m) —n.

V8imnéme si, Ze pro n # 0 je f(n) # 0 (jinak bychom dostali f(m) = f(m) —n) a funkce f je
neomezend (je f(m+ f(1)) = f(m)—1, f(m+2f(1)) = f((m+F(1))+ F(1)) = f(m+F(1))—1 =
f(m)—2 aindukci f(m+kf(1)) = f(m)— k. Nyni volme n = 0, dostaneme f(m+ f(0)) = f(m).
Pokud by f(0) # 0, byla by f periodickd s periodou f(0), a tudiZ by byla omezend, coZz je spor
s pfedchozim zji§t&nim. Je tedy f(0) = 0. Volme déle m = 0, vyjde vztah f(f(n)) = —n. Z toho
vidime, Ze pro f(—1) = a musi nutné byt f(a) =1, f(1) = —a, f(—a) = —1. Nyni volbou n = a,
m = 0 dostdvame f(1) = —a, f(2) = f(1+1) = f(1) — a = —2a, indukci f(n) = —an pron € N.
Volbou n = —a, m = 0 ziskdme f(—1) = a, f(-2) = f(-1—-1) = f(-1) + a = 2a, indukci
f(=n) = an pro n € N. Vyslo ndm tedy, Ze pokud je néjaka funkce feSenim zadané rovnice,
potom je tvaru f(z) = —az, kde a = f(1). Dosadme tuto funkci do ptivodni rovnice, dostdvame
—a(m 4+ (—an)) = —am — n, tedy po tpravé a®> = —1. ReSeni této rovnice spad4 do komplexnich
Cisel, konkrétné jsou to Cisla 4, nicméné tato nevyhovuji, protoze funkéni hodnoty takové funkce
by byla imaginarni ¢isla, nikoliv celd. Dokazali jsme tedy, Ze Zadna vyhovujici funkce neexistuje.

7.tloha (11, 8, 3.00, 5.0)
Méjme funkce f, g : R — R takové, Ze pro v8echna z, y redlnd plati f(z+y)+ f(z—y) = 2f(2)g(y),
f neni identicky rovna nule (tj. existuje z redlné takové, Ze f(z) # 0) a pro vSechna z plati
|f(z)] < 1. DokaZte, Ze pro v8echna y plati |g(y)| < 1.

Dtikaz provedeme sporem. Necht tedy existuje ¢ takové, Ze |g(c)| > 1. Potom dosazenim
y = c dostaneme f(xz + ¢) + f(x — ¢) = 2f(z)g(c), takze 2|f(z)| < |f(z + ¢) + f(xz — ¢)] <
[f(z + c)| + | f(x — ¢)|, tedy |f(z + ¢)| > |f(z)| nebo |f(z — ¢)| < |f(z)|. Zvolme d takové, Ze
f(d) # 0, BUNO |f(d+c)| > | f(d)| (p¥ipad |f(d—c)| > | f(d)| se Feii stejnd). Pro | f(d+c)| mame
[f(d+c—c)| > |f(d+c)| nebo f|(d+c+c)| > |f(d+c)|. Vidime, Ze prvni moZnost nastat nemiize,
je tedy |f(d + 2¢)| > |f(d + ¢)|. Takto muZeme pokrafovat a matematickou indukci dostaneme
|f(d+ (k+1)c| > |f(d+ kc)| pro viechna k pfirozend, posloupnost (|f(d+ kc)|)32; je tedy ostie
rostouci. Déle plati pro k € N |f(d + (k + 1)c)| — | f(d + kc)| > |f(d + ke)| — |f(d+ (K — 1)c)]|,
proto pro vSechna k pfirozend je |f(d+ (k + 1)¢)| — |f(d + kc)| > (|f(d+¢)| = |f(d)]) =b> 0,
a tedy |f(d+kc)| > kb. Potom ale pro k > % dostaneme f(d+ kec) > 1, coz je spor s pfedpoklady
ulohy. Tim jsme ukdzali, Ze pro viechna z € R je |g(z)| < 1.

Poznamky k doSlym feSenim: ReSitelé v&tSinou dokazovali tilohu sporem — za predpokladu exis-
tence redlného &isla z, pro které je |g(x)| > 1, nasli ¢islo y, pro n&z | f(y)| > 1), nebo pozadovanou
nerovnost dokazali pfimo s vyuzitim suprema funkce f, pfipadné oba postupy kombinovali. T¥i
Fesitelé p¥i vypoltech pouzivali maximum funkce f(z) (resp. |f(z)|) na mnoZin& redlnych &isel,
to ale na rozdil od suprema nemusi existovat.
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8.tloha (16, 12, 3.00, 3.0)
Naleznéte vSechny rostouci funkce f :Rg‘ — R(T takové, Ze pro vSechna z,y > 0 plati

fyf(@) = a* f(zy).

Zvolme y = 1, dostavame f(f(x)) = z2f(zx). Pokud f(a) = f(b), je z predeslého vzoretku
a® = b2, a tedy a = b vzhledem k defini¢nimu oboru, funkce f je prostd. Nyni necht y = f(z),
méme f(f(2)f(2)) = e*(@f(2)) = 2?22 f(wz) = [(f(w2)), a tedy f(wz) = [()f(2). Nechi pro
n&jaké z je f(z) > 2?. Potom f(f(z)) > f(2°) = f(z)f (), ale f(f(z)) = > f(z), tedy 2?f(z) >
f(z)f(z) az? > f(z), coz je spor. Obdobné necht f(z) < z2, potom f(f(z)) < f(z2) = f(z)f(z),
F(f(z)) = 22 f(x) a dostavame 22 < f(x), coZ je op&t spor. Je tedy nutn& f(z) = 22 pro viechna
T € Rar, dosadime-li tuto funkci do zadani, vidime, Ze vyhovuje, je proto jedinym reSenim dané
alohy.

Poznamky k doflym FeSenim: Vsetci rieSitelia nagli rieSenie tlohy f(z) = z2, asi polovica aj

dokéazala, Ze je jediné. Stru¢né pekné rieSenia, v ktorych riegitel vii¢Sinou ukazal, Ze @ >z aj
@ < z (pre nejaké z > 0) vedie ku sporu s rasticostou f, si vysluzila +i. NajcastejSou chybou
bolo, ked riegitel dokézal f(x) = 22 len pre x nejakého tvaru (napr. z = f(y) -y, kde y € Rb"),

no nedokézal, ze vSetky x € ]Rar sa daju v tomto tvare zapisat.
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