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3. série
Téma: Nerovnosti

Termin odeslani: 6. PROSINCE 2004

1. 0LOHA (3 BODY)
Necht a, b jsou délky odvésen pravouhlého trojuhelnika, ¢ bud délka jeho pfepony. Dokazte, ze
pro kazdé prirozené cislo n vétsi nez dva plati ¢ > a™ + b™.

2. ULOHA (3 BODY)
Ukaizte, ze pro viechna pfirozena &isla n plati n! < (nT-H)"l
3. ULOHA (3 BODY)
Dokazte, ze pro vSechna realna ¢isla a, b splnujici a + b > 0 plati

a b

>1+1
a b

b2 a2 =
4.ULOHA (5 BODU)

Necht a, b jsou realna &isla takova, Zze rovnice 3 + ax + b ma t¥i riizna realna feseni. Ukazte, Ze
pak nutné a < 0.

5. 0LOHA (5 BODU)
Necht a, b, ¢ jsou kladna reéalna ¢isla. Ukazte, Ze trojuhelnik s délkami stran a, b, c existuje, pravé
kdyz a* + b + ¢* < 2a2b% + 2a2c? + 2b%c2.

6. ULOHA (5 BODU)

Pro n pfirozené méjme realna cisla agp, a1, ..., an takova, ze ag + a% + - 4 a% = 1. Oznac¢me
P(x) = ap + a1z + a2z + - - - + anx™. Dokaite, Ze pro = € (0;1) je

P(z) < !

T —_—

V1—x2

7.0LOHA (5 BODU)
Budte a, b, c kladna realna ¢isla takova, ze abc = 1. Ukazte, Ze potom

a(d* = 1)+ b(c* = 1) +c(a* —1) > 0.

8. ULOHA (5 BODU)
Necht a, b, ¢ jsou délky stran trojuhelnika o obvodu 2. Dokazte, Ze potom

ac " ab " be S
a+bc b4+ac cH+ab

1.

In! je faktorial éisla n, tedy soudin 1-2-3---n.
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1. Gloha (108, 94, 2,40, 3,0)
Necht a, b jsou délky odvésen pravouhlého trojuhelnika, ¢ bud délka jeho pfepony. Dokazte, ze
pro kazdé prirozené cislo n vétsi nez dva plati ¢’ > a™ + b™.

Uvazujme libovolny pravouhly trojuhelnik s odvésnami a a b a pieponou c. Podle Pythagorovy
véty plati ¢ = a2 + b2, takze ¢ > a a ¢ > b. Pro libovolné pFirozené é&islo n > 2 plati

" = Cn72c2 — cn72(a2 + b2) — a2cn72 + b2cn72 > a2an72 + b2bn72 —a" + bn7
tedy skutecné c™ > a™ + b".

Poznamky k doslym feSenim: Spravna FeSeni se daji rozdélit na tfi druhy: Prvni pouzivala
algebraické tpravy jako ve vzorovém feSeni, druhd postupovala pomoci indukce a tfeti brutalné
roznésobovala c” = (a? + b2)% pomoci binomické véty. Bohuzel si fesitelé casto nevsimli, ze
binomickd véta (nezobecnénd) plati pouze pro celod¢iselné exponenty. Byl jsem hodny a za feseni,
které fungovalo pouze pro suda n, jsem daval dva body.

Spatné feSeni vétsinou pouzivala probirani nékolika konkrétnich p¥ipadt nebo diikaz obraz-
kem.

2. aloha (86, 62, 2,22, 3,0)
Ukazte, Ze pro vSechna prirozend ¢isla n plati n! < (nTH)n2

nl=y/(1-n)- (2 (n-1)((n-1)-2) (n-1) <
< 1+n.2+(n—1)“.(n—1)+2.n+1:(n—i-l)"‘
-2 2 2 2 2

V prostiedni nerovnosti vyuzivime n AG-nerovnosti vab < aT"'bpro dvojice (a,b) = (1,n),
2,n—=1),..., (n,1).

vSetky spravne riesenia pouzili jeden z troch postupov:

1) pouzije sa AG-nerovnost (rieSenie sa potom da napisat na dva riadky);

2) obidva vyrazy sa vhodne rozdelia na dvojice a pre tieto dvojice sa dokaze prislusna nerov-
nost;

3) indukciou (to vSak bolo dost drevorubadské rieSenie na tento priklad).

3. tiloha (121, 99, 2,48, 3,0)
Dokazte, ze pro vsechna readlna cisla a, b splnujici a + b > 0 plati
+

> =+

IS
ISR

L
a2

Tl e

2n! je faktorial &isla n, tedy sou¢in 1-2-3---n.
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Méjme libovolna ¢isla a a b s kladnym souétem. Aby mélo zadéni smysl, je nutné a # 0, b # 0.
Potom

1 1 a b 1 1 a® 4+ b% — ab? — a?b
>+ - -+ >0& >0&
a

a
i + - - =
b 2 a2 a b a2b?

b
b2 a2

a?(a—b) —b%(a—0) (a — b)(a? — b?) (a —b)%(a+b)

@ o202 e T R T

Protoze druhd mocnina kazdého nenulového realného ¢isla je kladna a a + b > 0, posledni nerov-
nost plati. VSechny provedené upravy byly ekvivalentni, takze plati i zadand nerovnost.

> 0.

Poznamky k doslym feSenim: Vétsina resitell si s tlohou poradila dobfe a vytesila ji postupem
podobnym vzorovému feseni. Nejcastéjsi chybou ve zbylych feSenich bylo pfenasobeni nerovnosti
vyrazem (a — b), ktery mohl byt zédporny, bez dalsiho vySetfovani. Neékteri fesitelé pouzili AG
nebo jinou zndmou nerovnost platnou pro kladna ¢&isla. Castou chybou vsak bylo to, Ze nezarudili,
ze jsou Cisla do ni vlozena kladna.

4. dloha (85, 82, 4,68, 5,0)
Necht a, b jsou realna &isla takova, ze rovnice 3 + ax + b ma tii rizna realna feSeni. Ukaste, Ze
pak nutné a < 0.

Piedpokladejme, ze rovnice 23 +ax +b = 0 ma tfi rizna realné feSeni, znacme je s, t a u. Tato
¢isla jsou kofeny kubického mnohoélenu x3+4-ax+b, takze podle Vietovych vztahti plati s+t+u = 0
a st +tu+us = a. Pak také 0 = (s +t +u)? = s2 + 12 +u? + 2st + 2tu + 2ts = 52 + 2 +u? + 2a.
Plati tedy a = —%(52 + 12 4+ u?) <0, coz jsme chtéli dokazat.

5. tlloha (72, 54, 2,83, 3,0)
Necht a, b, ¢ jsou kladna redlna cisla. Ukazte, ze trojuhelnik s délkami stran a, b, ¢ existuje, pravé
kdyz a* + b* + ¢* < 2a2b% + 2a2c? + 2022,

Maéme dokazat ekvivalenci, dokazme tedy postupné dvé implikace.
»=*“ Necht existuje trojihelnik se stranami a, b a c. Potom podle trojihelnikové nerovnosti
platia<b+4+c¢,b<a+cac<a+hb,cil

—a+b+c>0,a—b+c>0aa+b—c>0.
Vynéasobime-li tyto tfi nerovnosti spolu se zfejmym vztahem a + b + ¢ > 0, dostaneme
(—a+b+c)a—b+c)la+b—c)(a+b+c)>0.

Roznasobme levou stranu pomoci vztahu (z — y)(z +y) = 22 — y*:
(—a+b+c)a—b+c)(atb—c)a+b+c) = (c—(a—b)c+(a—b)((a+b) —c)((a+b)+ec) =
=( = (a=b((a+b)?=c?) = (? —a® +2ab—b*)(a® + 2ab +b? — ) =
= (2ab — (a® + b2 — c2))(2ab + (a2 + b% — c?)) = 4a?b? — (a® + 0% — )2 =
=4a%b? — (a* + b* + ¢* + 2a20? — 2a2c? — 20%¢?) = 20202 + 2022 + 2022 — (a* + b1+ ).
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Toto &islo je kladné, takze plati a* + b + ¢* < 2a2b? + 2b2c? + 2a2c2.

,<=“ Predpokladejme, Ze a, b a ¢ jsou kladna &isla a plati a* +b* +c* < 2a2b% 4 2b%c2 +2a2c2.
Podle apravy pouzité v predchozi implikaci vime, Ze tato nerovnost je ekvivalentni nerovnosti
(—ma+b+c)la—b+c)a+b——c)la+b+c) > 0. Cislo a+ b+ c je kladné, takze (—a +b+c)(a —
b+ c)(a+b—c) > 0. Aby tato nerovnost platila, jsou budto kladné vSechny t¥i zavorky, nebo
pravé jedna.

Pro spor piedpokladejme, Ze dvé ze zavorek jsou zaporné a jedna kladni. BUNO necht plati
—a+b+c>0,a—b+c<0aa+b—c<0. SeCtenim poslednich dvou nerovnosti dostavame,
ze 2a < 0, coz je spor s tim, ze a je kladné cislo.

Vsechny tii zavorky tedy musi byt kladné, takie a < b4+c¢,b<a+cac<a+b. Cislaa, b
a ¢ splnuji vSechny tfi trojuhelnikové nerovnosti, takze existuje trojuhelnik s témito stranami.

Poznamky k doslym resenim: Nejtézsi ¢ast této tlohy spocivala v rozkladu daného vyrazu na
soucin. Néktefi to provedli pomoci diskriminantu a vzorce pro rozklad kvadratického trojclenu,
jini pouzili Herontv vzorec pro vypocet obsahu trojuhelnika. Pékné vsak vypadala i feSeni pomoci
kosinové véty. Hodné se chybovalo v umociovani nerovnosti bez zdtivodnéni, ze to je ekvivalentni
nebo alespon dusledkova tprava. Casto také feseni obsahovalo ditkaz jen jedné implikace.

6. iloha (28, 25, 4,29, 5,0)
Pro n pfirozené méjme realna cisla agp, a1, ..., an takova, ze ag + a% + 4 a% = 1. Oznac¢me
P(x) = ap + a1z + a2z + - - - + anx™. Dokaite, Ze pro = € (0;1) je

1

Podle Cauchyho nerovnosti je

P2(z) = (a0 + a1z + agx? + -+ apz™)? < (a2 +a? + - a2) (12 422 + 2t 4+ +227) =
1_$2n+2 1

< .
1— 22 1— 22

V posledni nerovnosti jsme vyuzili, Zze z € (0;1). Nyni uz jen

1o adg o g2 =

P@) < 1P@)| = /P2 <

1—z2°

7.tloha (23, 13, 2,96, 5,0)
Budte a, b, ¢ kladna redlna ¢isla takova, ze abc = 1. Ukazte, Ze potom

a(d* — 1)+ b(c* — 1) + c(a* — 1) > 0.

Méjme kladné realna ¢isla a, b a ¢ takova, ze abc = 1. Podle vazené AG-nerovnosti pro cisla

4 pet 4 i g 11 8 . 20 §
ab®, bc® a ca® s vahami postupné 35, 55 a 55 plati

%alfl + %bc4 + 2—800,4 > a%+4% b4%+%c4%+% = (abc)%a = q.

4
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Obdobné dostaneme

20 11 8
ab* + =bc* + —ca* > b
3070 T3g" T =0

8 , 20 , 11 ,
—ab —bc —ca™ > c.

39 + 39 + 39 -
Sectenim téchto tii nerovnosti zjistime, ze plati

ab* +bct +cat >a+b+e,

coz je dokazovana nerovnost zapsana jen v trochu jiném tvaru.
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8. tiloha (16, 8, 2,75, 2,0)
Necht a, b, ¢ jsou délky stran trojuhelnika o obvodu 2. Dokazte, ze potom

ac ab be

> 1.
a+bc+b+ac+c+ab

Z trojthelnikové nerovnosti plyne, zZe a+c¢>1,b+c>1,a+b > 1 (a+ b+ c = 2). Pouzitim
téchto nerovnosti dostavame:

ac n ab n be S ac n ab n be -1
a+bc btac c+ab  alb+c)+bec bla+c)tac cla+b)+ab

Poznamky k doslym feSenim: Nikdo nemeél kratsi reSeni, nez bylo autorské. Autorskému feseni
se nejvice blizil Franta Konopecky, dalsi celkem elegantni feSeni mél Daniel Petrik. Oba si
vyslouzili +4. Vétsina ostatnich FeSeni vyuzivala tvrzeni, ze existuji z, y, z kladna takova, ze
a=xz+4+y,b=x+2zac=y+ z a po néakych Gpraviach se dobrala k cili (n&ktefi jen
mechanicky upravovali obrovské vyrazy, a tak obdrzeli zdporné imaginarni body). A jesté jedna
obecné poznamka. VétSina feSiteli zacala u nerovnosti v zadani a postupné se doupravovala k
tvrzeni, které plati, odkud odvozovali, Ze plati nerovnost v zadani. Tento postup neni obecné
spravny. Funguje, pokud se pfi ném pouzivaji pouze ekvivalentni upravy, v takovém priipadé je
ale potieba alespon poznamenat, Ze se zadné jiné upravy nez ekvivalentni v feseni neobjevily.



