1. seridlova série
Téma: Metrické prostory

Datum odeslani: 2. LEDNA 2006

1. 0LOHA (5 BODU)
Necht A a B jsou body v roviné se soufadnicemi A = (2, —2), B = (—1,2). Necht C1 a C2 jsou
ruzné body, které maji eukleidovskou vzdalenost od bodu A rovnou 5 a od bodu B rovnou 7.
Urcete eukleidovskou vzdalenost bodu C71 a Cs.

2. ULOHA (5 BODU)
Necht X je mnozina {1,2,3,4,5}. Rozhodnéte, jestli funkce p1,p2 : X X X — R jsou metriky.
Pricemz funkce p; a p2 jsou definované tabulkou:

Funkce p1 Funkce p2
p1|1]12(3|4]|5 p2| 1|23 |4]5
110(2|6]|4]4 1({0[5|6]|5]|3
212|0(3]|2]|4 215105814
3(6(3[0]2]4 316|5(0]5]3
414122014 4158|504
514|414 (141]0 5131413410
3. 0LOHA (5 BODU)
Naleznéte priklad metrického prostoru, kde neexistuje stied néjaké tisecky. Tj. naleznéte metricky

prostor (X, p) a dva body z,y € X takové, Ze neexistuje s € X, ze p(z, s) = p(y, s) = w.

ResSeni 1. seridlové série

1. dloha

Necht A a B jsou body v roviné se soufadnicemi A = (2,—2), B = (—1,2). Necht C1 a C3 jsou
ruzné body, které maji eukleidovskou vzdalenost od bodu A rovnou 5 a od bodu B rovnou 7.
Urcete eukleidovskou vzdélenost boda C7 a Cs.

Ulohu budeme Fesit piimo z definice eukleidovské vzdalenosti (tilohu by §lo fesit i n&jakymi
triky — naptiklad dvojim vyjadfenim obsahu trojihelniku ABC) a pouzitim Heronova vzorce).
Omlouvam se, ze je toto feSeni vice pocitaci, nez jsem puvodné predpokladal.

Oznalme (z1,y1) souradnice bodu Ci a (z2,y2) soufadnice bodu Cs.

Necht 7 € {1,2}. Z definice eukleidovské vzdalenosti musi platit (prvni rovnice je pro vzdéle-
nost A a Cj, druhé pro B a C;):

(@ —2)* + (yi +2)* = 5% = 25,

(@ +1)* + (y: —2)* = 7° = 49.



Odec¢tenim prvni rovnice od druhé dostaneme:
3(2zx; — 1) —4-2y; =49 — 25 = 24,

Odtud je :
27 3
Yi = 778 + Z:EZ (@)

Nyni, abychom si usnadnili po¢itani, provedeme drobny trik. Uvédomime si, ze z (©) plyne,

e y1 —y2 = (w1 — x2).
A potom z definice eukleidovské vzdalenosti je

9 5
— _ 2 _ 2 — — pA—— —
|C1C2| = \/(fvl 22)? + (y1 — y2) \/(1 + 16) (x1 = @2)? = ~|21 — 2|

Dosazenim do prvni rovnice:

x2f4x'+4+3x27§m E—ZS
! ' 6" 167" 64
10027 — 388x; — 1223 = 0.
Necht a = 100, b = —388, ¢ = —1223. Potom piedchdzejici kvadratickd rovnice ma feSeni ve
tvaru
—b+ Vb2 —dac
= —
2a

Jelikoz je C1 # Ca, musi byt 1 # 2 (jinak by podle (V) bylo i y1 = y2). Tedy bez Gjmy na
obecnosti 1 ma plus pfed odmocninou a z2 minus pred odmocninou.

Potom
Vb2 —dac /639744 /28 .3.72.17 28
|z1 — x2| = = = = —+/51.
100 100 25
A potom
5 7
‘Clcg| = —‘331 — 332‘ = —+/b5l.
4 5
2. iloha

Necht X je mnozina {1,2,3,4,5}. Rozhodnéte, jestli funkce p1,p2 : X X X — R jsou metriky.
Pricemz funkce p1 a p2 jsou definované tabulkou:

Funkce p; Funkce p2
pil1]2[3[4]5 p2] 12345
1({0(2]|6]|4] 4 1105|653
21201324 25|05 |84
3163|024 316|5|0|5]|3
4141212014 415|850 4
5144440 51343410




Dokéazeme, ze p1 neni metrika a p2 je.

p1 nespliiuje trojuhelnikovou nerovnost, totiz p1(1,3) =6 > 5 = p1(1,2) + p1(2, 3).

Naopak, ptifadime-li bodéim 1, 2, 3, 4, 5 soufadnice v R%: 1 = (0,3), 2 = (4,0), 3 = (0, —3),
4 =(—4,0) a 5= (0,0), odpovidé funkce p2 piesné eukleidovské vzdalenosti pfislusnych dvojic
bodu, tedy z povidani o podprostorech plyne, ze p2 je metrika.

3. tloha
Naleznéte priklad metrického prostoru, kde neexistuje stied néjaké tisecky. Tj. naleznéte metricky
prostor (X, p) a dva body z,y € X takové, Ze neexistuje s € X, ze p(z,s) = p(y, s) = w,

Staci uvazit dvojbodovy prostor X = {z,y} s metrikou p(z,z) = p(y,y) = 0 a p(z,y) =
= p(y, z) = 1. OvéF si, Ze se jednad o metricky prostor. Potom neexistuje stied s tsecky zy, totiz

by muselo byt p(z,s) = % = % Nicméné vzdalenost % k dispozici nemame.

2.seridlovd série
Téma: Metrické prostory

Datum odeslani: 6. BREZNA 2006

4. 0LOHA (5 BODU)
Dokazte, ze pafrizska metrika ze seridlu je vskutku metrikou.

5. ULOHA (5 BODU)
Nakreslete koule se stfedem v bodé (1,0) a polomérem 2 v R? v newoyrské a v paiizské metrice.
Piipomerime, e newyorskou metriku v R? jsme v minulém dilu seridlu definovali jako

p1((z1,22), (¥1,92)) = |21 — y1| + |22 — Y2l

6. ULOHA (5 BODU)
Necht X = {(0,0)} U B,, ((0,2),1) je podmnozina R2. Divejme se na X jako na metricky prostor
(X, p), kde p je eukleidovskad metrika zizend na mnozinu X. O nasledujicich mnozinach A, B, C
rozhodnéte, zda jsou oteviené ¢i uzaviené podmnoziny X.
(1) A={(z1,22) € X|z1 =0}
(i) B ={(0,0)}
(iii) C =B, ((0,2), 3)

Reseni 2. seridlové série

4.dloha
Dokazte, ze pafizskd metrika ze seridlu je vskutku metrikou.



Pfipomenme, ze parizskd metrika na R"™ je definovana jako:

pp(x,y) = pe(z,y)

pro z, y na stejné pfimce s pocatkem O a

pp(,y) = pe(z,0) + pe (O, y)

pro z, y a O nelezici na stejné primce, kde pe je eukleidovska metrika.
Abychom dokézali, Ze se jednd o metriku, chceme ovérit, ze
(i) Vz,y € X : pp(z,y) > 0 a navic p(z,y) =0z =y.
(i) Vz,y € X : pp(x,y) = pp(y, x).
(iil) Vz,y,2 € X : pp(z,y) + pp(y, 2) > pp(, 2).
K prvni podmince poznamenejme, Ze nezapornost pp plyne z toho, Ze pe je metrika, tedy neza-
porné. Pokud & = y, potom z, y a O lezi na téze pfimce, tedy pp(z,y) = pe(x,y) = 0. Zbyva
dokazat, ze pokud je pp(z,y) = 0, potom x = y. VSimnéme si, Ze podle trojihelnikové nerovnosti
je pe(z,0) + pe(O,y) > pe(x,y), tedy z definice pafizské metriky dostdvame, ze musi platit:
pp(@,y) > pe(z,y). Pokud pp(z,y) = 0, potom pe(z,y) < 0, tedy pe(z,y) = 0, a tedy z = y,
jelikoz pe je metrika.
Druha podminka je zfejma ze symetrie definice (eukleidovské metriky).
V tfeti podmince rozlisime nékolik pripadi.
Pokud z, y, z a O lezi na spole¢né pfimce, potom pafizskd metrika odpovida eukleidovské
metrice, odkud je podminka splnéna.
Nadale predpokladejme, ze z, y, z a O nelezi na téze pfimce. Pfi dikazu, ze je splnéna prvni
podminka, jsme si (az na pfeznaceni) odvodili nerovnost

pp(a,5) > pe(a,b). ©)
Analogickym zptisobem se z nerovnosti pe(a, O) + pe(O,b) > pe(a, b) odvodi, ze
pp(a,b) < pe(a, O) + pe(O,b). ()

Jelikoz z, y, z a O nelezi na spole¢né primce, musi nastat alespon jedna ze situaci: z, y a O nelezi
na spole¢né ptimce nebo y, z a O nelezi na spolecné ptrimce.

V prvni situaci: pp(,y) + pp(y, 2) = pe(®, 0) 4 pe(O0,y) + pp(y, 2) > pe(®, 0) 4 pe(0,y) +
pe(y, 2) 2 pe(®,0) + pe(0, 2) 2 pp(, 2).

Analogicky v druhé: pp(z,y)+pp(y, 2) = pp(2,y) +pe(y, O) + pp(O, 2) > pe(z,y)+pe(y, O)+
pe(0,2) > pe(x,0) + pe(O, 2) > pp(z, 2).

V obou piipadech v prvni nerovnosti vyuzivame (Q), v druhé trojuhelnikovou nerovnost pro
eukleidovskou metriku a ve tfeti nerovnosti (#).

5. illoha
Nakreslete koule se stfedem v bodé (1,0) a polomérem 2 v R? v newoyrské a v pafizské metrice.
Piipomerime, ze newyorskou metriku v R? jsme v minulém dilu seridlu definovali jako

p1((z1,22), (¥1,92)) = |21 — y1| + |22 — Y2l



Nejprve se u newyorské metriky omluvime, za jeji Spatné pripomenuti v zadani. V tomto
zadani je uz spravneé.

Mgjme bod (21, 22) v R2. Podle definice newyorské metriky je vzdalenost bodu (z1,22) od
bodu (1,0) rovna |z1 — 1| 4 |22]. Chceme-li nakreslit kouli se stfedem v bodé (1,0) a polomérem
2 v newyorské metrice, hleddme body (z1, z2) takové, ze

‘21 — 1‘ —+ ‘22| < 2.
Rozebranim moznosti z1 > 1, z1 < 1, z2 > 0 a z2 < 0 dostaneme snadno podminky:
z1+ 22 < 3|z1 > 1,22 >0,
21 — 22 < 3‘2’1 >1,22 <0,
z1— 22> —1|z1 < 1,220 >0,
21+ 22 > —1lz1 < 1,22 < 0.

Odtud lze uz obrazek snadno nakreslit jako prinik étyt polorovin (bez hrani¢nich pfimek), podivej
se na obrazek vlevo.
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I u pafizské metriky budeme hledat body z € R?, které maji od bodu (1,0) vzdalenost nejvyse
2. Takové body rozdélme na ty, které lezi na pfimce spojujici pocatek a (1,0) (tj. na z-ové ose),
a na ostatni.

U bodu na x-ové ose tedy, splyvaji parizskd a eukleidovska metrika. Odtud ma bod na z-ové
ose vzdalenost od bodu (1,0) mensi nez 2 pravé kdyz jeho x-ové slozka lezi na intervalu (—1, 3).

U bodt z mimo z-ovou osu je pp(z, (1,0)) = pe(z, (0,0)) + pe((0,0), (1,0)) = pe(z,(0,0)) + 1.
Tedy bod z nelezici na xz-ové ose ma od bodu (1,0) vzdéalenost mensi nez 2, pravé kdyz ma
vzdélenost mensi nez 1 od poc¢atku. Odtud uz snadno nakreslime obréazek (vpravo).

6. iloha

Necht X = {(0,0)} U B,, ((0,2),1) je podmnozina R2. Divejme se na X jako na metricky prostor
(X, p), kde p je eukleidovskad metrika ziZzend na mnozinu X. O nasledujicich mnozinach A, B, C
rozhodnéte, zda jsou oteviené ¢i uzaviené podmnoziny X.

(i) A= {(;rl,:EQ) € Xz = 0}



Ukazeme, Ze A je uzaviend a neni oteviend. B je uzaviend i oteviena. C' je oteviend a neni
uzaviena.

Abychom ukazali, ze A je uzaviend, staci si podle definice uzaviené mnoziny uvédomit, ze
X \ A je oteviena. Kdykoliv (z1,z2) € X \ A, potom nutné z1 # 0, odkud plyne, Ze celd koule
se stfedem (z1,z2) a polomérem |z1| lezi v X \ A. Odtud je X \ A oteviena.
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Na druhou stranu A neni oteviend, protoze naptiklad k bodu z = (0,2) neexistuje koule

obsahujici tento bod, kterd by byla celd v A.

Mnozina B je uzaviena, jelikoz se jedna o jednobodovou mnozinu, o kterych jsme si v seridlu
zminovali, ze jsou uzaviené.

Na druhou stranu, B je napfiklad koule se stiedem (0,0) a polomérem %, protoze zijeme jen
v X! Tedy B je oteviend, o koulich jsme si v seridlu zmirovali, Ze jsou oteviené.

Mnozina C' je oteviend, protoze se opét jedna o kouli.

Dokazeme, ze C neni uzaviens. K tomu staéi dokézat, ze X \ C neni oteviens. Bod y = (3,2)
lezi v X \ C, ale kazd4 koule se stfedem v tomto bodé zasahuje do mnoziny C, tedy X \ C neni
oteviena.

3. seridlova série
Téma: Metrické prostory

Datum odeslani: 15.KVETNA 2006

7.0LOHA (5 BODU)
Méjme metricky prostor R s eukleidovskou metrikou. Dokazte, Ze existuje indexova mnozina I'

a uzaviené mnoziny Fy;vy € T takové, ze |J F, neni uzaviena. Pokud vis! néco o velikostech
yeT
mnozin, snaz se najit I' co mozna nejmensi.

1Pokud nic o velikostech mnozin nevis, viibec to nevadi. Plny pocet bodt dostanes i kdyz
alohu spravné vyftesis pro libovolné I'.



8. ULOHA (5 BODU)
Necht (X, p) je metricky prostor. Dokazte, ze funkce id : X — X definovana jako id(z) = z je
spojita.

9. GLOHA (5 BODU)

(a) Zobecnénym neostrothlym trojihelnikem nazveme bod (a1, az,b1,b2,c1,c2) € R8 takovy,
ze kdyZ oznalime A = (a1, a2), B = (b1,b2), C = (c1,c2), potom bud body A, B, C lezi na jedné
pfimce (nékteré miuzou dokonce splyvat), nebo tvori trojahelnik, ktery neni ostrothly. Dokazte,
%e mnozina vSech zobecnénych neostrotihlych trojuhelnikii je uzaviena podmnozina RS.

(b) Necht n > 4. Konvexni mnohothelnik nazveme hezky, pokud nemd zadny vnitini dhel
ostry. Mé&jme dénu kruznici k v roviné. Pro n-thelnik M = A;Az... A, s vrcholy na kruznici
k ozna¢me pro i € {2,3,...,n — 1} stfed usecky A;,_1A;41 jako S;. Dale Sp je stfed A, A2 a
Sn je stied Ap—1A1. Necht f(M) je soucet velikosti tsecek |A;S;|, pro i € {1,2,...,n}. Mezi
vSemi hezkymi n-thelniky M s vrcholy na kruznmici k najdéte ty, které maji f(M) minimalni.
Bez diikazu mtzete piedpokléddat, ze f je spojita funkce (jako funkce z mnoziny P C R?" do R,
kde body P odpovidaji vrcholim hezkych n-tihelnikt s vrcholy na k po souradnicich).

ResSeni 3. seridlové série

7. tloha (43, 35, 3,19, 3,0)
Méjme metricky prostor R s eukleidovskou metrikou. Dokazte, Ze existuje indexovd mnozina I'

a uzavfené mnoziny Fy;v € T takové, ze |J Fy neni uzaviend. Pokud vis? néco o velikostech
yel
mnozin, snaz se najit I' co mozné nejmensi.

Prozradime hlavni myslenku, potom se budeme vénovat detailim. Najdeme néjakou mnozinu
M, kterd neni uzavfend (napiiklad otevieny interval (0,1)). Mnozina M je sjednocenim svych
bodli a ze seridlového textu vime, Zze body jsou uzaviené mnoziny. Tedy M lze napsat jako
sjednoceni uzavienych mnozin.

Pokud bys nahodou stél(a) o formélni zapis, tak volime I' = M a pro v € M volime F, = {v}.

Potom F jsou uzaviené a M = |J F uzaviend neni.
YEM
Ti, ktefi védi néco o velikosti mnozin, necht si rozmysli, Ze mnozina

1
M= { — ‘ n e N}
n
je spocetna (tedy nejmensi mozné nekoneénd) a neni uzavrend (k tomu v ni chybi bod 0).

8. tiloha (12, 11, 4,42, 5,0)
Necht (X, p) je metricky prostor. Dokazte, ze funkce id : X — X definovana jako id(z) = z je
spojita.

2Pokud nic o velikostech mnozin nevis, viibec to nevadi. Plny pocet bodt dostane$ i kdyz
alohu spravné vyftesis pro libovolné I'.



Spojitost nebudeme ovéfovat pfimo z definice, ale (trochu trikové) ji ovéfime pomoci tvrzeni
o spojitych funkcich z textu seridlu (nicméné i z definice by bylo mozné dtikaz provést volbou
o =c¢).

Podle ¢4sti (ii) tvrzeni staci overit:

Kdykoliv (z;) — z, potom (id(z;)) — id(z).

Jenze id(x;) = z; aid(x) = z. Tedy potfebujeme ovéfit, ze (x;) — x, coz je piesné predpoklad,
tim jsme s diikkazem hotovi.

Podobny trikovy dtikaz lze provést z ¢asti (iii) ¢i (iv) daného tvrzeni s tim, Ze naptiklad

id=1(G) = G.

9. tloha (6, 4, 2,00, 2,0)

(a) Zobecnénym neostrothlym trojihelnikem nazveme bod (a1, az,b1,b2,c1,c2) € R8 takovy,
ze kdyz oznalime A = (a1, a2), B = (b1,b2), C = (c1,c2), potom bud body A, B, C lezi na jedné
pfimce (nékteré mizou dokonce splyvat), nebo tvori trojahelnik, ktery neni ostrothly. Dokazte,
7e mnozina vSech zobecnénych neostrouhlych trojihelniki je uzaviend podmnozina RS.

(b) Necht n > 4. Konvexni mnohothelnik nazveme hezky, pokud nemd zadny vnitini ahel
ostry. Mé&jme dénu kruznici k v roviné. Pro n-tthelnik M = A;Az... Ay, s vrcholy na kruznici
k ozna¢me pro i € {2,3,...,n — 1} stfed usecky A;,_1A;41 jako S;. Dale Sp je stfed A, A2 a
Sn je stied Ap—1A1. Necht f(M) je soucet velikosti tsecek |A;S;|, pro ¢ € {1,2,...,n}. Mezi
vSemi hezkymi n-thelniky M s vrcholy na kruznici k najdéte ty, které maji f(M) minimalni.
Bez diikazu mtzete piedpokléddat, ze f je spojita funkce (jako funkce z mnoziny P C R?" do R,
kde body P odpovidaji vrcholim hezkych n-tihelnikt s vrcholy na k po souradnicich).

(a) Ozna¢me M mnozinu viech zobecnénjch neostrothlych trojihelnik a oznacéme G = R\ M.
Podle definice uzaviené mnoziny mame dokazat, ze G je oteviend mnozina.

Méjme bod z = (a1, a2, b1, b2, c1,c2) € G a ozna¢me A = (a1,a2), B = (b1,b2), C = (c1,¢2).
Abychom dokazali, ze G je oteviend musime dokazat, ze existuje r > 0, ze cela koule B(z,r) se
stfedem = a polomérem r je uvnitt G.

Podle definice mnoziny M je ABC ostrouhly trojahelnik (body A, B a C nesmi ani leZet na
jedné pfimce ani tvofit neostrothly trojuhelnik).

Nyni dikaz dokonc¢ime radéji neformalné ve snaze, aby byl pochopitelny. Zakladni myslenka
je, ze kdyz dovolime, aby se body A, B a C posunuly jen o malo (na body D, E a F), tak
trojuhelnik DEF stale bude ostrouhly.

Ozna¢me «, B, v < 90° vnitini thly v trojuhelniku ABC. Zvolime r > 0 dostatecné malé.
Uvédomime si, Zze pro takové dostateéné malé r je uz cela koule B(z,r) uvnitié G. Mé&me y €
B(z,r), y = (d1,d2, e1, €2, f1, f2) odpovida trojuhelniku DEF'. Soufadnice bodt D, E a F se od
bodu A, B a C 1isi o méné nez r, tudiz se i vnitini thly §, € a ¢ nebudou p#ilis lisit od thla «, B
a . Je-li tedy r dostateéné malé, potom jsou stéle vSechny thly 6, €, ¢, vnitini Ghly trojuhelniku
DEF, mensi nez 90°, tedy DEF je ostrothly trojuhelnik, odkud y € G.
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(b) Na zacatku se za tuto Glohu omluvime, jelikoz byla pivodné zamyslena o poznani lehéi;
dulezitou soucasti mélo byt pochopit ¢ast tykajici se kompaktnosti a geometrickd cast méla byt
jednoduchéa. Nicméné geometricka ¢ast se ukizala byt tézsi, nez jsme puvodné predpokladali.

Pro celé feseni ilohy budeme piedpokladat3, ze nékteré po sobé jdouci vrcholy mohou v mno-
houhelniku splyvat. Po tomto zobecnéni bude pro nas hezkym mnohothelnikem takovy, uvniti
neéhoz lezi stfed kruznice k (rozmysli si, Ze tato podminka odpovidd podmince ,byti hezky“
pro mnohothelniky bez splyvajicich vrchold). Jako FeSeni tlohy ndm nakonec vyjdou pravidelné
mnohothelniky (v nichz vrcholy nesplyvaji), tudiz opravdu dostaneme takové feSeni, jaké poza-
dujeme.

Jak je naznaceno v zadéani ulohy, pfifadime hezkym mnohothelnikiim s vrcholy na k£ mno-
zinu P C R2". Mame-li mnohothelnik M = Aj A, ... A,, pfifadime? takovému mnohothelniku
bod pys € R2™ tak, Ze méa-li bod A; soufadnice (z;,¥;), potom bod pjs bude mit soufadnice
(z1,91,%2,9Y2,...,Tn,Yn). Definujeme:

P = {pyp|M je hezky mnohouhelnik s vrcholy na k}.
Definujme jeste:

Q = {pnm|M je mnohotihelnik obsahujici ve svém vnitiku S}

R = {pym|M je mnohouhelnik s vrcholy na k} .

Tedy P = QN R.

3Tento predpoklad je nutny k tomu, aby néjaké vhodné mnoziny byly kompaktni.
4Casto budeme mnohothelnik M a bod pjs ztotoziiovat, abychom se neztratili ve formalismu.



Naprosto standardnim zptsobem (ktery se cvicil v asti (a)) se dokaze, Ze @ je uzaviend
mnozina. Pristupem stejnym jako v textu seridlu (pfiklad o trojuhelniku maximalniho obsahu)
se dokdze, ze R je uzaviend. Tedy i P = Q N R je uzaviend. Mnozina P je samoziejmé také
omezend, jelikoz R je omezena (opét se pouzije stejny piistup jako z textu seridlu).

Nyni muzeme pouzit Heine-Borel-Lebesgueovu vétu a dostavame, ze P je kompaktni. Podle
zadani muzeme pouzit, ze f : P — R je spojita, odtud je i —f spojita (rozmysli si). Tedy, podle
véty o kompaktnosti, —f nabyva na P svého maxima, coz je ale totéz jako, ze f nabyva na P
svého minima.

Odtud vime, Ze alespoii jeden hezky n-thelnik s vrcholy na K, pro néz je f(M) minimalni,
existuje.

Nyni pfijde druhd, geometrickd, ¢ast tlohy. Dokazeme, ze pokud je f(M) minimalni, potom
M musi byt pravidelny.

Ay A

A

S k

Oznac¢me S stfed kruznice k a r polomér k. Déle pro dany hezky mnohouhelnik M s vrcholy
na k jesté oznalme b; = |SS;| a ¢; = |S;A;|. Plati tedy, ze f(M) = c1 + c2 + -+ cpn. Podle
trojuhelnikové nerovnosti pro trojuhelniky A;S;S (délky useéek) plati b; + ¢; > r, neboli ¢; >

r — b;. Odtud dostavame:
n n
f(M) :Zci zn-rfzbi.
i=1 i=1

Oznacme jesté

tedy f(M) >n-r—g(M).

Nyni se budeme snazit maximalizovat g. Kvuli $patnému odhadu obtiznosti lohy budeme
jesté potiebovat, ze funkce g je spojitd. Mohli bychom sem sice napsat formélni dukaz, ale asi by
nebyl nikomu ku prospéchu, tudiz ho vynechame a dovolime si predpokladat spojitost g. Potom
podle véty o kompaktnosti, nabyva g na mnoziné P svého maxima. Zbytek ndm povi nasledujici
lemma:

Lemma. Necht M je hezky mnohothelnik s vrcholy na k. Potom g(M) je maximélni (na P),
pravé kdyz nastane jedna z nasledujicich dvou moznosti:
(i) m je liché a M je pravidelny.
(ii) n je sudé, M = Aj Az ... A, aoba mnohotuhelniky A1 A3As... Ap—1a A2Ay ... Ay jsou
pravidelné.



Nez lemma dokéazeme (ditkaz zabere trochu mista), ukdZzeme si, jak z ného plyne tvrzeni tlohy.

Predpoklddejme, zZe M neni pravidelny. Ozna¢me N pravidelny n-thelnik s vrcholy na k
(podle lemmatu je pak jisté g(N) maximalni). Potom pokud g(M) neni maximalni, plati:

f(M) zn-r—g(M)>n-r—g(N)=f(N),

prvni nerovnost jsme odvodili jiz dfive, druha nerovnost plyne z toho, ze g(M) neni maximalni.
Rovnost na zavér plyne z toho, ze pro N pravidelny je trojuhelnik SA;S; degenerovany v tisecku.
Pokud g(M) je maximalni, potom podle lemmatu (M neni pravidelny) dostavame, Ze n je sudé
a A1AsAs ... An—1 a AsA4 ... Ay jsou pravidelné, ale |A; Az| # |A2As|, odkud napiiklad body
Aj, S1 a S nelezi na pfimce, tedy

fM)>n-r—g(M)=n-r—g(N)=f(N).

V obou piipadech tedy plati f(M) > f(N).

Tedy pokud M neni pravidelny, potom f(M) neni minimalni, odtud plyne, Ze feSenim tlohy
jsou pravidelné n-thelniky (jiz d¥ive jsme dokazali, Ze FeSeni musi existovat).

Zbyvé tedy dokazat lemma.

Vime, Zze maximum existuje, tudiz sta¢i dokdzat (©), Zze pokud M neni tvaru podle znéni
lemmtu, potom lze g zvétsit, a ze (M) vSechny mnohothelniky z bodu (ii) maji stejnou hodnotu
funkce g.

Pro jednoduchost vyjadfovani si mnohouhelnik M ocislujeme cyklicky modulo n, tj. bod Ay
oznacime jesté jako bod Ag_,,, Aktn, Ak—2n, Akt+2n, ... Nyni dokdzeme:

(%) Pokud existuje A;, ze |A;Ai_2| # |A;Ait2|, potom lze g zvétsit.

Bez ujmy na obecnosti bud |A; A;y2| < |A;A;—2|. RozliSme nyni dvé moznosti:

(A) Body A; a A;_1 nesplyvaji.

Zvolme bod A} mezi A; a A;_; tak, ze je blize stiedu oblouku A;2A;_3 nez A;. Polozme pro
viechny ostatni vrcholy A = A; (kde j # i) a oznaéme M’ = A} Aj ... A, (opét ho déle znacime
cyklicky modulo n). Chceme dokazat, ze g(M’) > g(M), neboli g(M') — g(M) > 0. Ozna¢me si
jests S} stted tsecky Aj_1Aj41. Protoze se M a M’ lisi pouze v bodé A; a A}, dostavame, ze
Sj =S} pro j #i—1,i+ 1. Nyni dostavéame:

g(M') —g(M) =" |8Sj| = [SS;] =
=1 =1

= 155 - ( > SS}) = 188i—1] = [SSit1] =
i=t

jAi—1,i+1

=198 _11 4+ 15Si 11l = (1SSi—1| 4+ |SSit1]).-

Staci tedy dokézat, ze |SS;_;| +155, 1] > [SSi—1| + [SSit1l.



Ai+2

Oznaéme v = |<<A;_25A;42], s tim, Ze tento tthel méfime po oblouku obsahujici body A;_1,
A;, Ay, tedy mize byt i vétsi nez 180° (je vzdy mensi nez 360°). Déle ozna¢me

o = |<IAZ'+QSA¢‘, o = ‘<[A¢+QSA;|,
B=|aAi—2S4;], B =|aA;—25A4]],

kde opét dovolujeme thly vétsi nez 180°. Plati tedy, ze a + 3 = v = o + (’. Navic plati
la — 8] > |o' — B'], jelikoz A] je blize stfedu oblouku A; 2A;;2 nez Al. Potom podle definice
goniometrickych funkci plati:

/ /
|SSi 1| =7 cos Oé,|$51{_1| = rcos %,

|SSit1| = rcos g, |SS}_1| = rcos E
Tedy namisto [SS; |+ [SS; ;| > |[SSi—1| + |SSi+1], staci dokdzat, ze

/ /
a B
TCOSE +T‘COS3 —rcos — —cosr— > 0.

Dokazujme tedy:

! ! o ,8
7 COS — + 7 COS — — I'COS — — I'COS — =
2 2 2

2
< o +ﬂ/ o — [81
=17 2cos 1 cos

a+ 0 afﬂ>
— 2cos =
4

cos
4



!l _
= 2rcosz cosa A —cosa A > 0.
4 4 4

V rovnosti mezi prvnim a druhym fadkem jsme pouzili souctovych vzorecki pro kosinus, u dalsiho
fadku pak faktu, ze o/ + 3’ = v = a4 (. V zévéretné nerovnosti pak vyuzivame toho, ze I < 90°,
tedy cos 7 >0, a4-90° > |a' — | > |a — A3]. Kosinus je totiz sudé klesajici funkce na intervalu
(—90°,90°), tedy vyraz v zavorce je také kladny.
Tim jsme dokézali potfebnou nerovnost pro ¢ast (A).
(B) Body A; a A;_1 splyvaji.

Céast (B) nebudeme délat tak podrobné jako ¢ast (A), protoze se fesi podobnym zpiisobem.
Zminime jen hlavni rozdil. Pokud body A; a A;_1 splyvaji, potom z pfedpokladu |A;A;12] <
< |A;A;_2| dostaneme, ze body A; a A;_s nesplyvaji, tedy ani A;_1 a A;_2. Déle odvodime, ze
musi byt |A;_14;11] < |Ai—1A4;_3]|, takZe miZzeme pouzit postup analogicky ¢asti (A), jen pro
% — 1 namisto 1.

Tim je (&) dokézano.

Z (&) uz pomérné snadno plyne (9). Dikaz (©) provedeme nepfimo, tj. budeme predpokladat,
Ze g nelze zvétsit a odvodime, ze je M ma tvar podle lemmatu. Podle (&) tedy pro kazdé @
plati |A;A;y2| = |Ai—2A4;|. Pokud je n sudé, plyne tedy odtud pfimo, ze A1A3As5... A1 a
A2Ay ... Ay, jsou pravidelné. Je-li n liché, potom jsou kruznice k: A1As, A3As, ..., An—24An,
AnAg, AgAy, ... Ap_1A1 stejné dlouhé tedy délka kazdé z nich je 21"277r (pokryjeme jimi kruznici
k dvakrat), odtud uz plyne, ze délka kazdého oblouku A;A;11 je 7“27” (spocitej si), tudiz jsou
vSechny takové oblouky stejné dlouhé a M je pravidelny.

Dokazat (#) je jednoduché, diikaz ponechame na Tobé.

Tim jsme dokazali lemma a vyfesili celou ulohu.



