2. série
Téma: Prvocisla

Datum odeslani: 7.LISTOPADU 2005

1. GLOHA (3 BODY)
Dokazte, ze kazdé prvocislo vétsi nez 5 jde psat ve tvaru 6k + 1 nebo 6k — 1, kde k je né€jaké
prirozené cislo.

2. GLOHA (3 BODY)
Méjme libovolné prirozené cislo n, které dava po déleni 3 zbytek 2. Dokazte, Ze potom existuje
prvocislo p, které déli n a po déleni 3 dava také zbytek 2.

3. ULOHA (3 BODY)
Uvazujme &islo M(n) = 22" _1 pro libovolné nezaporné celé cislo n. Zapisme toto cislo jako
soucin prvocisel, tedy M(n) = pip2---pg, kde p1, p2, ..., pr jsou ne nutné rizna prvodcisla.
Dokazte, ze k > n.!

4. ULOHA (5 BODU)
Najdéte vsechna prirozena ¢isla n s néasledujici vlastnosti: je-li p libovolné prvocislo, 2 < p < n,
potom je i ¢islo n — p prvocislo.

5. ULOHA (5 BODU)
Najdéte nejvétsi prvocislo p takové, ze p” déli &islo 2005! (symbolem n! znagime faktorial &isla n,
tedy ¢islo1-2-3---(n—1)-n).

6. ULOHA (5 BODU)
Bud n jakékoliv pfirozené ¢islo. Dokazte, ze ¢islo 6n — 1 je prvocislo pravé tehdy, kdyz n nejde
psat ve tvaru n = (6k + 1)l — k pro zadné pfirozena &isla k a l.

7. ULOHA (5 BODU)
Méjme libovolné prvocislo p vétsi nez 5. Dokazte, ze délka nejmensi periody cisla % (zapsaného
v desitkové soustavé) déli ¢islo p — 1.

8. ULOHA (5 BODU)
Bud p libovolné prvocislo a k pfirozené ¢islo spliujici 1 < k < p — 1. Uvazujme soucet

s=3 11+

I iel
kde s¢itdme pres viechny k-prvkové podmnoziny I mnoziny {1,2,...,p — 1}.2

plati, ze k > 2n — 5. (Maximalni pocet bodl ale ziskate i pokud vyfesite jen prvni ¢ast tlohy.)
2Receno lidskou feéi, S dostaneme tak, Ze vezmeme libovolnou podmnozinu I mnoziny {1,2,
.,p — 1}, vynésobime vSechny jeji prvky, a nakonec sefteme tyto souciny pro vSechny mozné
podmnoziny I. Napfiklad prop =5 a k = 2 jde tedy o soucet S =1-2+1-34+1-4+2-342-443-4.



V zévislosti na p a k urcete, jaky zbytek dava S po déleni prvocislem p.
S v / / .
Reseni 2. série

1.dloha (100, 95, 2,85, 3,0)
Dokazte, ze kazdé prvocislo vétsi nez 5 jde psat ve tvaru 6k + 1 nebo 6k — 1, kde k je né&jaké
prirozené cislo.

Uvédomme si, ze kazdé celé ¢islo jde vyjadiit v (pravé) jednom z néasledujicich tvart: 6k,
6k + 1, 6k + 2, 6k + 3, 6k + 4 nebo 6k 4+ 5. Kdyby p > 5 bylo prvodislo tvaru 6k, 6k + 2 nebo
6k + 4, bylo by délitelné 2, coz neni mozné. Kdyby bylo tvaru 6k + 3, bylo by délitelné 3, coz
také nejde. Musi tedy byt budto p = 6k + 1 nebo p = 6k + 5 = 6(k + 1) — 1, coz je to, co jsme
chtéli dokazat.

Poznamky k doslym fesenim: VétSina feSiteld vSe spravné dokazala, a tak ziskala pravem tii
body. Za malé nedorazy (napfiklad nezdtivodnéni, pro¢ 6k neni prvoéislo) jsme body neubirali.
Stejné tak jsme byli hodni na ty, ktefi ke spravnému dikazu pfipsali neplatnou vétu (nejcastéji
obrécenou implikaci). Nékolik Fesitelt uvedlo jen nékolik prvnich prvoéisel, pro ktera vztah plati,
a napsali, ze podobné to bude i pro prvocisla vyssi. Za nedostateéné zdavodnéni jsme nemohli
udélit zadny bod.

2. uloha (83, 59, 2,27, 3,0)
Méjme libovolné prirozené cislo n, které dava po déleni 3 zbytek 2. Dokazte, Ze potom existuje
prvocislo p, které déli n a po déleni 3 dava také zbytek 2.

Kazdé prirozené ¢islo n > 1 jde jednozna¢né rozlozit na souéin prvoéisel (protoze n dava
po déleni 3 zbytek 2, je skutené n > 1). Kdyby n nebylo délitelné zddnym prvocislem, které
po déleni 3 dava také zbytek 2, davala by vSechna prvocisla v rozkladu n zbytek 1 po déleni 3
(délitelna 3 byt nemohou, pak by totiz bylo i n délitelné 3). Mohli bychom tedy psat

n = (3]{1 —+ 1)(3k2 —+ 1) cee (Skl —+ ].)7
kde 3k; +1 jsou uvazovana prvocisla. Jak ale snadno ovéris roznasobenim, soucin dvou ¢isel tvaru
3k+1 je opét téhoz tvaru, takZe postupné roznasobovanim (a formalné bychom to mohli dokézat
tfeba matematickou indukei) dostaneme, ze i ¢islo n je tvaru 3k + 1. To je ale spor s pfedpoklady
ulohy.

3. tiloha (66, 51, 2,32, 3,0)
Uvazujme &islo M(n) = 22" _1 pro libovolné nezaporné celé cislo n. Zapisme toto cislo jako
soucin prvocisel, tedy M(n) = pip2---pg, kde p1, p2, ..., pr jsou ne nutné rizna prvodcisla.

Dokazte, ze k > n.?

plati, ze k > 2n — 5. (Maximalni pocet bodu ale ziskate i pokud vyfesite jen prvni ¢ast tlohy.)



Dokazujme matematickou indukci:
(1
(2) Predpokladejme, ze M(n — 1) = pip2---pk, kde (podle indukéniho piedpokladu) plati
k>

Je-lin =1, je M(n) =3 = p1, takze vskutku je pocet prvocisel 1 =k >n = 1.
n — 1 VSimnéme si, ze
n n—1\2 n— n— n—
Me)=22" —1= (22" ) 1= (22" 1) (22" 1) = M- (227 1)

Cislo 22"} 4+ 1 muZeme psat ve tvaru soucinu prvocisel jako 92"t + 1 = prr1Prt2- Pk+is
kde I > 1, takze M (n) = M(n—1) (2 + 1) = p1P2 - Pk - Pk+1Pk+2 * - - Pk+1; Polet prvodisel

v rozkladu je k +1> (n — 1) + 1 = n, ¢imz jsme dokézali i indukéni krok.

on—1

4. Gloha (79, 54, 2,67, 3,0)
Najdéte vSechna prirozena ¢isla n s néasledujici vlastnosti: je-li p libovolné prvocislo, 2 < p < n,
potom je i ¢islo n — p prvocislo.

Volby n = 1, 2 snadno vyhovi zadani, jelikoz neexistuje prvocislo p takové, ze 2 < p < n.
Naopak n = 3, 4, 9 zadani nesplnuji kvali volbé p = 3; n = 5,6 nespliuji kvili volbé p =5 a
n = 7, 8 kvili volbé p = 7. Snadno se ovéfi, ze n = 10 mé pozadovanou vlastnost. DokaZeme,
%e uz zadna jind n pozadovanou vlastnost nemaji. Cisla 3, 5, 7 davaji rtizné zbytky pii déleni
tfemi, tudiz pro n > 11 je alespon jedno z ¢&isel n — 3, n — 5, n — 7 slozené (je délitelné tfemi a
vétsi nez tii).

Zadani tedy splnuji volby n =1, 2, 10.

Poznamky k doslym feSenim: Nejcastéjsi chybou bylo i u zkuSenych fesitelu to, Ze zapominali
na ¢isla 1 a 2. Zadani tlohy je nevylucuje! Je tam pouze feéeno, ze (n — p) mé byt prvoéislo pro
vSechna prvocisla p > 2 a zarovenn p < n. VétSina uspésnych fesiteld vyuzila pocitani modulo 3,
coz bylo nejjednodussi, ne€ktefi modulo 5 ¢i modulo jiné prvocislo, i to bylo naprosto korektni.
Bohuzel néktefi stale povazuji za prvocislo 1 nebo dokonce i 0! Z toho vznikala chybné uvadéni
Cisel 4, 6, 8 nebo 5 mezi vyhovujicimi pfirozenymi cisly.

5. lloha (89, 80, 4,00, 5,0)
Najdéte nejvétsi prvodislo p takové, ze p’> déli &islo 2005! (symbolem n! znaéime faktorial &isla n,
tedy €islo1-2-3---(n—1)-n).

Nejprve si pfipomefime tento znamy fakt: Nejvétsi &islo k takové, ze &islo p* déli n!, je

=3 |2

@
i=1 p

n

Pro¢ tomu tak je? Mezi ¢isly 1, 2, ... , n je pravé {;J ¢isel délitelnych p (jsou to ¢islap, 2p, ... ,

{%J p). Kazdé z nich pfispéje k exponentu k jednic¢kou. Néktera z nich jsou ale dokonce délitelna
p?. Téch je L}%J a ke k prispéji aspon 2. Jednou uz byla zapocitana v Cislech délitelnych p, staci
je tedy pripodist jen jednou. Obdobné kdyz budeme uvazovat ¢isla délitelnd vyssimi mocninami
p, dostaneme i dalsi ¢leny uvedeného souctu.



Jesté si uvédomme, ze ac je tento souCet psany jako nekonecny, staci uvazovat jen konecné

i

mnoho jeho ¢lent. Je-li totiz p* > n, je {pﬂJ = 0, takze takovéto Cleny v souctu nehraji zddnou

roli.
A nyni hurd na feSeni ulohy! Snadno spocteme, ze pro p = 23 je odpovidajici k = \_%J +
[22%—025J + [22%—035J +---=874+3+0+04--- =90 > 73. My ale mame najit nejvétsi takové p,

takze co kdyby pro né&jaké vétsi p bylo 2005! délitelné také &islem p73? Pak musi byt p > 29, a
tedy

oo

2005

=3 |
=1

p

< f: {2005J = {2005J+{2005J+[2005J+ = 69424040+ =71 < 73
= 290 1 7 L 29 292 293 - - '

=1

Z4dné p > 23 tedy podminkam tlohy nevyhovuje, takze p = 23 je hledané nejvétsi éislo.

6. Gloha (48, 43, 3,31, 3,5)
Bud n jakékoliv pfirozené ¢islo. Dokazte, ze ¢islo 6n — 1 je prvocislo pravé tehdy, kdyz n nejde
psat ve tvaru n = (6k + 1)l — k pro zadné pfirozena &isla k a l.

Mame dokéazat ekvivalenci, dokazme tedy postupné dvé implikace:

»= Predpokladejme, ze 6n — 1 je prvocislo a pfitom existuji pfirozena ¢isla k a [ takova, ze
n = (6k + 1)l — k. Potom 6n — 1 = 6((6k + 1)l — k) — 1 = 36kl + 61 — 6k — 1 = (6k + 1)(61 — 1),
coz je spor s tim, ze 6n — 1 je prvocislo.

,<=*“ Predpokladejme, Ze n nejde psat ve tvaru n = (6k + 1)! — k pro zadné pfirozena ¢isla k
a | a pfitom p = 6n — 1 neni prvocislo. Pak ale ma p vlastniho délitele tvaru 6/ — 1 (staci pouzit
obdobnou tivahu jako v feseni 2. tilohy), a miZzeme je tedy psét jako p = (6 — 1)m. Cislo p je
nesoudélné s 6, takze i m je nesoudélné s 6, a tedy je m tvaru 6k — 1, nebo 6k + 1.

Kdyby bylo m =6k — 1, tak p = (6l — 1)(6k — 1) = 36kl — 6l — 6k +1=6(6ki —k — 1) +1 #
# 6n —1 =p (p ma davat po déleni 6 zbytek 5, ne 1).

Nastane tedy druhy pfipad a m = 6k + 1. Pak p = (6l — 1)(6k + 1) = 36kl + 6] — 6k — 1 =
=6(6kl—k+1)—1=06n—1, takze n = 6kl —k+1 = (6k+ 1)l — k. Ale to je spor s pfedpokladem,
ze se takto n psat neda!

7.aloha (31, 23, 3,23, 5,0)
Méjme libovolné prvocislo p vétsi nez 5. Dokazte, ze délka nejmensi periody cisla % (zapsaného
v desitkové soustavé) déli ¢islo p — 1.

Predpokladejme, Ze nejkratsi perioda desetinného zépisu vypadd jako z = @i1az...am (ta
¢ara nahofe znadi desitkovy zapis — nejde o nasobeni ¢isel ;).
Potom pro vhodna k, z (oboji pfirozend, k je v&tsi nebo rovno poétu éislic éisla z) plati:
1

Z=10"kF. 24107 .z 107k o L
p

Miuzeme pouzit vzorec pro soucet geometrické fady a dostaneme:

1 1
=10k p107F e = 107k p107F—2
P 1—10-m 10m —1
k



k

Kdyby bylo z délitelné 10 — 1, tak z = (10™ — 1) - ¢ (kde ¢ € No) a méame % =z+c€ Ny,

tedy p|10k. Protoze ale p > 5, je p zjevné nesoud€lné s desitkou, a proto nemuze délit zadnou
jeji mocninu. Tedy 10 — 1 nedéli x.
Jednoduchou tpravou dostavame:

xp
10F 2. p= ——.
P 10m —1
Vyraz na levé strané je celé &islo, takze musi byt 10™ — 1|zp. Pfitom 10™ — 1 [z, takze &isla p
a 10™ — 1 musi byt soudélna. Protoze p je prvocislo a 10™ — 1 > 1, mize to nastat jenom tak,
e p|10m — 1.

Naopak, pokud pro néjaké m € N plati, ze p|10™ — 1, polozime z = 1071

L < 10™ a mame:

Lo
10m —1
1 T _zlo™™
p 10m—1 1-—10—™
1 1
2 =10"—— =10z +10" 2"z + ...,
p 1-10—m™
takze % =102 ...0ma102 ... a jsme hotovi.

Tedy nejkratsi délka periody % je pravé nejmensi pfirozené ¢islo m takové, ze p|10™ — 1. Ted
nam staéi pouzit znamé tvrzeni:
Véta. (Mala Fermatova) Pokud p je prvoéislo, a je nesoudélné s p, tak plati plaP~1 — 1.

Diikaz? této véty je mozno provadét napiiklad elementarné z binomické véty indukei podle a.

Zjevné desitka neni soudélnd s p, takie p|10P~1 — 1. Necht nyni pro spor délka nejmensi
periody® m nedéli p — 1. Potom jisté m < p—1 (vime, Ze p — 1 je perioda). Vydélenim ¢isla p — 1
¢islem m se zbytkem dostaneme: p — 1 = m -1+ ¢, kde 0 < ¢ < m je prirozené. Ukazeme, ze
p|109 — 1, coZ bude spor s minimalitou m. Vime, Ze:

10P71 —1=10m"9 — 1 =107 (10™! —1+1) — 1 =107 — 1 + (10™" — 1) - 10.

Pfitom p|10™ — 1 a snadno (tfeba indukeci) nahlédneme, ze potom také p|10™ — 1 pro kazdé
I € Ny, takze p|(10™* — 1) - 109. Proto miizeme psat:

p|10P~1 = p[107 — 14 (10™! — 1) - 107 = p|107 — 1,

coz je kyzeny spor s tim, Ze m je nejmensi perioda. Tim jsme tvrzeni dokézali.

Poznamky k doslym FeSenim: Skoro vsichni fesitelé, ktefi v tilloze pouzili Malou Fermatovu vétu,

tuto tlohu nakonec i uspésné doresili. Naopak, skoro vSichni Fesitelé, ktefi si jeji pouziti odpustili,

4Hez¢i ditkaz najdes spolu s dalsimi poznatky tfeba v seridlu o teorii &isel ze 17.roéniku
Prasete v nasem archivu na http://mks.mff.cuni.cz/archive/archive.php.

5Uvédom si, ze takto muZeme postupovat jenom proto, ze vime, Ze néjaka nejmensi délka
periody viibec existuje (tfeba mezi ¢isly z intervalu (0; 1) neexistuje nejmensi ¢islo).



nakonec tuto tlohu stejné nezvladli. Na tomto misté bych vyzvedl Vita Jakimiva a Rastislava
Olhavu, ktefi byli svétlymi vyjimkami bezfermatovct a vyslouzili si almuznic¢ku v podobé 7.
Jinak stoji za zminku, Ze spousta FeSiteld jakoby vychazela z toho, co se ma dokazat. Tak to,
mili fesitelé, opravdu nefunguje! I kdyz ndm to pfi feSeni mize pomoct, je potieba tlohu fesit
zpusobem, ze vSechna cisla délitelnd ¢tyfmi jsou suda, a ne, ze suda ¢isla jsou délitelna ctyrmi.

8. tloha (12, 5, 1,75, 0,0)
Bud p libovolné prvocislo a k pfirozené ¢islo spliujici 1 < k < p — 1. Uvazujme soucet

s=> 11+

I el

kde s¢itame pres vSechny k-prvkové podmnoziny I mnoziny {1,2,...,p — 1},6
V zavislosti na p a k urcete, jaky zbytek dava S po déleni prvocislem p.

Oznaéme Zp mnozinu {0,1,...,p — 1} spole¢né se s¢itdnim a nasobenim modulo p (tj. po
provedeni piislusné operace vezmeme zbytek vysledku po vydéleni p). Z, je takzvané téleso,

Takové a’ se obvykle znaéi a~1. Mé&me polynom
P)=a«P"1-1

s koeficienty v Zjp. Podle malé Fermatovy véty je aP~! =1 (mod p) pro a € Zp, a # 0, tudiz
takové a je kofenem polynomu P. V télesech je jednoznac¢né faktorizace polynomi, odkud plyne,
ze:

P)=@-1)-2)(z-(p-1))
vV L.
Oznac¢me Sy vyraz ze zadani pro pevné dané k. Potom z Vietovych vztaht dostavame, ze:

P(z) = a1 = S1aP~2 4 SpuP "3 — 4 (-1)P7LS,

Odtud porovnanim koeficientii v definici P(z) a v novém vyjadfeni dostavame, ze S, =0 (mod p)
pro k <p—1adale Sp,_1 = —1 (mod p) (rozlisi se pfipady p = 2 a p liché).

SReceno lidskou feéi, S dostaneme tak, Ze vezmeme libovolnou podmnozinu I mnoziny {1,2,
.,p — 1}, vynésobime vSechny jeji prvky, a nakonec sefteme tyto sou¢iny pro vSechny mozné
podmnoziny I. Napfiklad prop =5 a k = 2 jde tedy o soucet S =1-2+1-3+1-4+2-342-443-4.



