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Téma: Funkcionalni rovnice

Datum odeslani: 2.LEDNA 2006

1. GLOHA (3 BODY)
Najdéte vsechny funkce f: R — R takové, ze pro vSechny dvojice redlnych ¢isel z a y plati:

1+ flz+y) =2f(2)f(y)-

2. ULOHA (3 BODY)
Najdéte vSechny funkce f : R — N takové, ze x < y = f(z) < f(y) a pro kazdé redlné éislo = a
pro kazdé prirozené ¢islo n plati:

f@+n) = f(z) +n.

3. ULOHA (3 BODY)
Najdéte vsechny funkce f : R — R takové, ze pro vSechny dvojice redlnych ¢isel z a y plati:

fl@+y) +2f(z—y) =3f(z) —y.

4. 0LOHA
Bud f: No — N takova funkce, ze f(1) > f(0) a pro kazdé pfirozené ¢islo n je:

fn+1)=3f(n) —2f(n—1).

(a) Dokazte, ze f(2006) > 22005, (2 BODY)
(b) Dokazte, ze f(2005) > 22005, (3 BODY)
5. ULOHA (5 BODU)

Najdéte vSechny funkce f: R\ {0,1} — R takové, ze pro kazdé = # 0,1 plati:

f(x)Jrf( ! )=x.

1—x

6. ULOHA (5 BODU)
Najdéte vSechny funkce f: N — N takové, ze pro kazdé prirozené ¢islo n plati:

FUE@)) + f(f(n) + f(n) = 3n.

7. ULOHA (5 BODU)
Najdéte vSechny funkce f : Ng — Np takové, ze f(0) = 0 a pro kazdé pFirozené ¢islo n plati:

f(n) =n—f(f(n—-1)).



8. ULOHA (5 BODU)
Najdéte vSechny klesajici funkce f : R — R takové, Ze pro vSechny dvojice realnych cisel z a y
plati:

Ff @+ 1) = flz+y) - fly+ f(=)

Reseni 4. série

1. iloha (60, 56, 2,80, 3,0)
Najdéte vsechny funkce f: R — R takové, ze pro vsechny dvojice redlnych ¢isel z a y plati:

1+ flz+y) =2f(=)f(y)

Predpokladejme, ze uz mame néjaké feseni f a zkusme dosadit y = 0:

L+ f(z) = 2f(2)(0)
f(@)(2f(0) —1) =1

Pokud by bylo f(0) = %, platilo by 0 = 1, coz nejde. Proto muzeme délit:

1
@)= =T

Pro kazdé z tedy musi platit f(z) = Vyraz napravo nezavisi na z, takze f musi

1
2f(0)—1"

byt konstantni. Specidlné dosazenim z = 0 dostavame podminku f(0) = Vynésobenim

1
27(0)—1"
obou stran 2f(0) — 1 (coz je pro f(0) # % ekvivalentni Gprava) obdrzime kvadratickou rovnici:

2(0)? - f(0) =1
2(0)2 — F(0) —1 =0,

kterd ma feseni f(0) =1 a f(0) = 7%.

Proto f(z) = f(0) € {1, —%} Zbyvé ovefit, ze tyto dvé konstantni funkce skuteéné resi nasi
vychozi rovnici pro libovolné z,y. To je ale jednoduché: Plati f(z) = f(y) = f(0), takZe nam
funkcionélni rovnice piejde do tvaru: 1+ £(0) = 2£(0)2, coz je pfesné ta sama kvadraticka rovnice,
kterou jsme vytesili o par fadku vysSe, a tedy f(0) rovnd 1 a f% vyhovuji.

Hledané funkce jsou f(z) =1 a f(z) = —%.

2. tiloha (44, 19, 1,45, 1,0)
Najdéte vSechny funkce f : R — N takové, ze x < y = f(z) < f(y) a pro kazdé redlné éislo = a
pro kazdé prirozené Cislo n plati:

f@+n) = f(a) +n.



Druhou z podminek v zadani 1ze pfeformulovat téz takto (substituujeme —m zan): f(z—m) =
f(z)—m pro libovolné ptirozené ¢islo m. Necht nyni je f(0) = n; pak oviem plati f(—n) =0 & N,
coz je spor s predpokladem, Ze f je funkci do pfirozenych éisel. (Pokud povazujes 0 za pfirozené
¢islo, urci napriklad hodnotu f(—n —1).)

Poznamka: VSimnéte si, ze prvni podminka v zadani byla tplné zbytecna.

Poznamka 2: Naro¢néjsi fesitelé se mohou pokusit vyfesit tutéz alohu pro f : R — Z. Reseni
nasleduje. Z druhé podminky vime, ze f(z + 1) = f(z) + 1. Podle prvni podminky (pokud je f
nerostouci nebo neklesajici, fikdme také, Ze f je monoténni) vidime, Ze pro y € (x,z + 1) musi
platit f(z) < f(y) < f(x) + 1.

Nejprve zminime nékteré konkrétni pfiklady funkci, které spliuji zadani a uz je znas. Jsou to
ruzné zaokrouhlovaci funkce, naptiklad ,jobycejné“ zaokrouhlovani, dolni celd ¢ast a horni cela
Cast.

Obecné je kazda funkce f spliiujici zadani jednoznac¢né urcena nasledujicimi tfemi , parame-
try“, které lze volit libovolné:

(i) Hodnota f(0).
(ii) Misto, kde dochazi ke ,skoku® (nespojitosti), tedy y € (0,1) takové, ze pro kazdé z1 <
<y <a2je f(zr1) < f(x2) + 1. Nespojitosti se pak periodicky opakuji.

(iii) Zda y z pfedeslého bodu m4 hodnotu ,,jako hodnoty nalevo od néj“, nebo ,,jako hodnoty

napravo od né€j“. Rozmysli si, ze nastava vzdy pravé jedna moznost.
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Poznamky k doslym fesenim: Tato tloha byla takovym testem pozornosti fesiteld, kliCovym
udajem zadani bylo, Zze oborem hodnot maji byt pfirozena cisla. Je snadné nahlédnout, ze v ta-
kovém piipadé zadna vyhovujici funkce neexistuje.

Za spravné feseni ulohy, kdy oborem hodnot jsou éisla celd, jsem udéloval bod.

3. dloha (49, 40, 2,53, 3,0)
Najdéte vsechny funkce f : R — R takové, ze pro vsechny dvojice realnych cisel = a y plati:

fl@+y) +2f(z—y) =3f(z) —y.

M¢éjme libovolné realné cislo z, v zadané rovnici postupné zvolme y = z a y = —z. Tim
dostaneme f(2z) + 2f(0) = 3f(z) — z a f(0) + 2f(2z) = 3f(x) + =, odkud snadno vyjadiime
(ode¢tenim dvojndsobku prvni rovnice od druhé), ze f(z) = z 4+ f(0). Oznacme f(0) = c.

Vime tedy, ze pro vSechna z je f(z) = x + ¢. Dosadime-li tuto funkci do zadani, dostaneme, ze
(z+y)+c+2((x—y)+c) =3(x+c) —y, coz je splnéno pro vSechna z a y. Funkece f(z) = z+c,
kde c je libovolné, je tedy fesenim dané rovnice.



4. tloha (49, 42, 3,76, 5,0)
Bud f : No — N takova funkce, ze f(1) > f(0) a pro kazdé pfirozené ¢islo n je:

f(n+1) = 3f(n) — 2f(n —1).

(a) Dokazte, ze f(2006) > 22005,
(b) Dokazte, ze f(2005) > 22005,

Matematickou indukci dokézeme, ze pro kazdé pfirozené ¢islo n plati f(n) > 2™ a zaroven
f(n) = fln—1) = 2"
(1) Pron =1: f(0) je pfirozené &islo, takze f(0) > 1. f(1) > f(0), takze f(1) > f(0) + 1, ¢ili
F@) = f(0)=1a f(1) = f(0)+1=2.

(2) Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n a dokazme je pro n + 1.
F(n+1) = 3f(n) —2f(n— 1) = f(n) + 2(f(n) — f(n — 1)) > 2" +2. 2"~ =2"+1,

fln+1) = f(n) =2(f(n) = f(n—1)) > 2. 2771 =2".
Tim je dikaz indukci hotov a vime tedy, Ze pro kazdé pfirozené &islo n plati f(n) > 2™, a
tedy plati i
(a)  f(2006) > 22006 > 92005
(b)  £(2005) > 22005,

5. tloha (36, 33, 4,39, 5,0)
Najdéte vSechny funkce f: R\ {0,1} — R takové, ze pro kazdé = # 0,1 plati:

@)+ () ==

Zvolme jakékoli redlné ¢islo t # 0, 1. Dosadime-li v zadani postupné z = t, z = %_t axr = 1—%
(t # 0,1, jsou to tedy vSechno realna ¢&isla; snadno ovéfis, ze jsou riznad od 0 a 1), dostaneme
soustavu tfi rovnic 1
t) + (—) =t
1o+f (=

k) b=

—t
1 1
1— —) T ) =1--.
F-g)+rm=1-
Sec¢teme-li prvni a tfeti rovnici a od souctu odecteme druhou, dostaneme

1 1
W) =t+1- 7 -1,

tedy



Dosazenim do zadéni zjistime, ze tato funkce je opravdu fesenim dané rovnice.

6. Gloha (34, 24, 3,44, 5,0)
Najdéte vSechny funkce f: N — N takové, ze pro kazdé prirozené ¢islo n plati:

FUF@)) + f(f(n) + f(n) = 3n.

Nejprve si v§imnéme, ze hledand funkce musi byt prostd (to znamena, %e pokud m # n, pak
taky f(m) # f(n)). Pro spor pfedpokladdejme, Ze f neni prosta, tedy Ze existuji m a n takova,
dem #na f(m)= f(n). Pak ale f(f(m)) = f((n)) a také [(f(f(m))) = F(F(f(n))), a tedy
3m = f(f(f(m))) + f(f(m)) + f(m) = f(f(f(n))) + f(f(n)) + f(n) = 3n, coZ je spor.

A ted indukci dokazme, ze f(n) = n pro kazdé n.

(1) Pron=1: f(f(1)) 2 1, f(f(f(1))) > 1, takze 3 = f(f(f(1)))+f(f(1)+f(1) =2+ f(1), a
to znamend, Ze f(1) < 1. Funkce ale nabyva pouze pfirozenych hodnot, musi tedy byt f(1) = 1.

(2) Predpokladejme, ze pro vSechna k < n plati f(k) = k a dokazme, ze i f(n) =n:

Kdyby bylo f(n) < n, je f(n) = k, pro néjaké k < n. Podle indukéniho predpokladu je ale
také f(k) =k, a tedy f(k) = f(n), coz je spor s prostotou funkce. Je tedy f(n) > n.

Nyni obdobné jako v predchozim odstavci postupné zjistime, ze f(f(n)) > n a také ze
F((F(n))) > n. To amamend, 7 3n. = F(f(f(n)))+ [(f(n) + f(n) > 20+ f(n), a tedy f(n) < n.
Uz vime, ze f(n) > n. Nezbyva tedy jind moznost nez f(n) = n, coz jsme chtéli dokazat.

Funkce f(n) = n zadani zfejmé vyhovuje, je tedy jedinym FeSenim.

7. tloha (9, 2, 1,33, 1,0)
Najdéte vSechny funkce f : Ng — Np takové, ze f(0) = 0 a pro kazdé pfirozené ¢islo n plati:

f(n) =n—f(f(n—-1)).

Nejprve si uvédomme, ze funkce je danym predpisem spravné definovand, tedy ze skuteéné
nabyva nezapornych hodnot. Laskava ¢tenaika snadno indukci dokaze, ze pro kazdé prirozené n
je 0 < f(n) < n, coz je pfesné to, co potfebujeme.

Oznac¢me ¢ = % (véimnéme si, ze c2 + ¢ = 1). Spoéitame-li si nékolik prvnich hodnot
funkce f, mo#na nas napadne, Ze by mohlo platit f(n) = [(n + 1)c|.! Pokusme se to tedy
dokazat — jak jinak nez indukci!
(1) Pron =0 to zfejmé plati.
(2) Predpokladejme, ze pro kazdé n < k je f(n) = [(n+1)c], a uréeme f(k). VSimneme-li si, ze
z indukéniho predpokladu plyne f(n) < n, zjistime, Ze indukéni pfedpoklad mtizeme pouzit i pro
n = |kc|] = f(k—1) adostat f(k) = k—f(f(k—1)) = k—f(lkc]) = k—[(|kc]+1)c]. Ted uz staci
jen dokazat, ze [(k+1)c] = k— [(|kc] +1)c], coz je ekvivalentni s k = | (k+1)c| + | (|ke] + 1)c].
Ozna¢me vyraz na pravé strané [.

K tomu se nam bude hodit toto pomocné tvrzeni:

Pro kazdé realné ¢islo 0 < a < 1 plati c+ |a+c¢| —a(c+1) < 1.

1| z] znaéi (dolni) celou ¢ast realného &isla x, coz je nejvétsi celé &islo, které je mensi nez .
Jinak se to da také vyjadrit tak, ze |x| je takové celé &islo, pro néz plati x — 1 < |z| < z.



Diikaz: Pozadovanou nerovnost snadno upravime do ekvivalentniho tvaru |a+c¢| < a(c+1)+
4+ 1 —c. Zjevné 0 < a + ¢ < 2, takze mohou nastat 2 pripady:
(a) 0<a+c<1. Pak [a+c| =0 aprotoze a(c+ 1) i 1 — ¢ jsou kladna &isla, nerovnost plati.
(b) 1< a+c<2 Pak |a+c| =1 a potiebujeme dokazat, Zze a(c + 1) > c. Podle predpokladu
jea>1—c, takie a(l +c) > 1 — c? = ¢, coz jsme chtéli dokézat.

A ted uz vzhuru k dikazu, ze | = k.

Oznaéme a = kc — |kc|. Pak [(k+ 1)c| = |ke+ | = ||ke] +a+c| = |ke] + |a+c].

U= |(k+Dec|+ [(lkc] +1)c] < [(k+ L)c] + (lkc] + 1)c =

= |kc] + la+c] +clke] +e< (c+1)|ke] + la+c] +c=
= (c+1)(kc—a)+|a+c|+ec=k(P+c)+ latc]—alc+1)+ec=k+|a+c|—alc+1)+e < k+1,

kde prvni nerovnost je ostrd, protoze (|kc| + 1)c neni celé éislo, a v posledni nerovnosti jsme
pouzili pomocného tvrzeni. Cisla I i k jsou celd, takze musi platit I < k.

Néjakym podobnym vypoctem bychom zjistili, ze I > k, takze musi byt & = [. Vime tedy, ze
funkce f(n) = [(n + 1)c| vyhovuje zadéni. Zadani uréuje funkci f jednoznaéné, zminéna funkce
je tudiz jedinym FeSenim nasi ulohy.

8. tloha (9, 6, 3,33, 5,0)
Najdéte vSechny klesajici funkce f : R — R takové, Ze pro vSechny dvojice realnych cisel z a y
plati:

Ff @+ 1) = flz+y) — fly+ f(=)

Ukéazeme, ze takové funkce nemuze existovat. Necht pro spor néjaka vhodna f existuje. Potom
je klesajici, takze pokud = > y, tak f(z) < f(y). UkdZeme, Ze na néco takového je podminka pro
f ,prilis symetricka“. Plati totiz:

F(fx+fy) = fl@+y) - fly+ f(z))
F(fx+fW) +fly+ f(x) = flz+y)

Vyraz na pravé strané f(z +y) se nezméni, pokud prohodime z a y (Formélné bychom to udélali
tak, ze pro kazdou zadanou dvojici (z,y) dosadime do rovnosti dvojici (y, z)), takze musi platit:

FF @+ W)+ fly+ f(@) = flz+y) = fly+2) = f(fly + f(2) + f@+ f(y)
F(F @+ W) + fly+ f(2) = F(F(y + f(@) + f(z + f(y)

Zvolme ted z > y a zkusme dosadit. Jisté plati f(y) > f(x), setenim obdrzime = + f(y) >
>y + f(z). Potom oviem f(z + f(y)) < f(y + f(z)) a f(f(z+ f(y))) > f(f(y + f(z))) (Druhou

nerovnost lze chapat obecnégji: Slozenim dvou klesajicich funkci dostaneme funkci rostouci.)
Seétenim téchto vztahti dostaneme ostrou nerovnost:

FF @+ W) + fly+ (=) > F(Fy+ f(@) + flz + f(y)

O par fadek vyse jsme pritom odvodili, ze mezi levou a pravou stranou tohoto vztahu musi
pro kazdé z,y platit rovnost. To je spor, takze zddna vhodna funkce neexistuje.



