Serial — Metrické prostory I

Letosni serial se T¢€ pokusi lehce sezndmit s metrickymi prostory. Zakladni myslenkou bude, ze
zobecnime vzdalenost (v roving, prostoru, apod.) na takzvanou metriku a podivame se na néjaké
jeji zajimavé vlastnosti.

Pro zacatek si uvedeme par prikladd, ¢im mizou byt rtzné druhy vzdalenosti (metrik) zaji-
mavé.

Motivace prvni

Dvacet Ctyfi organizatori Prasatka sedi kolem kruhového stolu o poloméru 4. Dino a Tritas
maji mezi sebou 5 jinych organizatorti, maji tedy mezi sebou vzdalenost 41/2. Sasa sedi naproti
Tritasovi, mé od néj tedy vzdalenost 8. Kdyby nas ale napadlo vzdéalenost métit po obvodu stolu,
zjistime, ze Tritas a Dino maji vzddlenost 6 dilka!, zatimco Tritas a Sa$a maji vzddlenost 12
dilk. V8imni si, Ze tyto dva druhy vzdalenosti jsou v urcitém smyslu nesrovnatelné, totiz neni
pravda, ze by byla jedna pouze nasobkem druhé.

Tritas

Prvni druh vzdélenosti je bézné pouzivand eukleidovskd vzdalenost a mé& mnoho aplikaci.
Nicméné i druha vzddlenost najde své opodstatnéni, predstav si tlohu, kterd bude zacinat tak,
ze 4k + 1 organizatoru sedi okolo kulatého stolu a z libovolnych dvou ve vzddlenosti k4 2 alespon
jeden popiji dzus. Ted si predstav, Zze misto vzddlenosti k + 2 by se méla pouzivat eukleidovska
vzdalenost. Jednalo by se jisté o osklivy vyraz se siny a kosiny a pointa ulohy by se ztratila
v préaci s takovym vyrazem.

Motivace druha

Druhd motivace bude spojena pfimo s readlnym zivotem. Predstavte si, Ze potfebujete cestovat
vlakem mezi néjakymi dvéma ceskymi meésty. Potom jako délku jizdy vlakem nelze jednoduse
mértit vzdusnou vzdalenost mezi témito mésty, ale je potfeba pocitat s tim, ze vlak jezdi jenom po
kolejich, a tudiz bude ujeta vzdalenost delsi. I v tomto pfipadé je vzdalenost ujeta vlakem v jistém
smyslu nesrovnatelné se vzdusnou. Totiz mezi Prahou a Pardubicemi je Zeleznice relativné pfima,
a tak se vzdusna vzdalenost od vzdalenosti po kolejich témér nelisi. Mezi Prahou a Brnem uz tak
piim4 cesta neni (jezdi se pres Ceskou T¥ebovou) — cesta po Zeleznici je o kus delsi nez vzdusna
vzdalenost.

1V tomto konkrétnim pfipadé ma jeden dilek velikost 2'17"2'4 =3




Eukleidovska vzdalenost

Nyni se budeme podrobnéji zabyvat eukleidovskou vzdélenosti, kterou jisté znas z geometrie.
Pokud jsi ve vyssim ro¢niku gymnézia, pravdépodobné se v této ¢asti mnoho nového nedozvis —
je koncipovanda predevsim pro mladsi.

Zkusme se zamyslet nad nasledujici velmi jednoduchou tlohou z geometrie:

Priklad. V pravouhlém trojuhelniku ABC s pravym thlem u vrcholu A vime, ze |AB| = 3,
|AC| = 4. Urlete vzdalenost bodt B a C.

Reseni je nasnadé, z Pythagorovy véty plyne, ze

|BC| = /32 + 42 =5.

Nyni se ale zamysleme nad dlohou z jiného pohledu. Co je ve skute¢nosti vzdalenost bodu B
a C? Dalo by se Fici, ze je to néco, co naméiime pravitkem, kdyz si narysujeme obrazek podle
zadani. Mame vSak tak dobré pravitko, aby umeélo rozlisit 5 a 5,00000007587

Abychom védéli, co presné vzdalenost je, potfebujeme si ji néjakym zpusobem zavést. Zave-
deme si eukleidovskou vzdalenost pomoci kartézského souradnicového systému. Pro zacatek si
v roviné zvolime dvé navzajem kolmé piimky x a y. Prisedik pfimek x a y nazveme? O a budeme
mu fikat pocatek. Pfimkam z a y budeme fikat souradnicové osy, budeme se na né v podstaté
divat jako na mnoziny realnych ¢isel takové, ze nulu maji v bodé O. Neforméalné feceno, primka
x bude vodorovné, bude mit kladna ¢isla napravo od bodu O a zaporné nalevo. Jsou-li napfiklad
body A, B na pfimce X takové, ze |AO| = |BO| = 7 a A je napravo, B nalevo, potom bod A
odpovida ¢islu 7 a bod B ¢islu —7. Podobné je y svisla primka, kterd mé kladna ¢isla nad bodem
O a zaporna pod nim.

Mame-li nyni néjaky bod C v roviné, udélame kolmy priumét C' na pfimku z a dostaneme
¢islo ¢1, podobné udélame kolmy primét na y a dostaneme cz, potom dvojici (c1,c2) nazveme
souradnicemi bodu C'. Podivej se na obrazek. Vsimni si, Ze dva rizné body maji rizné soutadnice!

Y

C2

Takto se lze na mnozinu bodd v roviné divat jako na mnozinu dvojic redlnych cisel reprezen-
tujicich soufadnice pfislusného bodu. Casto tedy budeme znagit rovinu jako R2.

Nyni se zamyslime nad tim, co pro nas bude eukleidovské (obvykld) vzdalenost. Mame-li dva
body A = (a1,a2) a B = (b1, b2), ptejme se, jakou bychom ocekéavali vzdalenost bodi A a B.
Nakresleme si jesté pomocny bod C' = (b1, az). Potom ,vétsinou“ je ABC pravouhly trojihelnik
s pravym uhlem pii C' (rozmysli si specialni pfipady) a podle Pythagorovy véty je:

‘AB|2 = |AC|2 + |BC‘2 =la1 — b1|2 + |a2 — b2‘2 = (a1 — b1)2 + (a2 — b2)2.

2Podle anglického slova origin.



Po odmocnéni:

|AB‘ = \/(al — b1)2 + (a2 — b2)2.

Tento vzorecek vyjde stejné i v dfive zminovanych specidlnich pfipadech.
Pro ucely budouciho textu si zavedeme znaceni eukleidovské vzdalenosti. Mame-li dva body
(%1, 22), (y1,92) € R?, oznadime

pe((z1,22), (y1,92)) = \/(:vl —y1)2 + (z2 —y2)2.

Od vzdalenosti k metrice

Nyni se pokusime zobecnit pojem vzdalenosti, tak aby stale vyhovoval ptrikladtim, které jsme si
uvedli na zac¢atku. VSimnéme si nékolika zajimavych vlastnosti eukleidovské vzdalenosti.

(i) Vzdalenost dvou bodu z a y je vzdy nezdpornd. P¥itom vzdalenost x a y je nulové, pravé
kdyz z = y.
(ii) Vzdalenost je symetrickd, nezalezi na tom, zda jdeme od bodu z k bodu y, nebo jdeme
od bodu y k bodu .
(iii) ,,PFima cesta je nejkratsi“, tj. vaddlenost mezi bodem z a y je uré¢ité mensi rovna souctu
vzdalenosti od x do néjakého bodu z a od z do y.

Druhé vlastnosti se obvykle fikd symetrie, tfeti trojuhelnikova nerovnost.
metrika a metricky prostor. Nase definice bude o néco formalnéjsi, nez zptsob, jakym jsme popsali
vlastnosti eukleidovské vzdalenosti. Proto méj pfi ¢teni definice na zfeteli jiz dfive zminéné
vlastnosti.
Znacka X x X znamend kartézsky soucin X se sebou samou — mnozinu vsech dvojic (z1,z2),
kde z1,z2 € X.
Definice. Necht X je neprazdna mnozina. Metrikou p na mnoziné X budeme rozumét funkei
p: X x X — R spliujici:
(i) Vz,y € X : p(x,y) > 0 a navic p(z,y) =0z =y.
(i) Vo,y € X : p(z,y) = p(y, x).
(i) Vz,y,2 € X : p(z,y) + p(y, 2) > p(, 2).
Je-li p metrika na X, potom dvojici (X, p) nazveme metricky prostor.
Mnozina X je tedy mnozina, na které méfime (zobecnénou) vzdélenost a p(x, y) je (zobecnénd)
vzdalenost bodi x a y. Nadéle se budeme bavit uz jen o metrice.

Priklady metrickych prostoru

Uvedeme si zde jenom par prikladi metrickych prostorti, podrobnéji se jim budeme vénovat
v dalsim dilu serialu.

Eukleidovské prostory
Zéakladni ptiklad uz jsme méli. Totiz (R?, pe) je metricky prostor, nicméné dokéazat trojithelniko-
vou nerovnost neni tak snadné, jak by se na prvni pohled mohlo zdat.
Tento priklad se da jesté zobecnit na priklad (R™, pe), kde R™ je mnozina n-tic redlnych éisel
a

pe((1, @2, wn), (Y1, 92, - yn)) = \/(11 —y1)?+ (22 —y2)? -+ (20 —yn)?

Prostoru R"”, p. se obvykle fika n-rozmérny eukleidovsky prostor.



Newyorska metrika

Zékladni myslenka newyorské metriky je, ze v New Yorku jsou (pfevdzné) jen dva sméry ulic.
Proto, kdyz se chceme dostat z bodu z do bodu y, nemiizeme jit po primé cesté, ale mizeme
jit pouze ve vodorovném ¢i svislém sméru. Matematicky tuto metriku definujeme na R™ jako
p1: R™ x R™ — R s pfedpisem:

pr((z1, 22, .., 2zn), (Y1, y2,---Yn)) = |21 —y1]| + |22 —y2| + - + |20 — ynl.

Y

X
Podprostory

Nyni si jesté fekneme zpusob, jak z jednoho metrického prostoru dostaneme mnoho jinych. Mys-
lenka je velmi jednoducha: néjaké body zapomeneme a mame stale metricky prostor. Piesnéji,
mame-li metricky prostor (X, p) a Y podmnozinu X. Oznaéme o restrikci® p na Y x Y, potom
(Y,0) je metricky prostor, ktery budeme nazyvat podprostorem prostoru X. Jelikoz se funkce
o na svém definiénim oboru shoduje s p, budeme Gasto trochu nepresné psat jen (Y, p) namisto
(Y, 0).

Nyni si mizeme uvést néjaké priklady, které ziskdme pomoci podprostort. Naptiklad jako
podprostory (R2, p.) dostavame prostory (Q2, pe) a dvoubodovy prostor, jehoz dva body maji
vzdalenost 1.

Usecky

Jako motivaci k tfetimu pfikladu si povime je$té néco o useckdch. Ukadzeme si totiz, ze ne vse
v metrickych prostorech funguje tak, jak bychom ocekavali. Napfiklad bychom mohli oc¢ekavat
néjaké nejkratsi spojnice dvou bodu, které bychom nazyvali isecky. Preciznéji by pro nas tsecka
v metrickém prostoru (X, p) spojujici body z,y € X mohla byt mnozina bodt z takovych, ze
p(z, z) + p(z,y) = p(x,y) (ani trochu si nezajdeme tim, ze pijdeme pres bod z). Stied usecky by
potom byl bod, ze kterého je to stejné daleko do x jako do y, tj. bod spliujici p(z, s) = p(y, s) =
_ p(zy)

Vipomeﬁme si nyni na newyorskou metriku v roving, tj. v R2. Mame-li body = = (0,0)
ay = (1,1), potom definici stfedu tsecky zy spliiuji vSechny body (¢,1 — t) pro t € (0,1)
(spocitej si vzdélenosti). Obvykle bychom neocekavali, ze usecka miize mit nekoneéné mnoho
stiedi. Podobné je vasim tkolem ve tieti tloze najit secku, ktera vibec stfed nema.

V pristim dile seridlu si uvedeme vice piikladi metrickych prostori a néjaké jejich dalsi
vlastnosti.

3Pokud ti neni jasné, co je restrikce, véz, ze jenom defini¢ni obor X x X funkce p zuzujeme
naY xY.



Serial — Metrické prostory II

V dalsim dilu seridlu si povime néco o tzv. maximové a pafizské (postacké) metrice. Déle si
fekneme néco o kulatych, ale i hranatych koulich. Nakonec se budeme vénovat otevienym a
uzavienym mnozinam.

Maximova metrika
Uvedme si dalsi piiklad metrického prostoru. Je jim opét R™, ale tentokrat s takzvanou maxi-
movou? metrikou Poo -

pOO((x17$27 <o 73:71)7 (y17y27 .. yn)) = ma‘x{‘xl - yl‘v |£L’2 - y2|7 ce |x7l - yn|}
Zkusime jednou poradné ovérit, ze se jedna o metricky prostor.
Prvni podminka je splnéna, jelikoz maximum z nezapornych cisel je vzdy nezaporné cislo.
Navic je toto ¢islo nulové, pravé kdyz jsou vSechna dCisla, ze kterych délame maximum, nulova.

To nastane, pravé kdyz body (z1, 2, ..., Zn) a (y1, Y2, - .- , Yn) splyvaji.
Druhd podminka je zfejma.
V tfeti podmince (trojuhelnikové nerovnosti) potiebujeme pro body =z = (z1, z2, ..., Zn),

Y= (Y1,Y2,---,Yn) @ 2 = (21,22, ...,2n) OVélit, Ze plati poo(,y) + Poc (¥, 2) > poo(, 2). Necht
poo (T, y) = |z —y;| pro vhodné i € {1,2,...,n}, poo (¥, 2) = |yj — 2| pro vhodné j € {1,2,...,n}
a poo (@, 2) = |z — 2| pro vhodné k € {1,2,...,n}. Potom plati

Poo (T, Y) + poo (Y, 2) = |zi — yil + |yj — 5l > ok — yrl + lyx — 26| > |z — yil-

V prvni nerovnosti jsme vyuzili toho, ze |z; — y;| je maximum mnoziny {|z1 — y1|, |2 — y2/,...
coo ylen —ynl}, tedy |zi — yi| > |zx — yr| @ podobné s druhym analogickym vyrazem. V druhé
nerovnosti jsme vyuzili toho, Ze (R, pe) je metricky prostor®, kde pfipominame, Ze pe je euklei-
dovské metrika (pofddné si rozmysli).

%y

Paiizska (postacka) metrika
K nasi dalsi metrice si opét najdeme motivaci ze zivota. Potfebujete-li se dostat z jednoho
francouzského mésta do druhého (vlakem), dost Casto se vam stane, Ze prvné musite dojet do
Parize a az z Pafize se muzete vydat do cilové destinace. A to je pfesné motivace k nasi dalsi
metrice. Bude se opét jednat o metriku na R™ a oznacime ji pp. V této metrice bude mit pocatek
specifickou roli. Pro z, y € R" definujeme:

pP(xv y) = Pe(xy y)v

pokud z a y lezi s pocatkem na téze pfimce a

pp(2,y) = pe(x, O0) + pe(0,y),

jinak. Zde bod O znaéi pocétek, tj. bod (0,0, ...0).
Vasim tkolem bude dokazat, ze se jedna o metriku.

4Nelekni se indexu oo, jeho ptivod je v takzvanych p-metrikidch. My se tohoto indexu budeme
drzet jenom kvuli tomu, Ze se jedna o standardni znaceni.

5Tim se odkazujeme na tvrzeni, které jsme v minulém dilu seridlu nedokdzali — nicméné
v jednodimenziondlnim pripadé je pomérné jednoduché.



Koule v metrickych prostorech

V této kapitole si zobecnime pojem koule (kruhu) v metrickych prostorech a zjistime, ze mizeme
dostat vselijaké zajimavé utvary.

V eukleidovském prostoru se kruh (koule) se stfedem S a polomérem r obvykle definuje jako
mnozina vSech bodt, které maji od bodu S vzdalenost nejvyse (méné nez) r. Proé¢ tuto definici
nepouzit pro metrické prostory?

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor. Kouli se stfedem z a polomérem r budeme
rozumét mnozinu® B,(z,7) = {y € X|p(z,y) < r}.

Vsimni si, ze v definici koule chceme jenom body ve vzdélenosti mensi nez r, tato definice
je vhodnéjsi pro pozdéjsi aplikace. Index v definici koule, bude-li metrika p jasné, budeme casto
vynechavat.

Nyni pfijdou na fadu obrazky kouli v riznych metrikdch. Na obrazku najdes koule se stfedem
v po¢atku a polomérem 1 v R? vlevo v eukleidovské metrice a vpravo v maximové metrice
(pfesnéji feeno — pro prehlednost obrazki — jejich hranice). V 5. uloze bude tvym tkolem
nakreslit kouli v newyorské a parizské metrice.
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Oteviené a uzaviené mnoziny

V této Casti si povime néco o vyznamnych podmnozinach metrickych prostort, které se nazyvaji
oteviené, a pozdé€ji o mnozinach, které se nazyvaji uzaviené. Tyto mnoziny maji kliCovy vyznam
v matematické discipliné, ktera se nazyva topologie. My se nedostaneme k samé podstaté téchto
mnozin (jednd se o prili§ vysokoskolské téma), nicméné si v tomto dile povime o jejich zakladnich
vlastnostech a v pristim dile si o nich povime i néco uzite¢ného.

Definice. Nechf (X, p) je metricky prostor. Mnozinu?” G C X nazveme otevienou, pravé
kdyz ke kazdému bodu = € G existuje né&jaka koule B v prostoru X obsahujici bod z, ktera je
cela obsazena v G.

Na obrazku je nakreslen metricky prostor X, v ném oteviend mnozina G. Déle je tam vybran
bod z, ke kterému je nalezena koule B obsahujici  obsazena celd v G.

SPismeno B pochézi z anglického ball.
"Pismenko G pochézi z némeckého slova gedffnet.



Poznamka. Vsimni si, ze koule jsou podle pfedchozi definice oteviené mnoziny. Dale si
v8imni, Ze z toho plyne, Ze se pojem oteviené mnoziny nezméni, kdyz budeme pozadovat, aby
koule v definici méla stied v bodé x. Déle si v§imni, ze prazdna mnozina a cely prostor jsou vzdy
oteviené mnoziny.

Dale si zadefinujeme uzaviené mnoziny. Existuje mnoho zpusobi, jak oba druhy mnozin
definovat. Nékteré z nich vyzaduji urcité hlubsi znalosti, proto pro definici uzavienych mnozin
zvolime jednoduse formulovatelnou definici ukazujici vztah otevienych a uzavienych mnozin.

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor. Mnozinu® F nazveme uzavienou, pravé kdyz je
mnozina X \ F oteviend.

Poznamka. K tomu, abychom p¥iblizili uzavfené mnoziny, si zmirime, Ze uzaviené mnoziny
jsou takové které obsahuji svoji hranici (definici hranice nebudeme nyni formulovat pfesné — tato
poznamka slouzi pouze k utvoteni pfedstavy).

Nyni si jesté uvedeme par prikladi uzavienych mnozin. Rozmysli si, Zze prazdnd mnozina a
cely prostor jsou uzaviené mnoziny. Dale kazd4 jednobodova podmnozina X je uzaviend (dtikaz
je analogicky k nasledujicimu dikazu hovoficimu o uzavienych koulich). Déale takzvané uzaviené
koule jsou uzaviené mnoziny.

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor. Uzavienou kouli se stfedem z a polomérem r
budeme rozumét mnozinu By (z,7) = {y € X|p(z,y) < 7}

Oproti definici koule se zménila nerovnost z ostré na neostrou. Nyni si pro ndzornost poradné
dokazeme, ze uzaviend koule je uzaviend mnozina.

Tvrzeni. Uzaviend koule je uzaviena mnozina.

Diikaz. Necht B = Bp(s,7) = {y € X|p(s,y) < r} je uzaviena koule v prostoru (X, p).

K tomu, abychom dokazali, ze se jedna o uzavienou mnozinu potfebujeme dokazat, ze
G=X\B={ye X|p(s,y) >r}
je oteviend. Necht © € G, potiebujeme dokéazat, Ze existuje v prostoru X koule obsahujici bod z

takova, Ze je celd obsazena v G. Jelikoz = € G, mame p(s,z) = R > r. Zvolme ¢ < R —r. Potom
koule B(z, £) ma pozadovanou vlastnost: Pro spor pfedpokladejme, Ze existuje z € B(z, €) takové,

8Tentokréate z francouzského slovicka fermé.



ze z ¢ G, tedy z € B%(s,r). Jelikoz z € B(z,¢), mdme p(z,z) < e < R—r. Jelikoz z € BY%(s,r),
méme p(z,s) < r. To je ale spor s trojuhelnikovou nerovnosti, protoze p(s,z) = R = (R—r)+r.

To je k tomuto dilu seridlu vse. V pristim dile se dozvis néco o omezenych a totalné omezenych
mnozinach. Déle jesté néco o uzavienych a otevienych mnozindch. A pro pokrodilejsi étenate se
najde i néco o spojitych funkcich a kompaktnosti.

Serial — Metrické prostory III

Treti dil seridlu zacneme poviddnim o omezenych mnozinach. Posléze si povime néco o limité
a spojitych funkcich. K zavéru si zminime (bez dikazu) vétu o kompaktnosti a budeme se vé-
novat geometrickym aplikacim této véty. Totadlné omezené mnoziny, slibované v minulém dilu,
vynechdme, nebot i tak bude v tomto dile fada novych pojmd.

Césti textu psané mensim pismem nejsou bezpodmineéné nutné k pochopeni seridlu a miizes
je pti prvnim ¢teni bezpe¢né preskodit.

Omezené mnoziny

Cilem definice omezenych mnozin je ziskat mnoziny, které jsou v urcitém smyslu malé. S definici
omezenych mnozin (v R) jsi se uz pravdépodobné setkal(a).

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor. Mnozinu M C X nazveme omezenou, pravé
kdyz existuje koule B obsahujici mnozinu M, tj. M C B.

Drobné modifikovany pohled na omezenou mnozinu M je, Ze existuje bod z (stfed koule),
od kterého maji vSechny body mnoziny M vzdalenost méné nez r (polomér koule). Vsimni
si napfiklad, Zze definice omezenosti M nezavisi na volbé bodu z, totiz zvolime-li si jiny bod z,
potom celd mnozina M se vejde do koule o stfedu z a poloméru r+ p(z, z) (pouzij trojihelnikovou
nerovnost).



Vlastnosti otevienych a uzavienych mnozin

Nyni si jesté zminime nékteré dulezité vlastnosti otevienych a uzavienych mnozin®. Mnoziné
I’ z ¢asti (ii) nasledujiciho tvrzeni se obvykle fikd indexovd mnozina (slouzi jen k indexovani
mnozin) a miZze byt libovolné velkd. V ¢asti (iii) je naopak dulezité, Zze mame pouze koneéné
pruniky.

Tvrzeni. (o otevienych mnozinach) Necht (X, p) je metricky prostor. Potom plati:

10

(i) X a 0 jsou oteviené.
(ii) Jsou-li G~ otevfené pro indexy v € I, potom i |J G, je oteviena.
~ED
(iii) Jsou-li G1,Ga,...,Gk;k € N oteviené, potom i G NG2N---NGy, je oteviend mnozina.
Diikaz. Cést (i) je ziejma z definice oteviené mnoziny.
Pro ¢ast (ii) ozna¢me G = |J G~. Podle definice oteviené mnoziny chceme, aby pro kazdé
~Er
x € G existovala koule v G obsahujici x. Jelikoz x € G, musi existovat v € I, ze x € G~. Potom
ale (z otevienosti G ) existuje koule obsahujici x, ktera je dokonce ¢asti G, tedy uréité ¢asti G.
Pro tfeti ¢ast si analogicky ozna¢me H = G1 N G2 N --- N G. Opét chceme, aby pro kazdé
x € H existovala koule uvniti H obsahujici x. Jelikoz x € H, plati x € G, ze pro kazdé
j € {1,2,...,k}. Tedy existuji koule se stfedy x a poloméry r; > 0 obsazené v G; (pouzivame
otevienost G;. Zvolmell r = lI<n'iI<1k r;, potom koule B(z,r) je obsazena v kazdé z mnozin Gj,
J

tedy je obsazena v H, coz jsme chtéli dokazat.

Tvrzeni nam tedy ¥ika, ze z otevienych mnozin muzeme délat libovolné velka sjednoceni a
kone¢né priniky a porad zistaneme v otevienych mnozinach. Vzhledem k tomu, ze uzaviené
mnoziny jsou doplnky otevienych, dostavame velmi podobné tvrzeni pro uzaviené mnoziny. Di-
kaz vynechame, je vSak jednoduchy s vyuzitim tzv. de Morganovych vzorci:

ﬂ(X\Gw:(X\UGw)

el ~yerl

9P¥ipominame, Ze oteviena je takova mnozina, kam patii kazdy bod i se svym okolim. Uza-
viené jsou pak pravé vsechny doplnky otevienych.

10T je velikd ,,gama“ z fecké abecedy.

11P+i volbé r tedy pouzivame toho, ze mame pouze koneény prinik!
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Tvrzeni. (o uzavienych mnozinich) Necht (X, p) je metricky prostor. Potom plati:

(i) ¥ a X jsou uzaviené.

ii) Jsou-li F uzaviené pro v € I', potom i F, je uzaviena.
Y v v
~el
(iii) Jsou-li Fi, Fa, ..., Fi; k € N uzaviené, potom i F1 U Fo U --- U F}, je uzavfend mnozina.

Vasim tkolem v sedmé tloze bude dokézat, zZe je dilezité, Ze sjednoceni v bodu (ii) jsou pouze
konec¢na.

Limita posloupnosti

Nyni prejdeme k nejnarocné€jsi casti seridlu a to k povidani o limitach a posléze o spojitych
funkcich. A¢ je tato ¢ast obtizna, nemuzeme ji vynechat, protoze je klicova k tvrzenim o kom-
paktnosti.

Nasledujici definice limity vypadéd trochu odstrasivé. Nenech se ji zaleknout, dulezitéjsi je,
abys z obrazku za definici pochopil (pochopila), co je zhruba cilem.

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor a (x;)$2, je posloupnost pfirozenjch ¢isel. Limi-
tou této posloupnosti je (kazdy) bod z, ktery spliiuje:

(Ve > 0)(In € N)(Ym > n) : p(z,x;) < €

A ted trochu lidsky: Idea je, Ze bod z je limitou, pokud se k nému posloupnost blizi (libovolné
blizko). Definici lze tedy pfevypravét tak, ze pro kazdé libovolné malé kladné ¢ existuje dostateéné
veliké n, ze vSechny ¢leny posloupnosti s indexem alespon n uz jsou k bodu « velmi blizko (blize
nez €).

T4
L4
T2 I

Posloupnost na obrazku se blizi k bodu z (mé za limitu bod z). Kdykoliv je zvoleno né&jaké ¢,
je k nému potfeba najit n (na obrazku napriklad n = 5), Ze uz vSechny ¢leny s indexem vé&tSim
rovno n (péti) jsou v kouli B(z,¢).

Poznamky k definici. Dulezité! Pokud limita posloupnosti existuje, je uréena jednoznacéné
(tj. jedna posloupnost nemuze mit dvé rtizné limity). Kdyby totiz jedna posloupnost méla dvé
rizné limity = a y, potom pro & < %p(ac, y) koule B(z,¢) a B(y, €) maji prazdny prinik, tedy od
urcitého indexu nemohou byt vSechny cleny posloupnosti v obou koulich.



Limita posloupnosti nemusi vzdy existovat. Jako metricky prostor staci vzit R a jako po-
sloupnost staci vzit posloupnost stridajicich se plus a minus jedni¢ek. Vzhledem k tomu, ze
limita nemusi existovat vzdy, zavedeme néasledujici definici.

Definice. Rekneme, Ze posloupnost (24)52, konverguje, ma-li limitu. Oznacime-li limitu z,
budeme obéas také Fikat, ze konverguje k x a budeme znacit (z;) — z.

Pomoci limit mizeme preformulovat definici uzaviené mnoziny, vyhodou je, Ze se nebudeme
muset odkazovat na doplnék mnoziny, a tim dostaneme lepsi predstavu o pojmu uzaviené mno-
ziny.

Tvrzeni. Necht (X, p) je metricky prostor. Mnozina M C X je uzaviend, pravé kdyz pro
kazdou posloupnost (m;)$2; bodtd z M plati: pokud (m;) — x, potom uz nutné z € M.

Dukaz zde nebudeme uvadét; neni tézky, vyzaduje jenom pochopeni definic. Je trochu tech-
nicky.

Priklad. Mgé&jme metrické prostory R a (0, 2) s eukleidovskou metrikou. Ptejme se, jestli je
v téchto dvou prostorech mnozina M = (0, 1) uzaviend. Posloupnost (%)fil bodi z M v R kon-
verguje k bodu 0 nelezicim v M, tudiz M neni uzavienad v R. Na druhou stranu tato posloupnost
v (0,2) viibec nekonverguje (tudiz o uzavienosti M nic nefikd). Ve skute¢nosti je M dokonce
uzaviend, protoze jeji doplnék je koule se stfedem v bodé 1,5 a polomérem 0,5 tedy oteviena
mnozina.

Spojité funkce

Nyni pfejdeme k dalsi dulezité definici, a sice definici spojité funkce. Nez za¢neme s povidanim
o spojitych funkcich, uvedeme si pro predstavu néjaké priklady.

Piiklad. Funkce cz,z?, 2™, 2%, sinx, cos  jsou spojité funkce z R do R. Dost &asto se o spo-
jitych funkcich z R do R fik&, Ze jsou to pravé ty funkce, jejichz graf 1ze nakreslit jednim tahem.

Nyni budeme chtit spojitost definovat, a to rovnou pro metrické prostory. Budeme mit dva
metrické prostory (X, p) a (Y,0) a budeme mit funkci f : X — Y. Nechme se motivovat pred-
chozim ptrikladem. Skuteénost, ze graf funkce z R do R umime nakreslit jednim tahem, znamena,
ze kdyz se budeme pohybovat po z-ové slozce, tak se prili§ neméni y-ova slozka. To bude nase
hlavni intuitivni pfedstava pro spojitost. Po funkci f budeme chtit, aby byla spojita, coz pro nas
zhruba bude znamenat, Ze kdykoliv mame néjaké x € X a f(z) € Y a z’ je dostateéné blizko
k bodu z, potom uz nutné musi platit, ze i f(z’) je blizko k bodu f(z).
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B(z,4) = (x — §, 2+ 9)

Definice. Necht (X, p), (Y,0) jsou dva metrické prostory a f : X — Y funkce. Funkei f
nazveme spojitou, pravé kdyz spliuje:

(Vz € X)(Ve > 0)(35 > 0)(V2' € X) : p(z,2’) <& = o(f(z), f(z')) < e.

Napriklad funkce na levém obrazku je nespojita, nebot pro z = 0, € =
spojitosti (Mame f(0) = 1, ale kdyz se nule blizime zleva, mame f(z) =
vpravo spliuje definici spojité funkce z R do R.

Slovni interpretace je tedy nasledujici: Kdykoliv nékdo zada z € X a € > 0 (libovolné malé),
tak k témto dvéma hodnotdm lze najit dostate¢né malé § > 0 takové, Ze pro vsechny body z’
v kouli se stfedem z a polomérem ¢ plati, ze f(z’) je v kouli se stifedem f(z) a polomérem e,
tedy hodné blizko k f(x).

Piiklad. Funkce tgz je spojitd napifklad na intervalu (—%, Z).

Priklad. Necht (X, p) je metricky prostor. Funkce idx : X — X definovana jako idx (z) = =
je spojita. Vasim ukolem bude dokazat, ze tomu tak skutecné je.

Priklad. Necht (X, p) je metricky prostor a s € X. Funkce dists : X — R definovana jako
dists(x) = p(s, ) je spojité. U této funkee si i podle definice spojitosti pofadné dokazeme, ze je
spojita.

Diikaz. Podle definice spojitosti tedy mame dokézat, ze pro libovolné x € X a e > 0 nalezneme § >
0, ze kdykolivz’ € X , p(z,x') < &, potom uz | dists(x)—dists(z’)| < &, neboli |p(s, z)—p(s,z")| < e.
Zvolme § = € (¢ si totiz mtZeme zvolit). Mame tedy predpoklad, ze p(ac7 ac/) < €. Podle trojuhelnikové
nerovnosti je p(z,z’) + p(z’,s) > p(x,s), neboli € > p(z,z’) > p(z,s) — p(z/,s). Prohodime-
li v tomto argumentu x a z’ dostaneme, e plati i € > p(z’,s) — p(x,s). Dohromady tedy mame
nerovnost (rozmysli si) € > |p(s,x) — p(s,z’)|, coz jsme chtéli dokazat.

Pro lepsi pochopeni, co je to spojitd funkce si uvedeme (bez dikazu) tvrzeni, které fika, jak
Ize spojité funkce charakterizovat jinym zpusobem. Pfed timto tvrzenim si vSak jeSté uvedeme
jednu definici, kterou uz mozna znas, jedna se o vzor mnoziny.

Definice. Necht X a Y jsou mnoziny, f : X — Y funkce a N C Y. Vzor mnoziny NN pfi funkci f
budeme znacit f_l(N) a jedna se o mnozinu {x € X|f(z) € N}. Receno slovy, jednd se o mnozinu
téch bodii ¢ z X, ze f(x) nalezi mnoziné N.

nespliuje definici

1
2
—1). Naopak funkce



Tvrzeni. Necht (X, p), (Y, o) jsou metrické prostory a f : X — Y funkce. Potom nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni.
(i) Funkce f je spojita.
(ii) Kdykoliv (z;) — z, potom (f(z;)) — f(x) (viz obrazek).
(iii) Kdykoliv je G C Y oteviena v Y, potom f~1(G) je oteviend v X.
(iv) Kdykoliv je F' C Y uzaviena v Y, potom f~1(F) je uzaviena v X.

Druhé podminka tedy fika ze funkce f zachovava limity. TTeti a ¢tvrta podminka se ¢asto hodi
pro zjistovani, zda je funkce spojitd, staéi totiz ovéfit, zda vzor oteviené mnoziny je oteviend,
coz je Casto snadnéjsi nez oveéfovat definici spojitosti.

Nyni jsme si zadefinovali spojitou funkci. Abychom ziskali jesté lepsi néhled, uvedeme si
néjaké priklady spojitych funkci. R je v nésledujicich pfikladech vzdy s eukleidovskou metrikou,
tj. pe(z,y) = |z —yl.

Kompaktnost

Nyni uz prejdeme ke slibované kompaktnosti. Zadefinujeme si oteviené pokryti a pomoci ného
kompaktni prostor. Potom si bez dikazu uvedeme vétu o kompaktnosti (resp. jeji dilezitou ¢ast).
Posléze si uvedeme piiklady kompaktnich prostori. Nakonec se budeme vénovat geometrickym
aplikacim véty o kompaktnosti.

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor. Otevienym pokrytim prostoru X budeme rozumét sou-
bor {G~}yer otevienych mnozin v X takovych, Ze sjednoceni téchto mnozin je celé X. T je tzv.
indexova mnozina, mize byt i nekoneéna (dokonce i nespoéetna pro znalce tohoto terminu).

P¥iklad. Necht (X, p) je metricky prostor. Zvolme r > 0 a I' = X. Déle pro z € X zvolme
Gy = By(x,7). Potom {Gy}zex je oteviené pokryti prostoru X.

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor. Tento prostor nazveme kompaktnim, pravé kdyz z kaz-
dého otevieného pokryti X lze vybrat kone¢né podpokryti. Tj. pro kazdé oteviené pokryti {GA,},YGF
existuje A C I" koneéna takova ze {Ga}ac A je stale jesté pokryti X (samozifejmé oteviens).

P#iklad. Méjme R jako obvykle s eukleidovskou metrikou. Intervaly (z — 1,z + 1) pro z € Z tvoii
oteviené pokryti R, nicméné z nich nelze vybrat koneéné podpokryti, nebot kdybychom vynechali
néjaky interval (z — 1,z 4+ 1), potom uz zadny jiny nepokryva &islo z € R. Odtud miizeme usoudit, Ze
R neni kompaktni prostor.

Podobné jako se bavime o kompaktnich prostorech, mizeme se bavit o kompaktnich podmno-
zinéch daného prostoru (X, p). Mnozinu M C X nazveme (olekévatelné) kompaktni, pravé kdyz
jel? (M, p) kompaktni metricky prostor.

12Pro formalisty by metrika p v nésledujici zavorce méla byt ziZena jen na M x M



Nyni si bez dikazu uvedeme dvé véty. Prvni dava navod, jak nékteré kompaktni mnoziny
poznat. Druha rika, k ¢emu jsou kompaktni mnoziny dobré.

Véta. (Heine, Borel, Lebesgue) Mé&jme R™ s eukleidovskou metrikou. Mnozina M C R" je
kompaktni, pravé kdyz je uzaviend a omezena.

Védét, ze kompaktni je v R™ totéz, co uzaviend a omezend, je pro praktické pouziti kom-
nechal(a) ¢ast psanou malym pismem) mize§ Heine-Borel-Lebesgueovu vétu brat jako definici
kompaktni mnoziny v R™.

Véta. (o kompaktnosti) Metricky prostor (X, p) je kompaktni, pravé kdyz kazda spojita
funkce f : X — R nabyva svého maxima, tj. existuje x € X takové, ze f(z) > f(z’) pro libovolné
' € X.

Pfiklad. M¢jme interval (0,1) s eukleidovskou metrikou. Funkee id g 1) je spojitd nicméné
nenabyva svého maxima, nebot hodnotami z intervalu (0, 1) se lze libovolné blizko pFiblizit k hod-
noté 1, na druhou stranu hodnota 1 v tomto intervalu nelezi. Odtud, podle véty o kompaktnosti,
muzeme usoudit, Ze interval (0,1) neni kompaktni. Stejny vysledek samoziejmé dostaneme i
podle Heine-Borel-Lebesgueovy véty, nebot (0,1) je podmnozina R, nikoliv vSak uzaviena.

Priklad. Interval (0,1) je uzaviend omezena podmnozina R, tedy kompaktni. Mzeme tedy
z véty o kompaktnosti usoudit, Ze kazda spojita funkce z (0, 1) do R nabyva svého maxima. Toto

Geometrické aplikace

V této ¢asti si uvedeme nékteré geometrické aplikace véty o kompaktnosti. Za¢neme hned s pfi-
kladem.

Priklad. Méjme danu kruznici k. Mezi vSemi trojuhelniky, které maji vrcholy na kruznici k
hledejme trojihelnik s maximalnim obsahem. Predpokladejme, ze takovy trojuhelnik ABC neni
pravidelny. Potom mé urcité néjaké dvé strany, bez ijmy na obecnosti AC a BC, které nejsou
stejné dlouhé. Umistime-li nyni bod C’ ve stejné poloroviné jako C podle AB na kruznici k tak,
aby |AC’| = |BC’|, zvétsi se vyska (rozmysli si) a tim paddem obsah trojahelniku ABC’ je vétsi
nez obsah ABC'. Odtud vidime, Ze jediné rovnostranny trojuhelnik, jehoz kruznice opsana je k,
mtize mit maximalni obsah. Resenim tlohy je tedy pravé rovnostranny trojihelnik.

Nyni nastava pfirozena otazka, kde jsme pouzili slibovanou kompaktnost? Bylo pfedchozi
feSeni viibec v pordadku? Odpovéd zni, Ze nebylo v pofadku. Nez si ukdzeme, kde je chyba (velmi

Priklad. Aby nedoslo k nejednoznacnosti, bude ndm mnozina pfirozenych ¢isel zacinat jed-
nickou. Dokazeme, Ze 1 je nejvétsi ptirozené éislo. Totiz, kdykoliv jakékoli pfirozené ¢islo (krom
1) umocnime na druhou, tak se zvétsi. Tedy zadné jiné prirozené ¢&islo nez 1 nemiize byt nejvétsi.
Tedy 1 je nejvétsi prirozené cislo.

Byl tento dukaz v poradku? Urcité ne! V diukazu jsme totiz pfedpokladali, Ze nejvétsi prirozené
¢islo existuje, a to viilbec neni pravda. Stejny nedostatek mame ale také i v dikazu predchoziho
piikladu. Mleky jsme tam totiz pfedpokladali, Ze trojuhelnik maximalniho obsahu existuje. Ted
nam zbyva toto tvrzeni vskutku dokazat.

Tvrzeni. Trojuhelnik maximalniho obsahu z predminulého ptikladu existuje.

Diikaz. Mé&jme metricky prostor R® s eukleidovskou metrikou. Pfedpokladejme, #e mame
trojuhelnik ABC' se soufadnicemi vrcholt A = (a1,a2), B = (b1,b2), C = (c1,c2), takovému
trojihelniku pfitadme bod (a1,az,b1,b2,c1,ce) € R®, a naopak k bodu pfitadme trojihelnik.
Nechf K je mnoZina vech bodi (ai,az,b1,bs,c1,c2) € R takovych, ze A = (a1,a2), B =
(b1,b2), C = (c1,c2) lezi na kruznici k. Dokazeme, ze K je kompaktni mnozina a funkce S :



K — R ptifazujici obsah trojuhelniku ABC je spojita. Potom podle véty o kompaktnosti nabyva
svého maxima. Podle Heine-Borel-Lebesgueovy véty staci dokazat, ze K je omezena a uzaviena.

Omezenost je ziejma, body A, B, C totiz lezi na kruznici (omezené mnozing), tedy vSechny
soutradnice a1, ag, b1, b2, c1, c2 jsou v absolutni hodnoté omezeny néjakou konstantou M, odkud
plyne, ze body K maji od poc¢atku vzdalenost nejvyse v M2 + M2 + M2 + M2 + M2 + M2 =
V6M, tedy K je omezena.

Uzavienost K je o kousek té€zsi, nikoliv vSak vyznamné. Rozmysli si, ze kruznice k je uzaviena
mnozina. Odtud plyne (pfida se jen vice soufadnic), Ze mnozina

Ko = {(a1, a2, 3,74, 5, 6) € R%|(a1,a2) € k}
je uzaviena v R%. Podobné
Ky = {(z1,%2,b3,bs, 5, z6) € R|(b1,b2) € K},

K. = {(z1,%2, 23,24, ¢5,¢6) € R®|(c1,c2) € k}

jsou uzaviené. Nakonec K = K, N K N K¢, tedy je také uzaviena (podle druhé &ésti tvrzeni
o uzavienych mnozinach).

Zbyvéa se vyporadat se spojitosti obsahu. Tu tady nebudeme pfimo dokazovat, protoze for-
mélni dikaz by v tomto pfipadé byl bud zbytecné technicky, nebo by pouzival tvrzeni, ktera
jsme si neodvodili. Pouze si fekneme névod, jak spojitost ukézat. Prvni moznost je si expli-
citné vyjadrit funkci prifazujici Sestici (a1, a2, b1, b2, c1, c2) bodii v R® piesné obsah trojihelniku
ABC. Toto vyjadieni je naptiklad mozné udélat pomoci Heronova vzorce, ¢i jakymkoliv jinym
analytickym zptsobem spocitat. U takové funkce by pak bylo zfejmé, Ze je spojitd z presného
vyjadfeni, nicméné to vyzaduje néjaké znalosti o pocitani se spojitymi funkcemi. Druhd moznost
je uvédomit si a spocitat, ze kdyz se hodnoty a1, ag, b1, ba, c1, c2 zméni o malé € potom se obsah
pFislusného trojuhelniku muze zménit pouze o mélo ((o + m)e, kde o oznacuje obvod), odkud uz
je spojitost vidét, nicméné by to vyzadovalo technické pocitani.

Dalsi geometrickad aplikace véty o kompaktnosti na Tebe ¢ekd pfi reseni devaté ulohy.



