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Povidani ke druhé sérii
Druhé série je vénovana diofantickym rovnicim. To jsou rovnice, u nichz hledame feSeni jen mezi
celymi (pfipadné pfirozenymi) &isly!. Na jejich feSeni neexistuje néjaka obecna metoda, avsak p¥i
H2Jouskani“ téchto problémt muzes s ispéchem aplikovat rtizné zajimavé vlastnosti celych cisel.
Je dobré si uvédomit napriklad skute¢nost, ze druhd mocnina prirozeného c¢isla dava pri déleni
¢islem 8 jeden z téchto tii zbytka: 0, 1, 4. Pomoci této vlastnosti mizeme ukazat, ze neexistuji
cela &isla x, y, pro ktera plati z2 + y2 = 81000 1 3. Jak si totiz sdm snadno rozmyslis, dava
prava strana pfi déleni cislem 8 zbytek 3 a leva takovy zbytek nemuze pri déleni ¢islem 8 nikdy
dosahnout. Podobné muzes uvazovat i u né€kterych dalsich uloh druhé série.
Uzite¢né byva také rozepsat si ¢islo na sou¢in prvoéinitela (tj. soucin prvoéisel). Pro pfirozend
¢isla tento zapis vzdy existuje a je jednoznaény (az na poradi prvodisel)?.
Pro préaci s celymi &isly lze nékdy vyuzit kongruenci. Rekneme, Ze &islo a je kongruentni
s Cislem b pii modulu m (a piseme a = b (mod m)), pokud ¢&isla a a b davaji stejny zbytek pii
déleni m.
Pro kongruence plati nékolik uZite¢nych fakti. Pfedné, pokud je a = b (mod m) a ¢ =
= d (mod m), pak také a+ ¢ = b+ d (mod m) a ac = bd (mod m). Tedy kongruence
stejného modulu lze mezi sebou sc¢itat a nasobit podobné jako obycejné rovnosti. Pro od¢itani to

O kongruencich plati i silnéjsi tvrzeni, uvedme zde jen to nejznaméjsi.

Véta. (Mald Fermatova) Necht p je prvocislo a a je pfirozené ¢islo nedélitelné p. Potom

a?"'=1 (mod p).

2.série

Téma: Diofantické rovnice

Datum odeslani: 6. LISTOPADU 2006
1. 0LOHA (3 BODY)
Najdéte vSechna feSeni rovnice “;1 = Fsl v oboru pfirozenych ¢isel (nulu za ptirozené éislo
nepovazujeme).
2. ULOHA (3 BODY)

Najdéte vSechny dvojice prvodisel p, g takové, ze p? = 2¢> + 1.

3. ULOHA (3 BODY)
Na louce se pase stado t¥i druht zvifat. Flegmati¢ti brundibafi s 5 rohy a 52 o¢ima, kterym nikdo
nefekne jinak nez ,B52“, lehkomyslné dalekohledky se 2 rohy a 10 ocima, a do tfetice devitirozci
s 9 rohy a 18 o¢ima se smutnym pohledem. Dohromady maji vSichni ,B52“ a devitirozci stejné

1Pod oznacenim diofanticka rovnice se mtize skryt i rovnice, u které nas zajimaji i racionalni
feseni, ale to neni pfipad prikladia této série.

2U nenulovych celych &isel existuje a je jednoznaény ,a# na potadi a znaménka“: Napiiklad
—-6=-2-3=2-(-3).



rohu jako dalekohledky. A kdybychom k poctu oc¢i vSech ,,B52“ pfidali jesté 270, bude to stejné,
jako maji dalekohledky s devitirozci dohromady. Kolik se minimélné na louce pase dalekohledek?

4. ULOHA (5 BODU)
Najdéte vSechna prirozena cisla n takova, Ze souin vsech jejich vlastnich délitelu je roven n.
Presnégji: Najdéte vsechna n € N s nésledujici vlastnosti: Oznaéime-li dg = 1,d1,...,dx = n

vSechny ruzné délitele ¢isla n, plati dide - - dp_1 = n.

5. ULOHA (5 BODU)
Najdéte vSechna pfirozend &isla a, b, ktera fesi rovnici a2 = 1! + 2! + 3! 4+ .- + b!

6. ULOHA (5 BODU)
Ktera ¢isla lze vyjadFit jako soudet nékolika (asponi dvou) po sobé jdoucich p¥irozenych &isel?

7.ULOHA (5 BODU)
Bud n pfirozené &islo a p prvoéislo. Najdéte vSechna Feseni rovnice z(x + 1) = p?"y(y + 1).

8. ULOHA (5 BODU)
Vyteste rovnici z* — z2y? 4+ y* = 22 v oboru pfirozenych &isel.

Reseni 2. série

1. tloha
at+l __

Najdéte vsechna feseni rovnice 5= = ng

v oboru ptirozenych ¢isel (nulu za prirozené ¢islo
nepovazujeme).

Upravme si rovnici do pfijemnéjsiho tvaru (protoze b > 0, je jisté b+ 1 > 0, takze muzeme
obé strany timto vyrazem prondasobit):

a+1
2

(b+1)=3
(a+1)(b+1) =6

Ma-li tato rovnost platit, musi a + 1 délit 6. Déliteld Sestky neni mezi pfirozenymi ¢isly mnoho:
Snadno zjistime, Ze kandidaty na feSeni jsou pouze hodnoty a = 1,2,5. Vydélenim obou stran
rovnice vyrazem a + 1 zjistime, ze b+ 1 = ai_‘_l, tedy b = GLH — 1 a odpovidajici hodnoty b
proto jsou 2,1, 0. Nula neni pfirozené ¢islo, takze rovnici mohou fesit v prirozenych c¢islech pouze
dvojicea=1,b=2aa=2,b=1.

Dosazenim snadno ovérime, Ze tyto dvé dvojice jsou skute¢né fesenimi ptivodni rovnice a jsme
hotovi.

2. tlloha
Najdéte viechny dvojice prvodisel p, q takové, ze p? = 2¢> + 1.
Nejprve piedpokladejme, Ze ¢ neni 3. Jak si snadno ovéiis, g2 potom déava zbytek 1 po déleni

3 (toto je velmi duleZity trik?, se kterym se pii feseni diofantickych rovnic dasto potkas!), a tedy

30becné jde o to, ze ¢&isla n? davaji po déleni libovolnym prvoéislem jen polovinu vsech
moznych zbytku.



pravé strana rovnice 2¢2 + 1 je délitelnd 3. Cislo p? je délitelné 3, co# je mozné jen pokud p = 3.
Odtud snadno dopocteme, ze ¢ = 2.

Pokud je ¢ = 3, mélo by byt p?> = 19, coz neni mo#né.

Uloha ma tedy jediné feSeni p = 3, ¢ = 2.

3. uloha

Na louce se pase stado t¥i druht zvirat. Flegmaticti brundibafi s 5 rohy a 52 o¢ima, kterym nikdo
nefekne jinak nez ,,B52“, lehkomyslné dalekohledky se 2 rohy a 10 o¢ima, a do tfetice devitirozci
s 9 rohy a 18 o¢ima se smutnym pohledem. Dohromady maji vSichni ,B52“ a devitirozci stejné
roht jako dalekohledky. A kdybychom k poétu o¢i vsech ,B52“ pridali jesté 270, bude to stejné,
jako maji dalekohledky s devitirozci dohromady. Kolik se minimélné na louce pase dalekohledek?

Oznacme b pocet brundibart, h dalekohledek a d devitirozci. Vidime, ze pocet zvifat na louce
spliiuje soustavu rovnic pro rohy a oci:

5b 4+ 9d = 2h
52b 4 270 = 10h + 18d

K dplnému vyfteSeni soustavy nam jedna rovnice chybi, ale miZeme si zkusit soustavu aspon
zjednodusit: Pri¢téme dvojnasobek prvni rovnice ke druhé. Dostavame podminku 62b + 270 +
+ 18d = 14h + 18d, kterou mizeme zjednodusit na 62b 4+ 270 = 14h. Vyjadfenim b zjistujeme, ze
plati:

_ Th—135

o3

b

Protoze pocet brundibari je celé ¢islo, musi platit 31|7h — 135 (ta svisla ¢ara se ¢te ,,déli“). Tato
podminka je pfitom ekvivalentni s podminkou A = 6 4 31 - [ pro néjaké [ celé.

Pro¢? Je 7-6 — 135 = —93 = (—3) - 31 a v kongruencich muZeme délit ¢isly nesoudélnymi
s modulem: Pokud p, m jsou nesoudélna, tak existuje r, Ze nm = k (mod p) pravé kdyz n = r
(mod p).

Diikaz: Nejprve ukdzeme jednoznacénost (modulo p) FeSeni rovnice nm = r (mod p). Pokud je
nm = n’m (mod p), tak p|m(n — n’) a z nesoudélnosti p, m dostavame, ze musi byt p|n — n'.
Vsechna feSeni tedy davaji stejny zbytek po déleni p.

Zbyvéa ukazat, Ze FeSeni existuje. ZkouSejme postupné n = 1,2,...,p. Pokazdé bude nm
dévat jiny zbytek po déleni p, protoZe jinak n = n’ (mod p), coz v nasem piipadé 1 < n,n’ <p
znamend n = n’. Mame celkem p hodnot zbytku nm a p moznych zbytkd po déleni p, takze
kazdého zbytku bude dosazeno néjakym n. Tedy existuje r, ze nr = k.

Vime tedy uz, ze h = 6431l nam zaruci celociselny pocet brundibari b =
—3 (nutné tedy I > 1, aby brundibard nebylo zaporng). Zvolme ! = 1, které ndm dava h = 37,b =
= 4 a zkusme si z prvni rovnice soustavy vyjadrit pocet devitirozca d = 2h—5b _ T4-20 _ g
Dosazenim do ptvodni soustavy se snadno presvédcime, ze pocty h = 37,b = 4,d = 6 vyhovuji.

Nejmensi mozny pocet dalekohledek je 37.

7-(6431:1)—135 _
— s -

4. tloha
Najdéte vsechna prirozena cisla n takova, ze soucin vsech jejich vlastnich délitelt je roven n.
Presnéji: Najdéte vSechna n € N s nasleduyjici vlastnosti: Oznac¢ime-li dg = 1,d1,...,dx = n

vSechny ruzné délitele Cisla n, plati dida - - - dx_1 = n.



Predpokladejme, ze ¢islo n ma pozadovanou vlastnost a ze jeho délitelé jsou uspofadani podle
velikosti, tedy ze dg = 1 < d1 < -+ < dp = n. Necht n = p1%1 -.-p;% je rozklad n na soucin
prvocisel a at p1 < p2 < --- < p;.

Pak ziejmé je dj—q = p121~ 1. p;®, a tedy dids - - - di_o = p1. Soudin nékolika pfirozenych
¢isel je roven prvocislu pi1, coz je mozné jen pokud jde o ,soucin“ jediného ¢isla tomuto prvocislu
rovnému. Je tedy K = 3 a di = p1. n ma jediného jiného vlastniho délitele, a sice dz. d2 tedy
muze nabyvat jen dvou moznych hodnot:

i) do = p2. Pak n = p3; jak snadno ovéfis, kazda tieti mocnina prvoéisla mé pozadovanou
13 J
vlastnost.
(ii) d2 = p2. Pak n = p1p2; takovéto ¢islo zadani také vyhovuje.

5. lloha
Najdéte vSechna ptirozena &isla a, b, ktera fesi rovnici a? = 1! + 2! + 3! 4 - - + b!

Vyzkousejme nejprve nékolik malych hodnot b, az potom vyfeSime obecny ptipad:
(i) Prob=1 je zjevhé a = 1; pro b= 3 je a = 3.

(ii) Pro b =2 nebo b = 4 rovnice nem4 FeSeni.

(iii) Méjme dale b > 5 a podivejme se na to, jaky zbytek dédvé pravé strana rovnice po déleni
5. Cisla 5!, 6!, ..., b! jsou délitelna 5, zbytek tedy neovlivni. Ten je tedy stejny jako
zbytek ¢isla 1!42!4-3!44!=33, tedy 3. Jak ale snadno ovéfis, druhd mocnina zadného
prirozeného c¢isla po déleni 5 zbytek 3 nedava, rovnice tedy namize mit zadné FeSeni.

Rovnice ma tedy jen dvé feSenia =1, b=1aa =3, b= 3.

6. tloha
Ktera ¢isla lze vyjadfit jako soudet nékolika (aspon dvou) po sobé jdoucich pfirozenych &isel?

Dokazeme, ze v pozadovaném tvaru jdou napsat vSechna cisla, ktera nejsou tvaru 2™ pro
néjaké celé ¢islo m > 0.

To, zZe je néjaké ¢islo n napsané jako soucet nékolika po sobé jdoucich ¢isel, znamend, ze
n = (k+1)4+(k+2)+- - -+ pro n&jakd ¢isla 0 < k < I—1. Toto vyjadieni miizeme pomoci znamého
vzorce upravit do tvarun = (14+24---4+1)—(1+2+---+k) = dGay; k<k+1) (=k)(+k+1)
Napi$me si n ve tvaru n = 2™a, kde a je liché &islo. Pak 2mtla = (1 — k)(I + k+1).

Jak I — k, tak [+ k+ 1 jsou ¢isla vétsi nez 1; jejich soucet je lichy, takze jedno z nich je liché, a
tedy a je vétsi nez 1. Cisla tvaru 2™ proto nejdou vyjadiit jako soudet nékolika po sobé jdoucich
cisel.

Piedpokladejme, Ze je naopak a > 1. Uvédom si, Ze pak je vizdy jedno z &isel a — 2™+l — 1
a+2"‘2+1717 k= a72m2+171

a 2™tl — 1 — g nezdporné. V prvnim piipadé muzeme volit | =

+1_ +1_ 4 . . (- Lo
v druhém piipadé zase | = “+2mz Lag=2" 5 a=l Tato &sla podminky zadani spliuji,

dostali jsme tedy vyjadieni n jako souctu nékolika po sobé jdoucich ¢isel.

a

7. aloha
Bud n pfirozené &islo a p prvoécislo. Najdéte viechna Feseni rovnice z(z + 1) = p?"y(y + 1).

Dokazeme, ze zadand rovnice zadné feSeni nemé. Pro spor predpokliadejme, Ze dana rovnice
mé néjaké feseni. Pak p2" déli levou stranu; éisla = a = + 1 jsou nesoudélna, p2” tedy déli jedno
z nich. Vytesime piipad, kdy p2™ déli z, druhy piipad se vytesi obdobné. Oznaéme tedy z = p2"z.



Po dosazeni a tpravé dostaneme, Ze z(p?"z+1) = y(y+1), neboli 422p3" +42+1 = (2y+1)2.
Ziejmé ale plati
(22p™)2 < 422p®" + 424+ 1= 2y + 1) < (22p™ + 1),

coz nemuze platit pro zadna prirozena cisla. Rovnice tedy nemé zadné feseni.

8. tloha
Vyfteste rovnici 4 — 22y? + y* = 22 v oboru piirozenych &isel.

V feseni dokazeme, e rovnice mé pouze trivialni feseni tvaru x = y, z = 2. Diikaz je pomérné
zdlouhavy, takze abychom nespotfebovali zbyte¢né mnoho papiru a nemuseli Slovakim vykacet
Tatry, napisu ho stru¢né. Laskava ¢tenarka si ale jisté vSechny podrobnosti snadno rozmysli.

Pro spor piedpokladejme, Ze rovnice ma néjaké feseni takové, ze x # y. BUNO miizeme pied-
pokladat, ze ¢isla = a y jsou nesoudélné; ze vSech takovychto feseni vyberme feSeni s nejmensim
soufinem zy.

Na chvili si pfedstavme, co by se stalo, kdyby néjaké z ¢isel x,y bylo sudé. Pro uréitost at je
to y; oznacme y = 2yo. « je pak zjevné sudé. Zadani prepiseme do tvaru (22 —y2)2 4 (zy)? = 22;
¢isla 2 — y2? a xy jsou nesoudélna a podle znamého obecného tvaru feseni pythagorejské rovnice
a? + b2 = ¢? vime,* 7e existuji nesoudélna piirozend &isla m,n, z nichz jedno je sudé, a plati
22 —y?2 =m?2 —n? a zy = 2mn, tedy zyo = mn. Jak si mize$ snadno rozmyslet, viechna feseni
této rovnice jdou psat ve tvaru x = ac, yo = bd, m = ad, n = bc, pfiCemz c a d jsou nesoud€lna.
Dvojice cisel x,yo a m,n jsou nesoudélné, takze ¢isla a, b, ¢, d jsou po dvou nesoudélna.

Cislo y je sudé a x liché, takze 22 —y2 = m? —n? dava zbytek 1 po déleni 4, takze m je liché a
n sudé. To znamena, ze &isla a, ¢, d jsou liché a b sudé. Dosazenim do rovnice z2 — 32 = m2 — n?2
dostaneme, ze (a? + b2)c? = (a? + 4b?)d2. Oznaéme § nejvétsi spoleény délitel &isel a? + b2 a
a? + 4b2. Jejich odectenim zjistime, ze & déli 3b2; & také déli 4(a? +b2) — (a® +4b%) = 3a2. a ab
jsou nesoudélna, takze § déli 3. A protoze 3 nedéli a? + b2, musi byt § = 1.

Cisla a? + b% a a? + 4b2 jsou nesoudélna, takze (a? + b?)|d? a c?|(a? + 4b?). Na druhou
stranu, z nesoudélnosti &isel ¢ a d vyplyva, ze d?|(a? +b2) a c?|(a? + 4b2), je tedy d? = a® + b2 a
c? = a?+(2b)2. Toto je dalsi pythagorejska rovnice, takze existuji nesoudélna &isla 1, y1, z nichz
jedno je sudé, a plati a = z% — y%, b = z1y1. Dosazenim do d? = a? + b? dostaneme, e plati
x‘ll — x%y% + y‘l1 = d2, ptiCemz z1y1 = b < 2bd = y < xy, coZ je ve sporu s volbou minimélniho
mozného soucinu xy.

Obé éisla z a y tedy musi byt lichd; BUNO piedpokladejme, ze 2 > y. Cislo 22 — y? je sudé a
plati (x2 —y2)2+ (zy)? = 22, takZe existuji nesoudélna &isla m, n takova, ze 2|mn, x2 —y? = 2mn
a zy = m? — n?. Pak

2 2\ 2 2 2\ 2

xe — xr“ +

m* —m2n? + n* = (m? —n?)? + (mn)? = (zy)? + (Ty) = (Ty) ,

pficemz m,n jsou nesoudélnd a jedno z nich je sudé. Jak uz jsme ale dokazali, toto neni mozné.

A tim je feseni hotové. Pokud ses procetl az sem a vSechno si cestou dukladné rozmyslel, mas
muj obdiv. (:

47Znamé tvrzeni ika, Ze vSechna pFirozend feSeni rovnice a? + b% = ¢2 takova, ze b je sudé,
jsou tvaru a = (m2? —n?)l, b = 2mnl, ¢ = (m? + n2)l, kde m, n < m a l jsou pfirozena &isla
takova, ze m a n jsou nesoudélna a jedno z nich je sudé.



