Matematicka indukce

V ¢tvrté sérii se budes potykat s problémy, které lze fesit pomoci principu matematické indukce.
Co se skryva za timto vzletnym nazvem? Je to druh dukazu, ktery se hodi, kdyz potfebujeme
dokézat tvrzeni tvaru ,Pro kazdé n ptirozené plati T'(n)“, kde T'(n) je n&jaké tvrzeni o &isle n.

Myslenkou je dokazat nejprve, ze plati T'(1) (to obvykle jde snadno), a pak ukézat, ze pokud
plati T'(n) pro vSechna n < k, tak plati i T'(k + 1) (obvykle sta¢i ukazat implikaci T'(k) = T'(k +
+1)). Pokud se s indukei setkdvas poprvé, asi ti tento postup nepfijde prfili§ intuitivni. Zkus si to
pfedstavovat tak, ze platnost tvrzeni ovéfujes postupné pro 7'(1), potom z platnosti 7°(1) umis
ukdzat platnost T'(2), z platnosti T'(1), T(2) platnost T(3) a tak dale. Postupné vlastné ukazes,
ze plati T'(1),7(2),T(3), ..., pfiemz zadné pfirozené ¢islo nevynechas.

Kroku, kdy dokazujes T'(1), se fikd prvni indukéni krok, dokazovani T'(k 4+ 1) z platnosti
T(n),n < k druhy induké¢ni krok (pro jistotu pfipominame, Ze druhy krok musi§ provadét pro
obecné k € N, ale miizes si pomoci tvrzenimi T'(n)).

Zkusme to Fict jesté jinak: Reknéme, Ze né&jaka mnozina M obsahuje éislo 1 a Ze s kazdym
¢islem, které obsahuje, obsahuje také ¢islo o jedna vyssi. Potom protoze M obsahuje jednicku,
obsahuje i dvojku. Protoze ale obsahuje dvojku, obsahuje nasledné i trojku a tak dale. Tim
dostaneme, ze M obsahuje vSechna pfirozena cisla.

Zkusme si to na prikladé: Ukdzeme si, ze 1+ 2+ ---+n = % (
je pravé nase tvrzeni T'(n)) pro kazdé n prfirozené.

Prvni krok: Tvrzeni T'(1) vypada jako 1 = %, coz jisté plati.

Druhy krok: Pfedpokladejme, ze plati T'(n) pro vSechna n < k (&islo k ndm zadéva ,neptitel“).
Chceme ukéazat, ze T'(k + 1) je pravda. Mzeme si vypomoci tvrzenim T'(k), které zni:
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Pri¢teme tedy na obé strany této rovnosti ¢islo k£ 4+ 1 a upravujme:
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Ale to je pfesné tvrzeni T(k + 1). Jsme tedy hotovi.

Jesté si ukdzeme piiklad na netrivialni pouziti matematické indukce. Uplny graf na m wrcho-
lech budeme fikat mnozing m bodu (vrchold), pfi¢emz mezi kazdymi dvéma vede ¢ara (hrana).
Obarveny graf pro nas bude uplny graf, jehoz hrany maji dvé barvy (kreslime ¢ary Gervenou a
zlutou pastelkou).

Ukazeme ted, Ze pro kazdé pfirozené [ existuje pfirozené ¢islo R(l) (zvané Rameseyovo ¢islo)
takové, ze kdyz vezmeme m > R(l), tak v kazdém obarveném grafu na m vrcholech najdeme
mnozinu V vrcholi velikosti [ takovou, ze vSechny hrany spojujici vrcholy z V' maji stejnou barvu
(jsou bud vsechny ¢ervené, nebo vSechny zluté).

Diikaz provedeme samoziejmé indukci, ale pouzijeme trik: Ozna¢me pro p,q € N jako R(p, q)
nejmensi pocdet vrcholt potiebny k tomu, abychom v kazdém obarveném grafu na R(p,q) vr-
cholech nasli p vrchold spojenych jen cervenymi hranami nebo g vrcholi spojenych jen Zlutymi
hranami. Zjevné R(l) = R(l,1). Ukazeme, ze R(p,q) jsou koneéna &isla, indukei (pozor!) podle
n = p + q (protoze n > 2, za¢indme indukci tentokrat od dvojky misto od jednicky).



Nez za¢neme, vSimnéme si, ze R(1,q) = R(p,1) = 1, protoze sta¢i vybrat jeden libovolny
vrchol (o hrany se pak nemusime starat).

Prvni krok: Pokud n =2, je p=1,¢q =1 a vime, ze R(1,1) = 1.

Druhy krok: Necht jsou vSechna R(p, g) dobfe definovana pro p+¢ < k a méjme p+q = k+1.
Protoze pfipady p = 1 a ¢ = 1 jsou jednoduché, muzeme predpokladat p,q > 1. Ukazeme, Ze pak
plati R(p,q) < R(p—1,q) + R(p,q — 1), tedy ze R(p — 1,q) + R(p,q — 1) vrcholti nam staci (coz
uZ bude znamenat, %e R(p, q) je konecné).

Méjme obarveny graf na R(p — 1,q) + R(p,q — 1) vrcholech. Vyberme si v ném libovolny
vrchol v a uvazme mnoziny Vz a Vz vrchold spojenych s v cervenymi a zlutymi hranami. Protoze
[Vel + Vz| +1 = R(p — 1,9) + R(p,q — 1), je bud |Ve| > R(p — 1,q) nebo |[Vz| > R(p,q — 1)
(rozmysli si). Bez Gjmy na obecnosti at nastane prvni pfipad. Potom v podgrafu na vrcholech Vg
bud najdeme celozlutou mnozinu velikosti ¢ (a vyhravame) nebo v ném najdeme celoéervenou
mnozinu velikosti p — 1. K té ovSem staci pfidat vrchol v, abychom nasli celoCervenou mnozinu
o p vrcholech.

Literatura
Pokud si o indukci chces precist vic, doporu¢ujeme Ti poohlédnout se po textech z edice Skola
mladych matematiki.
Rudolf Vyborny: Matematickd indukce, Skola mladych matematikt 6.
Antonin Vrba: Princip matematické indukce, Skola mladjch matematiki 40.

4th series

Topic: Mathematical Induction

Date due: JANUARY 8TH 2007

PROBLEM 1 (3 POINTS)
Prove that for any natural number n it is

1-.2042.21 43.22 4 ... 4. 2" L= (n—-1)2" +1.

PROBLEM 2 (3 POINTS)
Prove that for any integer n > 3 it is V3+VA+ -+ Vn < inz.

PROBLEM 3 (3 POINTS)
Let = be a real number and z + % an integer. Prove that ™ + ™" is an integer for any natural
n.

PROBLEM 4 (5 POINTS)
Prove that among any 201 different integers with absolute values less than 199 you can always
find three such that their sum is zero.

PROBLEM 5 (5 POINTS)
For a given natural n > 2 we will write out all fractions in the form ﬁ, where numbers p, ¢
are coprime and satisfy the condition: 0 < p < ¢ < n, p+ ¢ > n. Prove that the sum of all such
fractions equals %



PROBLEM 6 (5 POINTS)
Prove that for any natural n there exists a number with decimal notation containing only the
digits 1, 2 which is divisible by 2™.

PROBLEM 7 (5 POINTS)

Let X be a set containing (215__24

or descending sequence {z;}¥_; of numbers from X such that |z;41 — z1| > 2|z; — 21| for all
1€{2,...,k—1}.

) + 1 real numbers, k > 2. Prove that there exists an ascending

PROBLEM & (5 POINTS)
‘We define shape of size n as a couple of paths of length n in a square grid, such that the paths
go only upwards or rightwards and cross only at the beginning and at the end (see the picture
showing two shapes of size 9).

Prove that for any n there exist exactly %(2::12

just by the placement of their starting points are not considered different).

Serie N. 4

Thema: Die mathematische Induktion

) different shapes of size n (shapes differing

Termin der Absendung: 8. JANUAR 2007

AUFGABE N. 1 (3 PUNKTE)
Sei n eine beliebige natiirliche Zahl. Beweisen Sie:

1-2042.2143.224... 4 n. 2" =(n-1)2" +1.

AUFGABE N. 2 (3 PUNKTE)
Sei n > 3 eine natiirliche Zahl. Beweisen Sie: V3 + V4 + -+ + Vvn < inQ.

AUFGABE N. 3 (3 PUNKTE)
Sei z eine reelle Zahl, so dass x + % eine ganze Zahl ist. Beweisen Sie, dass so auch ™ 4+ ="
eine ganze Zahl ist (fiir n natiirlich).

AUFGABE N. 4 (5 PUNKTE)
Unter 201 verschiedenen ganzen Zahlen mit einem Absolutbetrag kleiner als 199 findet man
immer drei solche, deren Summe gleich Null ist. Beweisen Sie.



AUFGABE N. 5 (5 PUNKTE)
Sei n eine fest gegebene natiirliche Zahl, n > 2. Schreiben wir jetzt alle Briiche der Form ﬁ
aus, wobei p und ¢ teilerfremde natiirliche Zahlen sind, so dass 0 < p < ¢ < n, p+ q > n gilt.

Beweisen Sie, dass die Summe aller dieser Briiche % ist.

AUFGABE N. 6 (5 PUNKTE)
Beweisen Sie, dass es fiir jede natiirliche Zahl eine Zahl gibt, deren Notation im Dezimalsystem
nur die Zifren 1,2 enthilt und die durch 2" teilbar ist.

AUFGABE N. 7 (5 PUNKTE)
Sei X eine Menge, die (215:24) + 1 reelle Zahlen enthilt, k > 2. Beweisen Sie, dass es so entweder
eine streng monoton steigende oder streng monoton fallende Zahlenfolge {a:i}é“:l der Zahlen aus
X gibt, so dass |x;4+1 — z1] > 2|x; — 1| fir alle i € {2,...,k — 1}.

AUFGABE N. 8 (5 PUNKTE)

Als eine Figur der Grofle n bezeichnen wir ein Paar der Wege in einem Quadratnetz, die nur
aufwirts oder rechts verlaufen und sich nur am Anfang und am Ende schneiden (sehe das Bild,
auf welchem zwei solche Figuren der Grofle 9 abgebildet sind).

Beweisen Sie, dass es genau %(2:__12

Figuren betrachten wir als identisch, d.h. wir zahlen sie nur einmal).

) verschiedene Figuren der Grofie n gibt. (Verschobene

La 4. série

Sujet: Induction mathématique

Date d’expedition: 8 JANVIER 2007

PROBLEME 1 (3 POINTS)
Démontrez que pour tous nombres naturels n

1-2042.2143.22 4. 4n. 2" L= (n-1)2" + 1.

PROBLEME 2 (3 POINTS)
Démontrez que pour tous nombres naturels n > 3 il est V3 4+ V44 - +/n < in?

PROBLEME 3 (3 POINTS)
Soit  un nombre réel et = + % un nombre entier. Démontrez que ™ 4+ ™" est méme un nombre
entier pour tous n naturels.



PROBLEME 4 (5 POINTS)
Démontrez que entre quelconques 201 nombres entiers différentes dont la valeur absolue est plus
petite que 199, on peut toujours trouver 3 dont la somme et 0.

PROBLEME 5 (5 POINTS)
Soit m un nombre naturel fixe tel que n > 2. On écrit toutes fractions en forme ﬁ ou p et q
sont les nombres premiers entre eux qui satisfaient les conditions 0 < p < ¢ < n, p+ ¢ > n.
Démontrez que la somme de toutes ces fractions fait %

PROBLEME 6 (5 POINTS)
Démontrez que pour chaque n naturel, il existe un nombre dont la notation au systeme décimal
ne contient que les chiffres 1 et 2 et qui est divisible par 2™.

PROBLEME 7 (5 POINTS)
2k—4
k—2
croissante ou décroissante {z;}¥_; de nombres du ensemble X telle que |z;+1 — 21| > 2|z; — 21

pour chaque 7 € {2,...,k—1}.

Soit X un ensemble qui contient ( ) +1 nombres réels, k > 2. Démontrez qu’il existe une suite

PROBLEME 8 (5 POINTS)
Définissons une figure de valeur n comme un couple de routes de longeur n au résseau carré qui
ne vont qu’a droit et en haut et qui se ne coupe qu’au début et a la fin (voir I'image oli on peut
voir deux figures de valeur 9).

2n—2
n—1
sont pas comptées comme différentes).

Démontrez qu’il existe juste %( ) figures différentes de valeur n (les figures poussées ne

;s =
4. série
Téma: Matematickéd indukce

Datum odeslani: 8. LEDNA 2007

1. ULOHA (3 BODY)
Dokazte, ze pro kazdé pfirozené n plati:

1-2042.2143.22 4.4 n. 2" =(n—-1)2" 4+ 1.

2. ULOHA (3 BODY)
Dokazte, ze pro kazdé prirozené n > 3 plati:

1
VB4Vt v < ont.



3. ULOHA (3 BODY)
Necht z je redlné a = + % celé. Dokazte, ze potom i ™ + z~™ je celé pro vSechna n pfirozena.

4. ULOHA (5 BODU)
Dokazte, ze mezi libovolnymi 201 rtznymi celymi ¢isly v absolutni hodnoté mensimi nez 199 se
vzdy najdou tfi, jejichz soucet je nula.

5. ULOHA (5 BODU)
Pro dané pfirozené n > 2 vypiSeme vSechny zlomky tvaru ﬁ, kde ¢isla p, ¢ jsou nesoudélna a
navic spliuji podminky: 0 < p < ¢ < n, p+ g > n. Dokazte, ze soucet vsech takovychto zlomka
je roven %
6. ULOHA (5 BODU)
Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n existuje ¢islo, jehoz dekadicky zapis obsahuje jen cifry 1,
2, a které je délitelné 2™.

7. ULOHA (5 BODU)
2k—4
k—2
nebo klesajici posloupnost {xi}f:l ¢isel z X takova, ze

Necht X je mnozina obsahujici ( ) + 1 readlnych cisel, k > 2. Dokazte, ze existuje rostouci

[Tit1 — z1] > 2|z — 21
pro viechna i € {2,...,k —1}.

8. ULOHA (5 BODU)
Definujme obrazec velikosti n jako dvojici cest délky n ve ¢tvercové siti, které jdou pouze nahoru
nebo doprava a protinaji se pouze na zac¢atku a na konci (viz obréazek, kde jsou znazornény dva
obrazce velikosti 9).

Dokazte, ze pro kazdé n existuje presné %(2::12) riznych obrazch velikosti n (posunuté

obrazce nepovazujeme za rtizné).
ResSeni 4. série

1. tloha
Dokazte, ze pro kazdé prirozené n plati:

1-2042.2043.22 4. pn. 2" L =(n-1)2" + 1.



Tvrzeni dokdzeme matematickou indukci podle n.

V prvnim indukénim kroku (pro n = 1) méame ovéfit, ze 1-29 = (1 — 1) - 2! + 1. Rovnost
nastéva, jelikoz jsou oba vyrazy rovny 1.

V druhém indukénim kroku budeme dokazovat, ze tvrzeni plati pro n > 1. Pfitom muzeme
pfedpokladat, Ze tvrzeni plati pro n — 1 (indukéni pfedpoklad). Nyni uz jen upravujme (v prvni
upravé vyuzivame indukéniho predpokladu):

1-2042.21 4.4 (n—1). 2" 24pn.2""1 =
=n—-2)2""1414+n2" t=2n—-2)2"" 1+ 1=(n—-1)2" +1,

coz jsme chtéli dokazat.

2. aloha
Dokazte, ze pro kazdé prirozené n > 3 plati:

1
VB VAL Vi< o

Tvrzeni dokdZzeme matematickou indukci podle n.

V prvnim indukénim kroku (pro n = 3) mame ovéfit, zZe V3 < i32. Nerovnost je splnéna,
jelikoz V3<Vi=2< % Jesté nerovnost ovéfime! pro n = 4. Mame dokazat, ze V34+V4 < %42.
Pritom V3 + V4 < 2v4 = 142,

V druhém induk¢énim kroku budeme dokazovat, ze tvrzeni plati pro n > 5. Pfitom miuzeme
predpokladat, Zze tvrzeni plati pro n — 1 (indukéni pfedpoklad). Nyni uz jen upravujme (v prvni
upravé vyuzivame indukéniho predpokladu):

1 1 1 1
\/§+\/1+~~+\/n—1+\/ﬁ<Z(n—1)2+f=1n2—§n+z+\/ﬁg

15, 1 1 1 5 (
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coz jsme chtéli dokazat (ve vSech ,<“ nerovnostech jsme vyuzivali toho, ze n > 5).

3. tloha
Necht z je redlné a = + % celé. Dokazte, ze potom i 2™ + ™" je celé pro vSechna n pfirozena.

Nejprve udélame prvni indukéni krok, kterym ovéfime, ze tvrzeni plati pro n = 1,2.
Pro n = 1 je platnost evidentni, necht tedy n = 2:

(az+i)27:c +24 o +—:(m+%)2—2,

1V tloze byl drobny chyték v tom, Ze druhy indukéni krok funguje aZ pro n > 5.



jelikoz = + % je dle predpokladu celé &islo, je i z2 + 9%2 Cislo celé.

n

Prejdéme k druhému indukénimu kroku. Ukazeme, ze za predpokladu, Ze éisla ™ 4+~ ™ a

2"~ 4 2= (=1 jsou celd, je celé i &slo z™ 1 4 g—(n+1),

() e )= (e ) e ),

Vidime, ze ¢islo z 1 + z—(n+1) je celé, nebot &islo x + % je celé z predpokladu tvrzeni a cisla

z" + 27", z" 1 4+ = (=1 jsou celd z indukéniho piedpokladu.

4. uloha

Dokazte, ze mezi libovolnymi 201 rdznymi celymi ¢isly v absolutni hodnoté mensimi nez 199 se
vzdy najdou tfi, jejichz soucet je nula.

Dokéazeme obecnéjsi tvrzeni: mezi libovolnymi k& rtznymi celymi ¢isly v absolutni hodnoté
mensimi nez k — 2 se vzdy najdou tfi, jejichz soucet je nula.

Necht k = 5, ¢isla v absolutni hodnoté mensi nez 3 jsou: {—2,—1,0,1,2}. Evidentné se mezi
nimi najdou tfi, jejichz soucet je nula.

Indukéni krok: jestlize v libovolnych k ¢&islech z {k — 3,...,0,...,—k + 3} (oznacme tuto
mnozinu A), existuje trojice, jejiz soucet je nula, pak v libovolnych k + 1 ¢&islech (oznacme
mnozinu t&chto k+1 ¢isel J) z B ={k—2,...,0,... ,—k+2} existuje trojice ¢isel, jejichz soucet

je rovnéz nula. Mohou nastat nasledujici pripady:

(i) Pokud mnozina J obsahuje nejvyse jeden z prvka k — 2, 2 — k, potom obsahuje k ¢&isel
z mnoziny A. Mezi témito ¢isly je z indukéniho predpokladu hledand trojice.
1) J={k—2,2—k,. ... }, je-li v k — 1 prvcich z mnoziny A obsazena

k — 1 prvkid mnoziny A
nula, tvoii {k — 2,0, 2 — k} hledanou trojici, v opaéném piipadé ukdzeme, ze jsou v k —1
prvcich mnoziny A dva takové, jejichz soucet je bud k — 2 nebo 2 — k. Rozdélime &isla
mnoziny A do nékolika skupin. Pro %(k —3) > j > 1 budeme mit skupiny S; = {j,k —
—2—j}.Prol>j> —%(k — 3) budeme mit skupiny S; = {j, —(k — 2) — j}. Pro vétsi
néazornost vypiseme dvojice patfici do skupiny S; = {j,k —2 — j}:
k liché: (1,k—3) ksudé: (1,k—3)

(2, k — 4) (2, k — 4)
k=3 k=1 k=4 k
(5= 5% (%55 3)

Je-li k liché, mame k — 3 skupin a témi pokryjeme vSechna nenulova ¢isla mnoziny
A. Jelikoz mame k dispozici k — 1 &isel z A, musi byt néjaka dvé ve stejné skupiné, jejich
soudet pak je k — 2 nebo —(k — 2).

Je-li k sudé, mame k — 4 skupin, nicméné cisla %, 7% nenalezi zadné skupiné.
Tedy k — 3 (k — 1 éisel je z mnoziny A, od tohoto poétu je vSak potfeba odeéist dvojku
za Cisla %, 7%) ¢isel nalezi do zminovanych k — 4 skupin. Odtud plyne, ze né&jaka

dvé ¢isla nalezi stejné skupiné, a opét je pak jejich soudet k — 2 nebo —(k — 2).

Dtikazem obecnéjsiho tvrzeni jsme automaticky vyfesili zadanou ulohu, ktera je jen specialnim
pripadem pro k£ = 201.



5. aloha
Pro dané pfirozené n > 2 vypiSeme vSechny zlomky tvaru ﬁ, kde ¢isla p, ¢ jsou nesoudélna a
navic spliuji podminky: 0 < p < ¢ < n, p+ g > n. Dokazte, ze soucet vsech takovychto zlomka

s 1
Je roven PR

Pro n = 2, je tvrzeni zfejmé. Jediny zlomek spliujici zadané podminky je %

Chceme ukazat, ze kdyz tvrzeni plati pro n, plati i pro n + 1. Co se stane, kdyz zvysime
n o 17 Do mnoziny zlomkt spliujicich podminky pfibudou ty, pro néz ¢ = n + 1, pricemz
nsd(p, ¢) = nsd(p,n+ 1) = 1 (nsd(a, b) znadi nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel a, b), na druhou
stranu z ni vypadnou ty, pro néz p+ ¢ =n+ 1 a nsd(p,n + 1 — p) = 1. Posledni podminka je
ekvivalentni s nsd(p,n + 1) = 1. Jak se to promitne do sou¢ta?

Pfibude: "
1<p<n+1 p(n + 1)
nsd(p,n+1)=1
odpadne:

>
1<p<n+l-p (n +1- p)p
nsd(p,n+1)=1

Staci nam ukazat, ze se predchozi dvé sumy rovnaji, tedy:

> > T
52, e+l = op(n+1-p)
nsd(p,n+1)=1 nsd(p,n+1)=1

1 1 1

= E - 4 E - E [ —

1<p<n—p p(n+1) n—pri<p<n p(n+1) <ihp p(n+1—p)
nsd(p,nt1)=1 nsd(p,nf1j=1 nsd(p,n+1)=1

1 1 1
bD (p(n+1)_p(n+1—p))4r 2 p(n+1)

1<p<n-—p n—p+1<p<n
nsd(p,n+1)=1 nsd(p,n+1)=1
1 1
== 2 R I > (n+1)
1<p<n-—p P n—p+2<p<n p
nsd(p,n+1)=1 nsd(p,n+1)=1

V posledni Gpravé se v druhé sumé podminka n —p+ 1 < p < n, nsd(p,n + 1) = 1 zménila na
podminku n — p+2 < p < n, nsd(p,n + 1) = 1. Tyto dvé podminky jsou ekvivalentni, jelikoz
kdyby n — p+ 1 = p, potom n + 1 = 2p, odkud nsd(p,n + 1) # 1.

Nyni zaéneme upravovat druhou sumu posledniho vyrazu, postupné ji doupravujeme na prvni
sumu, ¢imZ dostaneme, Ze soucet téchto sum je nulovy. V prvni upravé pouzijeme preindexovani
r=Mm+1)—p(tedyp=(n+1)—r).

SIS U S
n—p+2<p<n p(n+1) r+1<(ntl)—r<n (n+1-r)(n+1)
nsd(p,n+1)=1 nsd(n+1—r,n4+1)=1

= 3 S S o —
1<r<n-—r (n+1-r)(n+1) < m+1-7)(n+1)

nsd(n+1—r,nt+1)=1 nsd(r,n+1)=1



V posledni Gpravé jsme vyuzili toho, ze nsd(n+1—7r,n+1) = 1, pravé kdyz nsd(—r,n+1) = 1,
neboli nsd(r,n + 1) = 1. (Pokud ses v tomhle formalnim pieindexovani ztratil, nevadi, sta¢i si
povsimnout, Ze prvni ¢len prvni sumy je posledni ¢len sumy druhé, druhy ¢len prvni sumy je
predposledni ¢len sumy druhé ... (ovSem porad za podminky nsd(p,n + 1) = 1).)

Timto jsme ukazali, ze soucet zlomki splniujicich zadané podminky je %, nebot to tak je pro
n = 2 a pfi zvySeni n o 1 (a tedy i o libovolné jiné pfirozené ¢islo) se soucet diky rovnosti sum
nezméni.

6. illoha
Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n existuje ¢islo, jehoz dekadicky zapis obsahuje jen cifry 1,
2, a které je délitelné 2™.

Ukazeme trosicku silnéjsi tvrzeni: pro kazdé n prirozené existuje ¢islo, jehoz dekadicky zapis
je délitelny 2™ a ma délku n — oznac¢me dekadicky zapis tohoto ¢isla A,,.
Ptipad n = 1 je trividlni, neb A; = 2 a 21|A;.
Indukéni krok: Z existence A, takového, ze 2™| A, ukdZeme existenci é&isla A1 takového, ze
2t Ay,
Rozlisme dvé moznosti:
(i) 2”+1|An: zvolme Apy1 = 24,, tedy Api1 = 24, =2-10" + A, = 27T .57 4 A,
coz je délitelné 2”1, nebot 2711 A,. (Ta rovna ¢ara znamena zapis &isla po cifrach —
v nasem konkretnim pfipadé tedy to, Ze pred ¢islo A, jsme napsali dvojku, ¢imz vzniklo
¢islo o n + 1 cifrach.)
(ii) gn+l t Ap: zvolme Apqq1 = 1A, tedy Apy1 =14, =1-10" + A, =27 -5 + k- 5" =
= 27(5" + k), coz je délitelné 2" nebot k je liché &islo (27|A,, a zaroven 2711t A,)
a soucet dvou lichych cisel je Cislo sudé.

7. 4loha

Necht X je mnozina obsahujici (2:__24

nebo klesajici posloupnost {z;}%_, ¢isel z X takova, ze

) + 1 redlnych cisel, k > 2. Dokazte, ze existuje rostouci

[Tit1 — 21| > 2|w; — 21
pro vSechna i € {2,...,k — 1}.

Dokazeme obecné&jsi tvrzeni?: Necht k,I > 2 a nechf X je mnoZina obsahujici (k;i?L) +1

realnych cisel. Potom X obsahuje bud rostouci posloupnost {xi}le riznych prvkia z X (délky
k) spliujici
Vi e {2737"'7k_ 1} ‘xi‘l’l _CC1| > 2|z'L _xll

nebo klesajici posloupnost {z;}!_, riznych prvka z X (délky ) splitujici
Vie{2,3,...,0—1}: |zit1 —z1] > 2|z — z1].

Tvrzeni dokdzeme indukei podle k+1. V pfipadg, ze k = 2 nebo | = 2 je tvrzeni zfejmé (prvni
indukéni krok).

2Tato uloha, véetné FeSeni, byla pievzata ze soutéze IMC.



Nyni provedeme druhy indukéni krok, k,I > 2. Necht a je nejmensi prvek mnoziny X a b je
nejvétsi prvek mnoziny X. Oznacime

b b
Xmalé: {LEEX;IS %} aXvelké: {CEGX;I> %}

Jelikoz ktl—dy k4 (—1)—dy (h—1)+1—4
( k—2 ):< k—2 ) ( (k—1)+2 )
dostavame, ze
(k—1)+1—4

k+(1—-1)—4
> (| > .
|Xma1a‘ _( (k—l)—Q )-l—lnebo ‘Xvelka| _< k_ 9 )+1

V ptipadé, ze nastane prvni moznost, uzitim indukéniho predpokladu dostavame, ze X ob-
sahuje bud klesajici posloupnost délky ! pozadovanych vlastnosti (a jsme hotovi), nebo rostouci
{xi}fz_ll posloupnost délky k£ — 1 pozadovanych vlastnosti. Zvolime-li ;41 = b, dostaneme hle-
danou posloupnost.

Podobnym zptisobem se vyfesi pripad

k+(1—1)—4
[ Xvelkal = ( % — o )+1-

Tim je obecnéjsi tvrzeni dokazano a k vyreseni ulohy uz staci zvolit k = [.

8. tlloha

Definujme obrazec velikosti n jako dvojici cest délky n ve ¢tvercové siti, které jdou pouze nahoru
nebo doprava a protinaji se pouze na zac¢atku a na konci (viz obréazek, kde jsou znazornény dva
obrazce velikosti 9).

Dokazte, ze pro kazdé n existuje presné %(2::12) riznych obrazch velikosti n (posunuté
obrazce nepovazujeme za ruzné).
Zkusme pocitat néco trochu obecnéjsiho: Pocet k-otevienych obrazcii velikosti n. Jde o dvojice

cest délky n, které jdou jen nahoru nebo doprava ze spole¢ného pocatku, neprotinaji se mimo
poéatek a jejich konce jsou od sebe vzdaleny pfesné v/2k po thloptiéce — viz obrazek vlevo.




Oznaéme podet takovych obrazcii b(n, k) a polozime b(n,0) = 0 pro n > 1.3 Pocdet hledanych
obrazcu velikost n ze zadani je roven b(n — 1, 1), staci si predstavit, Ze obé& cesty usekneme t&sné
pfed koncem jako na obrézku vpravo (rozmysli si).

Polozime b(n,0) = 0 a pomoci matematické indukce ukdzeme, ze pro n > k > 0,n > 1 plati

kg, 2
b(n, k) = 7( " )
n\n—k
Kdyz to udélame, budeme hotovi, protoze dosazenim dostaneme
1 (2(nf 1)) _(2n-2)) 1 <2n — 2)

b(n—1,1) = —
n—1\ n—2 n—1

nl(n —1)!
Zbyvé tedy provést indukci podle n:
(i) Pro n = 1 mame jen dvé moznosti b(1,0) = 0 a b(1,1) = 1. Snadno dosazenim ovéfis,
ze vztah plati.

(ii) Necht vztah plati pro n — 1. Cislo b(n, k) spo¢teme s vyuzitim rovnosti

b(n,k) =b(n—1,k—1)+2b(n — 1,k) + b(n — 1,k + 1).

Kazdy k-otevieny obrazec totiz mizeme dostat z pravé jednoho néjakého k41, k nebo
(k — 1)-otevieného obrazce velikosti n pravé jednim zpusobem. Pfitom z k-otevieného
obrazce velikosti n — 1 muzeme dostat dokonce dva k-oteviené obrazce velikosti n, za-
timco pro k+1, k—1 mame jen jednu moznost. Celou tivahu ilustruje obrazek vyse. Tim
mame za sebou myslenkové naro¢nou éast diikazu, ted staéi uz jen dosadit do vzorecku a

netinavné pocitat s vyuzitim znalosti, Ze (‘;) = (a;l) + (z:}) a indukéniho predpokladu:

b(n,k) =b(n—1,k—1)+2b(n —1,k) +b(n —1,k+1) =
_k—1<2n—2) 9 k <2n—2> k+1<2n—2):

n—1\n—k n—1\n—k—1 n—1\n—k—2
k—1/2n—-2 k—1/ 2n—2 k+1/ 2n—2 k+1/ 2n—2
7n—1(n—k) n—l(n—k—l) n—l(n—k—l) n—l(n—k—Q)i
k—1/2n—-1 k+1/ 2n—1
_n71<n7k) n71<nfk71)_
_ (k—=1)(2n —1)! (k+1)(2n—1)! _
T (n—D)m-k)n+k-1)! n-Dn-k-1(n+k)!
_ 2k(2n—1)! _E( 2n>
T (n—k)(n+k)! n\n-k/)

coz je presné ta rovnost, kterou jsme chtéli.

3Nezblaznili jsme se? Pro¢ pokladat b(n,0) = 0, kdy# to vypadd jako piesné to &islo, co
hleddme? Protoze v definici vyse jsme fekli, Ze v otevieném obrazci se cesty neprotinaji mimo
pocdtek — tedy se cesty nemohou protinat na konci. P¥i pocitani cest budeme pouzivat rekurentni
vztah, ktery této skute¢nosti vyuziva. Obcas cesta k feSeni vede pfes zkomplikovani problému.






