1. seridlova série
Téma: Kombinatorika

Datum odeslani: 14. LEDNA 2008

1. 0LOHA

(5 BODU)

Urcete pocet cest vedoucich ze spodku zadecku prasatka (bod A) do ¢uméku prasatka (bod
B) takovych, ze vedou jen doprava, nahoru nebo sikmo doprava nahoru (posledni pt¥ipad miize

nastat jen u brady ¢&i pusy prasatka).

(@)

2. ULOHA
V zévislosti na prirozeném k urcete hodnotu souctu

3. ULOHA
V zavislosti na prirozeném n urcete hodnotu souctu

() +2 () +3 () 40 ():
Reseni 1.seridlové série

1. tloha

(5 BODU)

(5 BODU)

Urcete pocet cest vedoucich ze spodku zadecku prasatka (bod A) do ¢uméku prasatka (bod
B) takovych, ze vedou jen doprava, nahoru nebo $ikmo doprava nahoru (posledni pfipad miize

nastat jen u brady ¢&i pusy prasatka).



Oznac¢me si C, D, ..., K vyznamné body prasatka jako na obrazku. Déle si ozna¢me b pocet
cest vedoucich z vrcholu A do B splnujicich podminky zadéni. Podobné znaceni zavedeme pro
ostatni pismenka ¢, d, ..., k.
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Podle textu seridlu je ¢ = (g) =1,d= (51)) =9,e= (120) =45a f = (131) = 165. Dale plati
g=c+d, h=d+e+g (pozor!),i=f+h,j=g+h, k=j+14 b=j+ k. Odtud postupné
dopocéitame g = 10, h = 64, ¢ = 229, j = 74, k = 303, b = 377. Tedy pocet cest vedoucich z A do
B splnujicich podminky zadani je 377.

2. dloha
V zavislosti na prirozeném k urcete hodnotu souctu

()
Q)G (D
+(§) * (;1) + (S)+"'+ <k2—kl)

Hlavni myslenka feSeni je, podobné jako v textu seriadlu, zakrouzkovat pfislusné Cleny Pas-
calova trojuhelniku (obrazek vlevo). Potom uz je jasné, jak se tato ¢éisla budou postupné séitat



(obrazek vpravo). Posledni dva ¢leny, které se se¢tou, jsou (kal) a (Qkk) Jejich soucet je (%;1),
coz je zaroven i feseni ulohy.
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3. uloha
V zavislosti na prirozeném n urcete hodnotu souctu

B2 () ()

Reseni bude velmi analogické feseni ptikladu ze serialu. Opét bude kocourkovské zastupi-
telstvo volit méstskou radu (s alespoii jednim radnim). Navic jeden z radnich bude starosta,
jeden bude finan¢nik a jeden bude mluv¢i rady. Jeden radni muze obsadit i vice z téchto funkei.
Spocteme opét dvéma zplsoby pocet moznych voleb.

I. zptiisob: Zcela analogickym postupem jako v textu seridlu dostavame, Ze tento pocet je

B () i)

II. zpusob: Nejprve zvolime starostu, financ¢nika a mluvéiho. Mohou nastat tfi situace.

Prvni situace je, Ze jeden hyperaktivni zastupitel je zaroven starostou, finan¢énikem i mluvéim.
Toho muZzeme zvolit n zpiisoby a u zbylych zastupitelt mame 2" ~! moznosti (kazdy bud radnim
je nebo neni). Dohromady je to n2"~! moznosti.

Druha situace je, ze tyto tii funkce budou zastavat dva zastupitelé (tedy radni). Jsou 3
moznosti, jak vybrat, zda je to starosta, finanénik nebo mluvéi, kdo uz neméa dalsi funkci. Je-li
takto vybrano, je pak n moznosti, jak vybrat, kdo zastava jednu funkci, a poté n — 1 moznosti,
jak vybrat, kdo zastava dvé funkce. P¥idame-li jesté 2 ~2 moznych voleb zbytku rady, dostavame
dohromady 3n(n — 1)2"~2 moznych voleb.

Tteti situace je, ze kazdou funkci zastava nékdo jiny. Potom je n(n — 1)(n — 2) moznosti, jak
rozdélit funkce, a nasleduje 23 moznych voleb rady, dohromady n(n — 1)(n — 2)2"~3.

Sec¢teme-li prvni, druhou a tfeti situaci, dostavame

(4n +6n(n—1) +n(n —1)(n —2))2" 3 = (n + 3)n?2" =3
moznosti.

Spocitali jsme dvéma zpusoby tentyz udaj. Tedy vysledek spocitany druhym zptsobem je
fesenim tulohy.



2.serialova série
Téma: Kombinatorika

Datum odeslani: 10. BREZNA 2008

4. ULOHA (5 BODU)
Urcete pocet zpusobt, jak lze obarvit policka tabulky 3 X 3 Cervené, zluté a modre tak, ze kazda
barva je pouzita pravé tfikrat a navic se v obarveni nenachazi zadna stejnobarevna kosticka tvaru
obdélniku 1 x 3 (ani 3 x 1). Za rtiznd povazujeme i obarveni lisici se pfevracenim ¢ otoéenim,
napt. obarvime-li prvné spodni fadek ¢ervené a vrchni modfe a poté spodni fadek modfe a vrchni
Cervené, jedna se o dvé rizna obarveni.

5. 0LOHA (5 BODU)
Urcete pocet zpusobt, jak vydlazdit schodisté o strané n pravé n obdélniky (¢i ¢tverci). Na
obrazku je priklad pro n = 3.

6. ULOHA (5 BODU)
Na krasobruslarskou soutéz prijelo n bruslait. Kazdy bruslaf je ohodnocen jednou ze zndmek
1,2,...,n (rtzni bruslafi miizou dostat stejné zndmky). Oznaéme! A; mnozinu véech moznych

ohodnoceni (celé n-tice) bruslai, pfi nichz zadny z bruslait nedostal znamku 1.
(1) Spoctéte |A;], tj. velikost A;.
(2) Pro k prirozené a {i1,i2,...,ik} C {1,2,...,n} spoctéte |[A;; N A, N---N A, |
(3) Urcete hodnotu vyrazu

(oo (o= s (o= = (e

Reseni 2. seridlové série

4. tloha

Urcete pocet zpusobt, jak lze obarvit policka tabulky 3 X 3 Cervené, zluté a modre tak, ze kazda
barva je pouzita pravé trikrat a navic se v obarveni nenachazi zadna stejnobarevna kosticka tvaru
obdélniku 1 x 3 (ani 3 x 1). Za rtizna povazujeme i obarveni lisici se pfevracenim ¢ otoéenim,
napt. obarvime-li prvné spodni fadek ¢ervené a vrchni modfe a poté spodni fadek modfe a vrchni
Cervené, jedna se o dvé rizna obarveni.

1Pokud je Ti to piijemnéjsi, mizes s mnozinou A; pracovat jako s mnozinou vsech funkci
f{1,2,...,n} = {1,2,...,i—1,i+1,i+2,...n}.



Nejdfive si spocteme, kolik je viibec vSech obarveni daného ¢tverce tfemi barvami (modrou,
Gervenou a zlutou) takovych, ze kazdd z nich je pouzita pravé tiikrat. Ozna¢me tuto mnozinu
tieba A. Na takové obarveni miizeme nahlizet tak, Ze nejdfive obarvime t#i policka ¢ervenou —
mame (g) moznosti, nebot vybirdme z deviti poli, pro tfi modra pole mame pak (g) moznosti
(zbylo ndm Sest poli) a pro zlutou jen jednu moznost, a to vSechna zbyla pole (nebo taky @)»

abychom dodrzeli symetrii). Celkovy pocdet pak dostdvame pravidlem souinu:

|A| = (g) (g) (2) - %:3' — 1680.

Daéle spocitame pomoci principu inkluze a exluze, kolik je takovych obarveni, ze obsahuji
sloupec nebo fadek jedné barvy. Uvédom si, Ze jedna barva muZe tvofit jen jeden sloupec (nebot
muzeme obarvit pouze tii politka). Ozna¢me tedy C' mnozinu vSech obarveni, které obsahuji
sloupec nebo radek Cervené barvy, obdobné i M, respektive Z pro modrou, respektive zlutou
barvu. Princip inkluze a exkluze pak fika:

ICUMUZ|=|C|+|M|+|Z] - |CAM|—|CNZ| - |MNZ| +|CAMnNZ|.

Spoc¢itame |C|, mame tedy celkem 6 moznosti vybéru sloupce nebo Fadku, ktery bude éerveny,
poté musime obarvit jesté tfi pole modfe a zbytek zluté, pro to mame celkem (g) moznosti.
Dohromady |C| = 6(?), Stejné tak muzeme spocitat |M| a | Z|, plati tedy |C| = | M| = |Z| = 120.

Mohutnost pruniki po dvou spocitame podobné, mame 6 moznosti vybéru prvniho sloupce
nebo fddku. Na vybér druhého ndm uz ale zbyvaji jen dvé mozZnosti, nebot jinak bychom museli
néjaké policko obarvit dvéma barvami. Posledni fadek nebo sloupec uz ma také jasnou barvu.
Tady si mizeme uvédomit, ze pokud uz existuji dva jednobarevné sloupce nebo fadky, tak je
jednobarevny i tieti sloupec nebo fadek — tedy plati dokonce rovnost mnozin? CNM =CNZ =
= MnNZ =CnNMnN Z. Dohromady jsme tedy zjistili, ze |[CN M| =|CNZ| = |MNZ| =
=|cCNnMnZz| =12

Zbyvéa nam uz jen dosadit, hledany pocet tedy je:

|A|— [CUMUZ| =1680 — 3120 + 3 - 12 — 12 = 1344.

5. lloha
Urcete pocet zpusobt, jak vydlazdit schodisté o strand m pravé n obdélniky (¢i ¢tverci). Na
obréazku je pfiklad pro n = 3.

2Ted bychom mohli zajasat a uvédomit si, ze jsme kazdou takovou moznost zatim zapoéitali
tfikrat — za kazdou barvu jednou, zbyva nam ji dvakrat odecist. Kdyz se podivas tak nam vyjde
praveé to, na co dojdeme i principem inkluze a exkluze. Jak jinak by to také mohlo byt. ;-)



Pri rieseni takychto tloh je vzdy dobré si spoéitat, ako sa to sprava pre par prvych élenov.
V tomto pripade pre n € {1, 2, 3,4} dostaneme postupne hodnoty {1, 2, 5,14}, ¢o velmi pripomina
Catalanove ¢isla. Tak sktisime dokazat, Ze st to naozaj ony.

Pomenujme si veci na obrazku. Nech schody st policka nachidzajiace sa na diagonéle, ocis-

lujme ich zospodu 1,...,n. Dalej nech policko X je poli¢ko nachadzajiice sa v rohu schodiska a
napokon schodiskom budem nazyvat cely obrazok.
n

4

X )i

Na zadiatok si moézme v8imnut, ze kazdy schod musi byt pokryty ingm obdlznikom. Je to tak
preto, lebo zrejme ziaden obdlznik nevie pokryt dva a viac schodov. Navyse, kedze je obdlznikov
rovnako ako schodov, kazdy obdlznik musi pokryt prave jeden schod. Tiez z toho vyplyva, Ze
schodisko s hranou n nevieme pokryt menej nez n obdlznikmi. (Ina¢ by musel nejaky pokryt
aspon dva schody.)

Teraz si vSimnime policko X. To musi byt pokryté nejakym obdlznikom, ktory pokryva niek-
tory schod k. Co sa ale nestane — tento obdlznik nam rozdeli pévodné schodisko na dve mensie.
Lahko spoéitat, Ze schodisko nad tymto obdlznikom bude mat velkost n — k a schodisko napravo
velkost k — 1.

n-k

k-1
J = 0

Kolkymi obdlznikmi musia byt vydlazdené tieto , podschodiska®? Kazdé musi byt vydlazdené
aspon takym poétom obdlznikov, kolko obsahuje schodov, &ize spolu ich musi byt aspoii (n —
—k)+ (k—1) = n — 1. LenZe my uz mame na vydlazdenie velkého schodiska k dispozicii prave
n — 1 obdlznikov (jeden sme minuli na obdlznik s polickom X), takze kazdé z mensich schodisk
musi byt vydlazdené takym poétom obdlznikov, akii ma hranu.

To sme uz skoro hotovi, pretoze tym vieme rekurentne vyjadrit vztah pre dldzdenie. Ozna¢me
pn polet sposobov, ako vydlazdit schodisko so stranou n. Nech oblznik pokryvajuci policko
X pokryva schod k. Potom pre takto pevne zvoleny obdlinik je pocet moznych vydlazdeni
Pr—kPk—1. Ten obdlznik méze pokryvat vsetky schody 1 az n, preto potrebujeme séitat cez
vsetky k:

n
Pn = an—kpk—l = Pn—1P0 + Pn—2pP1 + -+ PoPn—1
k=1
Pokial by sme navySe vedeli, ze pp = 1, tak by to boli prave Catalanove ¢isla (vid tvod
k seridlu). To je ale pravda, pretoZe pre nas to znamend pocet sposobov, ktorymi sa dé vydlazdit



schodisko velkosti 0. A to je 1 z toho doévodu, Ze na vydlaZdenie nemame in moznost, len ho
nechat bez obdlznikov.
Teda pocet sposobov ako vydlazdit schodisko velkosti n st Catalanove ¢&isla: p, = ¢ =

1 2n
n+1 ( n )
6. tloha
Na krasobruslafskou soutéz prijelo n bruslait. Kazdy bruslaf je ohodnocen jednou ze znadmek
1,2,...,n (rtzni bruslafi mizou dostat stejné znadmky). Oznaéme?® A; mnozinu vSech moznych
ohodnoceni (celé n-tice) bruslafu, pfi nichz zadny z bruslait nedostal znamku 3.
(1) Spoctéte |A;], tj. velikost A;.
(2) Pro k prirozené a {i1,i2,...,ik} C {1,2,...,n} spoctéte |[A;; N A, N---N Ay, |
(3) Urcete hodnotu vyrazu

(g)(n o) — (’;) (n—1)" + (Z)(n S L (—1)”(2)0".

Cast (1) je pomérné snadna. Kazdy z bruslaii miize dostat jednu z (n — 1) moznych znamek
(k dispozici jsou vSechny zndmky krom ¢). Ohodnocujeme n bruslaii. Tudiz podle pravidla
souéinu pocet ohodnoceni patficich do mnoziny A; je (n — 1)™.

Podobné ani v ¢asti (2) neni potieba hledat nic slozitého. V mnoziné A;; N Az, N--- N Ay,
jsou vSechna oznamkovani bruslait, pfi kterych zadny bruslaf nedostal znamku i, i2, ... ani
1. Pro ohodnoceni kazdého bruslafe nam tedy zbyva n — k znamek. PouZijeme stejnou tvahu
jako v prvni ¢ésti a dostdvame |A;; N A, N---NA; | = (n— k)™

Zajimavéjsi je vSak ¢ast (3). Podobné jako v textu seridlu spocitdme dvéma zptisoby |A1U
UAa U---U A,|. Pfipomenme znaceni ze seridlu:

Sk=|A10A2ﬂ~-~ﬂAk|+|A1ﬂ-”ﬂAk,lﬁAk+1|+-~~+‘A1ﬁ-~~ﬂAk,1r‘lAn|+
+|A1ﬂAQﬂ“'ﬁAk_QﬂAkﬂAk_’_l‘-i-'“-i-‘An,(k,l)ﬂAn,(k,Q)ﬂuW'TAn‘.

Mmnozin v takovémto souctu je presné (2), dostavame tedy
n
= — k)"
Sk (k) (n )
Podle principu inkluze a exkluze tedy dostavame
A _ n+1 _ n n n n n+1 n n
|A1U- - UAg| = s1—sa+- -+ (=1)" T s, = 1 (n—1)"— 9 (n—=2)"+4---4+(-1) " (n—m)™.

Toto ¢islo vSsak mizeme spocitat i druhym zpusobem. Vezmeme si pocet vSech oznamkovani
bruslafi, coz je n™. Od néj odecteme pocet vSech oznadmkovani, pfi kterych jsme rozdali vsechny
znamky, coz je pocet permutaci, tedy n!. Zadné takové ozndmkovani totiz nelezi ani v jedné
z mnozin A;. Tedy

[AfUA2U---UAg| =n"™ —nl.

3Pokud je Ti to pfijemnéjsi, miizes s mnozinou A; pracovat jako s mnozinou vsech funkci
f{1,2,...,n} = {1,2,...,i—1,i+1,i+2,...n}.



To nam uz staci ke spocitani zadané sumy:

Z(—l)k<2)(n—k)” =n" — [A;UAsU---UAg| = n"™ — (n" —nl) = nl.
k=0

3.serialova série
Téma: Kombinatorika

Datum odeslani: 12. KVETNA 2008

7.ULOHA (5 BODU)

(1) Urcete vytvorujici funkci posloupnosti (5,6,7,...).

(2) Urcete posloupnost, kterd mé vytvorujici funkci m

8. ULOHA (5 BODU)
Jsou dény klasické* hraci kostky: desetisténna kostka D a trojsténnéa kostka T. Naleznéte Ses-
tisténnou kostku S a pétisténnou kostku P (majici na sténdch pouze pfirozend ¢isla; nicméné
nékterd ¢isla se mohou opakovat) takové, Ze pro libovolné p¥irozené n je pocet zpusobi, jak hodit
n pomoci kostek D a T, stejny jako pocet zplisob, jak hodit n pomoci kostek S a P. Naleznéte
dvé ruzna feseni.

9. ULOHA (5 BODU)
V zavislosti na prirozeném n vyjadiete pocet posloupnosti obsahujicich pouze znaky a, b a ¢
délky n takovych, Ze a a b se nevyskytuji vedle sebe.

Reseni 3. seridlové série

7.Gloha

(1) Urcete vytvotujici funkci posloupnosti (5,6,7,...).

(2) Urcete posloupnost, kterda mé vytvorujici funkci m

(1) Najjednoduchsi spdsob, ako najst vytvarajicu funkciu postupnosti, je ziskat ju tpravami
z postupnosti (1,1,1,1,...) a jej vytvarajacej funkcie ﬁ Najskor nadjdeme pomocou (O7) vy-
tvarajucu funkciu postupnosti (1,2,3,4,...) ako konvoltciu postupnosti (1,1,1,1,...) so sebou
samou, lebo

(1-1,1-141-1,1-141-1+1-1,...)=(1,2,3,4,...).

4Pro upiesnéni, klasickou k-sténnou kostkou rozumime kostku, kterd ma na sténach &isla 1,
2, ..., k.



Jej vytvarajuca funkcia je teda
2

1 1
<lfx> - (1—2x)2°

Vynasobenim postupnosti (1,1,1,...) ¢&slom 4 podla (O1) dostaneme postupnost (4,4,4,...)
s vytvarajacou funkciou 1517‘ Vysledna postupnost je sucet tychto dvoch postupnosti podla
(02), a teda jej vytvarajica funkcia je

1 4 5 —4x

1—e2 12 (—a2

(2) Opit budeme vychadzat z vytvarajicej funkcie ﬁ Tentokrat pouzijeme substiticiu —x
podla (O6), éim ziskame funkciu IJ%I a postupnost (1,—1,1,—1,...), a nasledne substittciu z?2
podla (O5). Vysledna funkcia teda bude ﬁ a postupnost (1,0,—1,0,1,0,—1,...). Funkciu zo
zadania ziskame uz len umocnenim, teda znovu urobime konvoldciu postupnosti so samou sebou

a dostaneme postupnost

(1-1,1:040-1,1-(=1)+0-0+(=1)-1,1-0+0-(=1) + (=1)-040-1,...) =
=(1,0,-2,0,3,0,—4,0,5,...).

(Pérne ¢leny st vzdy 0, lebo v kazdej dvojici éinitelov je 0, neparne ¢leny st v absolitnej hodnote
1,2,3,... pricom Cleny na mieste 4k+1 st kladné, lebo vtedy spolu nasobime jednotky rovnakého
znamienka a ¢leny na mieste 4k + 3 st zaporné, lebo to je v kazdej dvojici jednotiek jedna
zaporna)

8. dloha

Jsou dény klasické® hraci kostky: desetisténna kostka D a trojsténnéa kostka 7. Naleznéte Ses-
tisténnou kostku S a pétisténnou kostku P (majici na sténdch pouze prirozend cisla; nicméné
nékterd ¢isla se mohou opakovat) takové, Ze pro libovolné ptirozené n je pocet zpusobi, jak hodit
n pomoci kostek D a T, stejny jako pocet zplsobi, jak hodit n pomoci kostek S a P. Naleznéte
dvé ruzna reseni.

Oznaé¢me T(x) =z + 22+ 23 a D(x) =z + 22 + - + 2% + 210  vytvotujici“ polynomy tii- a
desetisténné kostky. Koeficienty jejich souéinu T'(z)D(z) potom udavaji pocet zptsobi, kterymi
je mozné hodit dany soucet hodnot na obou kostkach.

Nasgim tkolem je najit péti- a Sestisténnou kostku tak, aby pocty zpusobt, kterymi je mozné
hodit dany soucet na kostkach, byly stejné jako u trojsténky a desetisténky. Oznacime-li tedy
P(z) a S(z) (zatim neznamé) polynomy odpovidajici novym kostkam, ma platit, ze T'(z)D(z) =
= P(z)S(z). Pottebujeme tedy rozdélit polynom (z + 2 + 23)(x 4+ 22 + - - - + 2 + 210) n&jakym
novym zpisobem na souc¢in. Pustme se tedy do rozkldadani: s T'(z) toho moc (az na vytknuti z)
nenadélame, zato

D(z) = (z +z2) + (z + 22)2? + (¢ + 22 + (¢ + 2228 + (x + 22)a® =

=z(1+z)1+2% +2* + 2% +28).

5Pro upiesnéni, klasickou k-sténnou kostkou rozumime kostku, kterd méa na sténach &isla 1,
2, ..., k.



Po chvili hrani si s posledni zavorkou miuzeme zjistit, ze jde jesté rozlozit, a to jako
1+ 4+t +ab 48 =1 -+ -3+ +z+ 22+ 23 +2b).
Je tedy
T(z)D(z) = 22(1 + )1 + 2+ 22)(1 —z 4+ 2% — 2% + ) (1 + z + 2% + 2 + «*).

Tento polynom potfebujeme vyjadiit dvéma zptsoby jako soucin polynomi se souctem koefici-
entd 5 a 6:

(a) P@)=z(l+z+22+23+2Y) =242+ 23+ 2* + 25,
SE)=cs(1+z)1+c+a)1-—ac+a? -2 +at) = +22 4+ 2%+ 25+ 27 + 28,

pétisténna kostka tedy ma na sténéch ¢isla 1, 2, 3, 4, 5 a Sestisténka ¢isla 1, 2, 3, 6, 7 a 8.

(b) Pa)=cs(l—z+2> -+l +z+22+3+at) =423 + 25+ 27 + 29,
S(z) = x(1 + z)(1 + = + «?) = ¢ + 22% + 22> + o4,

na sténach tedy méame ¢isla 1, 3,5, 7,9 a 1, 2, 2, 3, 3, 4.
Muzes si rozmyslet (a¢ to nebylo potfeba), ze tloha nema zddné dalsi Feseni (maji-li na sténich
byt ptirozena &isla).

9. tlloha
V zavislosti na pfirozeném n vyjadrete pocet posloupnosti obsahujicich pouze znaky a, b a ¢
délky n takovych, ze a a b se nevyskytuji vedle sebe.

Oznac¢me A, pocet takovych posloupnosti koncicich a. Podobné B, resp. Cy znaci pocet
takovych posloupnosti koncicich na b, resp. c. Zfejmé plati Ay = B; = C7 = 1. Dale plati
rekurentni vztahy (rozmysli si):

An+1 = An + Cn:
Bn+1 = Bn + C’ru
Cn+l = An + Bn + Cn

Ze symetrie je ziejmé, ze A, = By. Tteti vztah tedy miiZeme prepsat na
C’n+l = 2An + Ch.

Nyni budeme postupovat podobné jako u Fibonacciho ¢isel. Necht a(z), resp. c¢(x) je vytvo-
fujici funkce odpovidajici posloupnosti Ay, resp. Cp,. DostavameS:

o0 oo o0 o0
a(z) = E Apx™ =z + Z Apx™ =z + Z An+1z”+1 =z+zx (Z An_Hz”) =
n=1 n=2 n=1

n=1

=x+z <Z(An + Cn)x"> =z + z(a(z) + c(z)) = z(1 + a(z) + c(x)).

n=1

6V tomto FeSeni se bohuZel nevyhneme zapisu pomoci sum, jiny zapis by byl pfili§ neprehledny.



Zcela analogickym zptisobem dostaneme
c(z) = z(1 + 2a(z) + c(z)).
Po odecteni dvou rovnosti vyse mame
c(z) — a(z) = za(z),
tedy c¢(z) = (1 + z)a(x). Dosazenim do prvni rovnosti dostaneme
a(z) = z(1+ a(z) + ¢(z)) = (1 + 2a(z) + za(x)).
Odtud lze a(z) vyjadiit jako

xT

a(r) = ————.
@) 1—2z— 22

Maéame vyjadfeni i pro c(x):

(@) = (1+w)ale) = T f(;:_x)ﬂ .

Nyni bychom zcela anologickym zpisobem jako u Fibonnacciho ¢isel mohli spocitat A, a Cp,
a nasladné uréit pozadovany pocet posloupnosti jako A, + Bn + Cp = 24, + C),. Poéitani si
o maly kousek zjednodusime, pokud si uvédomime, ze Cyp+1 = Ay + Bn + Cp, tudiz nam staci
urcit koeficienty C,.

Nejdiiv ¢(z) upravime nasledujicim zptsobem:

z(l4+z)  (@®+22-1)—z4+1 14 1—z
1-2c—a22 1—2z— 22 N 1—2z— 22

cz) =
Kvadraticka rovnice 22 + 22 — 1 = 0 ma dva kofeny
r1=-1+v2,  z2=-1-V2
Analogickym postupem jako v textu o Fibonacciho ¢islech lze najit rozklad

1 1 1
-z 2 + 2 )
1-2z—22 1—-1gz 1-1Lg

Pouzitim operaci (0O1), (02) a (O6) tedy dostavame, ze c¢(z)+1 je vytvorujici funkci posloupnosti

1 (Y L1 /Y
P(3) ()

Jelikoz se vytvorujici funkce posloupnosti ¢(z) + 1 a ¢(z) lisi pouze v nultém ¢lenu, dostavame
pron > 1:

Cn=1 (i)n 41 (i)n = %((1 +V2)" + (1 —V2)™).

2 \z1 2 \z2

Resenim tlohy je tedy Cy41 vyjadiené vyse.



