Povidani ke treti sérii

Na tomto misté uvedeme hrstku vét, které by se Ti mohly hodit, az se budes potykat s priklady
o trojuhelnicich. Oznaéme A, B, C' vrcholy trojuhelnika, a,b,c délky protilehlych stran, «, 3,y
velikosti vnitfnich thla pfi vrcholech A, B, C, vq, vp, ve prislusné vysky, r polomér vepsané
kruznice a R polomér opsané.

Obsah trojuhelniku muzeme vypocitat jako S = %ava = %bvb = %cvc = %ab -siny =
— Lpe.si — Lac-si — abc _ atbtc |
= 3bc-sina = jac-sinf = §5 = 45 r.

Véta. Dva trojuhelniky jsou podobné, pokud

(a) maji shodné dva vnitini ahly

(b) maji stejné poméry odpovidajicich stran

(c) maji stejny jeden uhel a stejny pomér stran, které tento dhel sviraji.

Véta. (Sinovd) 2r.

a _ b _ c —
sin(a) ~ sin(B) ~ sin(y)
Véta. (Kosinovd) a? = b + ¢ — 2bccos(a).

Véta. (Cévova) Pricky AX, BY,CZ trojuhelnika prochdzeji jednim bodem, pravé kdyz plati,
ze

|AZ| |BX| |CY| _

1.
|BZ| |CX]| |AY]|
3. série
Téma: Trojuhelniky
Datum odeslani: 10. PROSINCE 2007
0. ULOHA (1 BOD)

Nakreslete co nejkrasnéjsi trojuhelnik. Vaze se k jeho vzniku néjaka legenda?

1. 0LOHA (3 BODY)

Trojahelnik ABC mé stranu délky 1. Body znazornéné na obrazku déli strany na ¢étyfi stejné
dlouhé tsecky, R, S a T jsou stfedy stran. VSechny oblouky (¢asti kruznic) maji své stredy
v jednom z bodu A, B, C, R, S nebo T. Spocitejte obsah vysrafované plochy.



2. ULOHA (3 BODY)
M je bod v roviné trojuhelniku PQR. Dokazte, Ze soucet délek |PM| + |QM| + |RM| je aspon
tak velky jako polovina obvodu trojuhelnika.

3. 0LOHA (3 BODY)
Je dan rovnoramenny trojuhelnik DEF se zdkladnou EF, |EF| < |DE|. Na polopfimce F'E lezi
bod K, pro ktery |DF| = |FK|, podobné na polopfimce EF lezi bod L a plati |DE| = |EL|.
Ukazte, Ze plati |[KD|? = |DF| - |KL|.

4. ULOHA (5 BODU)
V trojuhelniku XY Z lezi body P, Q po fadé na strandch YZ a XZ. Dale plati nerovnosti
| XP|>|YZ| a|YQ|>|XZ|. Jaké vnitini thly ma zadany trojuhelnik?

5. ULOHA (5 BODU)
Najdéte trojuhelnik, ktery jde rozfezat na

(a) ¢tyfi shodné trojuhelniky podobné hledanému trojihelniku.

(b)  tfi shodné trojuhelniky podobné hledanému trojahelniku.

6. ULOHA (5 BODU)

V trojahelniku ABC' je D stfedem strany AB a bod FE lezi na strané BC tak, ze |BE| : |EC| =
= 2: 1. Navic plati |[<ADC| = |[<DAE)|. Jaka je velikost thlu CAB?

7.ULOHA (5 BODU)
H je vnitini bod trojuhelniku K'LM. Dokazte, ze plati

4S < |KH|-|LM|+ |LH|-|KM|+ |[MH]|-|KL|,
kde S je obsah trojuhelniku.
8. ULOHA (5 BODU)
ABC je ostrouhly trojahelnik s vyskou AD. Body X a Y lezi po fadé na kruZnicich opsanych

trojuhelnikim ABD a ACD tak, ze X, D, Y lezi na jedné pfimce. Ozna¢me déale M stied strany
BC a M’ stfed tsecky XY . Dokazte, ze piimky MM’ a AM' jsou kolmé.



Reseni 3. série

0. tloha
Nakreslete co nejkrasnéjsi trojuhelnik. Vaze se k jeho vzniku néjaka legenda?

Misto vzorového feseni zvefejnujeme nejzajimavéjsi vyplody, jejichz tvirci budou odménéni
¢éokoladou. Vystavené obrazky vsak nikdy autenticky nevystihnou kompozice na papire, kterych
jsme byli svédky ...

Josef Ondrej
Jestli se k tomuto trojihelniku vaze néjaka legenda vskutku nevim, ale vim, ze ma strany v po-
meéru, ktery snad nepotiebuje dalsi komentare, 90-60-90!

Karolina Rezkova

Tento Gtvar se jmenuje Petrosetv trojuhelnik, neboli trigon. Je jednim z utvari, ktery porusuje
pravidla euklidovské geometrie. Zkuste si Gtvar pfedstavit prostorové ... moc to asi nepujde :).
Obrazec je totiz tvofen tfemi tramy, které jsou navzajem propojeny do pravého thlu. Pfesto
tvori trojuhelnik. Matematik Penrose, ktery ho zkoumal, jej objevil na vystavé grafika Eschera.




Hana Sustkova

Jedna maléd holcicka se vzdycky rada divala do zrcadla. Méla tam kamaradku Bétku, jak ji
pojmenovala, a s ni se nejen pri Cesani vlasu, ¢isténi zubi nebo hrani si s panenkou radila
o vSech dulezitych vécech. Jednoho vecera, byla druha adventni nedéle a hol¢icka psala krasopisné
na vlastnoru¢ni papir zpravu pro Jeziska, se Bétka zase objevila v zrcadle a jako holc¢icka také
psala dopis do nebe. ,Taky se tak té&si§ na Vanoce?*“ Ptala se hol¢icka nedockavé, skoro okusujic
tuzku. Bétka se usmala. ,,Ale nevim, Bétko,*“ pohasl hol¢i¢in Gsmév zahy, ,.co si od Jeziska prat.
On maé na starosti urcité spoustu déti a ja bych nerada, aby se na nékteré nedostalo. Tfeba na
ty z détského domova ve mésté ... “

Vyskoéila od psaciho stolu a rézovala si to po pokoji. ,Vita mi vzdycky Fikal, Ze na né Jezisek
trochu zapomina“, ockem mrkla na Bétku a ta mrkla na hol¢icku. ,Vita a spousta jeho kamaradt
v domové.“ Zastavila se u okna a sledovala snasejici se vlocky, které se tetelily jedna k druhé
a sedaly si na vétve nejblizsiho smrcéku. Kos zatim spokojené zobal jablicko, jez mu hodni lidé
ptipravili, a mrk co mrk na hol¢icku za oknem. Chvili ho bezdéky pozorovala, nez se placla do
cela: ,Bétko! Uz to mam! Uz vim, co by mi mohl Jezisek pfinést!“

Rozbalovala jediny darek pod stromeckem, na nejz JeziSek pripsal maminéinym pismem jeji
jméno. Cela se chvéla. V hlavé ji znéla slova, kterd napsala, nez Sla spat, tu zasnézenou nedéli,
kdyz pokladala papir v obélce za okno a bala se, aby pFili§ nezasnézil. ,,Aby ho Jezisek nasel,“
znélo ji v hlaveé.

Mily Jezisku, opatrné sundava stuhy z vanoc¢niho papiru, letos jsem zase trochu zlobila ma-
minku a tatinka a jesté k tomu jsem zapomnéla dnes rano ddt slunecnici ptackim, prsty se ji
chvéji, jak se dotyka snéhuldku veselicich se na lesklém papife, a stuha ji prokluzuje az na zem, ale
méla bych na tebe jedno velké prdni, vis, Jezisku, mluvila jsem s Vitou, toho pfece znds, a prdla
bych si, abys mu nadélil velké sanky vzadu s ohrdadkou, aby na nich mohl vozit snéhové koule
po zahradé - stavéji si igli a bez sanék to da prilis prdce ... JeziSek se asi snazil, protoze darek
je zajistén jesté izolepou. Ale abys nebyl smutny, Ze ses nepodival k ndm do obyvdku (mamka
zase od tebe dostane hrnce a Sampon, tatinek ponozky nebo svetr s jelenem, takzZe i tak bys asi
prisel), prines mi prosim pékny trojuhelnik, protoze to je to jediné, ¢im bych mohla udélat radost
Bétce. Papir preci jen povolil a holcicka uz se dotyka krabicky od bonboniéry. Pomalu odklapi
viko ... Ona Bétka neumi nakreslit po mé nic jiného nez trojuhelnik. Ani ¢tverec nevypadd jako
Gtverec, chuddk. Ale kdyz ji ukdzu trojuhelnik, i ona ho bude mit. Mockrat ti dékuju, Jezisku,
ses moc milej a zase zacinkej a nezapomen na ty sdrnky.

Holcicka zaviela oc¢i a sdhla do krabicky.

Byly tam vzpominky s malou masli,
konicek s uchem na niti

a korale! Ty kde se nasly?

Uplné na dné pak:

,Irojuhelnik - od Viti.“



1. tiloha
Trojahelnik ABC ma stranu délky 1. Body zndzornéné na obrazku déli strany na ctyfi stejné

dlouhé usecky, R, S a T jsou stfedy stran. VSechny oblouky (Gasti kruznic) maji své st¥edy
v jednom z bodu A, B, C, R, S nebo T. Spocitejte obsah vysrafované plochy.

Ozna¢me S obsahy vné trojuhelniku a Sz obsahy uvnitf trojuhelniku. Vyraz 357 + 352 da

pozadovany vysledek.

1

Obsah Sy je ¢asti mezikruzil. Uhel u vrcholu je v rovnostranném trojthelniku 60°, coz je Sestina
z 360°. S2 se tedy spocita jako jedna Sestina rozdilu obsahii kruhta s poloméry r1 = % ary = j:

2

So = é(ﬂ‘?“% —7ry) = é {W (%)2 -7 <i>2] = %

Imezirkuzi je plocha mezi dvéma kruZnicemi se stejnym stfedem



Celkovy obsah je tedy 351 4 352 = 57 = 3%,
Ulohu bylo také mozné fesit preskladanim ¢asti daného obrazce, jak ukazuje nasledujici ob-

razek.

2. uloha
M je bod v roviné trojuhelniku PQR. Dokazte, ze soucet délek |PM|+ |QM |+ |RM]| je aspor
tak velky jako polovina obvodu trojuhelnika.

Pro body A, B, C' v jedné roviné obecné plati trojuhelnikova nerovnost:
AC| + |BC| > |AB|
Rovnost nastava jediné tehdy, kdyz bod C' lezi na tseéce AB. Pokud do této nerovnice dosadime
vzdy dva vrcholy trojuhelniku a bod M a tyto tfi nerovnice secteme, dostaneme vztah:
2|PM|+2|QM| + 2|RM| > |PQ| + |QR| + |QP| = oarqr

Nyni staci vydélit obé strany dvéma a tuloha je dokazana.

3. tloha

Je dan rovnoramenny trojuhelnik DEF se zékladnou EF, |EF| < |DE|. Na polopfimce FE lezi
bod K, pro ktery |DF| = |FK|, podobné na polopfimce EF lezi bod L a plati |DE| = |EL|.
Ukazte, Ze plati |[KD|? = |DF| - |KL|.

Uloha sa dala riesif mnohymi sposobmi, uvediem len dva najjednoduchsie z nich.

Prvé riesSenie s vyuzitim podobnosti trojuholnikov:
Zo zadania vieme, ze |ED| = |FD| = |FK| = |LE|. |KF| = |FD|, teda AKFD je rovnoramenny
a |[<FKD| = |<FDK|. |[LE| = |ED|, teda ALED je rovnorameny a |<ELD| = |<EDL]|.
Kedze AEFD je podla zadania rovnoramenny a |F K| = |EL|, je aj AK LD rovnoramenny, teda
|<LKD| = |<KLD|.

D




To znamena, ze vSetky uhly vyznacené na obrazku st zhodné, preto mézeme povedat, ze
AKFD ~ AKLD

podla vety uwu. Z pomerov stran v tychto trojuholnikoch dostaneme

|KD|  |DF|
|[KL|  |KD|

po tprave |[KD|? = |DF||KL|, ¢o sme chceli dokazat.
Druhé riesenie s vyuzitim Pytagorovej vety:

Do obréazku doplnime stred strany EF a ozna¢ime ho S. Kedze je AEF D rovnoramenny, je uhol
KSD pravy. Ozna¢me |ES| = |FS|=ba |ED|=|FD|=|FK|=|LE|=a.

D

K bl b \F "

Podla Pytagorovej vety plati
|KD|? = |KS|* + |DS|?

|DS|? = |ED|? — |ES)? = a® — b2,

Podla obrazku plati |[KS| = a—b a |KL| = 2a — 2b. Dosadime do lavej a pravej strany rovnosti
zo zadania:

L =|KD|? = a? — 2ab + b + a® — b = 2a® — 2ab
P =|KL||FD| = (2a — 2b)a = 2a® — 2ab
L=P
Rovnost zo zadania teda zjavne plati. Iné rieSenia vyuzivali sinusovt a kosinusovi vetu, ¢i dokonca
mocnost bodu ku kruZnici a pocitanie obsahov.

4. aloha
V trojuhelniku XY Z lezi body P, @ po fadé na stranach YZ a XZ. Dale plati nerovnosti
| XP|>|YZ|a|YQ|>|XZ|. Jaké vnitini thly mé zadany trojuhelnik?

Ze vseho nejdiiv bychom se vam meéli omluvit za nepovedené zadani této ulohy. Vypadla
nam z néj jedna drobnustka (:, a sice ze body P, Q mély byt patami vySek na prislusné strany.
Tim se samoziejmé znacné zménilo feseni tlohy, ale taky srozumitelnost jejiho zadani, které se



dalo pochopit dvéma rtiznymi zptisoby (striktné vzato, myslim, Ze znéni zadéni odpovida jen ten
prvni, ale nakonec jsem jako spravné feSeni uznaval feSeni kteréhokoli z nich). Obé mozné tlohy
vytesime. Pro zjednoduseni vyjadfovani si ale napfed ozna¢me |[XY| = z,|YZ| = z,|XZ| =
=y, |<YXZ| =q,|<XYZ|=0,|<XZY| =~.

Prvni zptsob pochopeni zadani:
Zadané nerovnosti plati pro néjakou dvojici bodu P, Q.

Nejprve si uvédomme, ze tsecka X K, kde K je néjaky bod protéjsi strany, bude nejdelsi, pokud
bude K jednim z vrcholu. Jinak se to da vyjadrit taky tak, ze pro kazdé K plati max(y, z) > | X K]|.
Vime, zZe pro né&jaké P plati x < | X P|, a tedy z < | X P| < max(y, z). Obdobné muizeme zjistit,
ze y < max(z, z). Ted je asi nejjednodussi rozlisit 4 pfipady podle velikosti stran trojahelnika
(ptipady rozdélujeme podle toho, jakou hodnotu nabyvaji obé maxima):

a) z > vy, z > x. Pak je max(y,z) = 2z, max(z,2) = z, a proto musi platit z < z,y < z.
V tomto pripade€ se tedy ze zjisténych nerovnosti nic nového nedozvime.

b) z < y, z > x. Pak je max(y, z) = y, max(z, z) = z, a proto musi platit z < y,z < z. Je
tedy z < y < x < 2, coz neni mozné.

c) z >y, z < x. Stejné jako v pfedchozim p¥ipadé dostaneme spor.

a) z < y, z < z. Pak je max(y, z) = y, max(z, z) = x a musi platit z < y,y < z. To znamena,
Zez < T =Y.

Zatim jsme tedy zjistili, ze pokud nerovnosti plati, musi budto byt z > vy, z > =z, nebo
z < x = y. Mame-li ale popsat vSechny trojuhelniky, v kterych muze nastat situace podle zadani
(a to musime, protoze jinak bychom nemohli nic s ur¢itosti fict o jejich thlech), musime zjistit,
jestli popsané typy trojuhelnikt skutecné mohou vyhovat zadani.

To ale mohou — v prvnim pfipadé je vSe splnéno, je-li P =Y, Q = X, v druhém pfipadé staci
zvolit P =Q = Z.

Jeste zbyva zjisténa fakta o délkach stran prelozit do feci thli. Protoze ale vime, ze velikosti
ahla a délky jim protilehlych stran jsou stejné uspofddané (tedy ze napiiklad z > z > y, pravé
kdyz a > v > ), je to uz jednoduché. V prvnim piipadé je v (neostie) nejvétsi vnitini thel,
v druhém ptipadé je v < a = (.

Druhy zpusob pochopeni zadani:
Zadané nerovnosti plati pro vsechny dvojice bodu P, Q.

Zvolime-li P = Q = Z, zjistime, Ze musi platit x > y a y > x, tedy = = y. Kazd4a z nerovnosti
nam toho fekne nejvic, pokud bude délka (napiiklad) X P co nejkratsi. Snadno si miZzes rozmyslet,
ze to nastane, bude-li bod P co nejblize paté prislusné vysky. IThned se ndm oteviraji dvé moznosti:

a) v < 90°. V tomto pripadé pata vysky z vrcholu X na stranu YZ i pata vysky z Y na XZ
lezi na p¥islusné strané. Zvolime-li P coby tuto patu, plati |[XP| >z = |YZ| = | X Z|. P je ale
pata vysky, a tedy X P je nejkratsi ze vSech spojnic vrcholu X s néjakym bodem protéjsi strany.
Jednim takovym bodem je i bod Z, takze musi platit | XP| < « = |XZ|. Dame-li tento vztah
dohromady s predchozi nerovnosti, snadno zjistime, ze musi byt P = Z. To ale nefika nic jiného,
nez ze XZ je kolma na YZ a tedy v = 90°.

b) v > 90°. Bod, ktery je nejbliz paté vysky z X na YZ (kterd lezi nékde za vrcholem Z),
je v tomto piipadé bod Z. Je tedy |XP| > |XZ| pro kazdé P na strané Y Z; protoze z = y,
nerovnost ze zadani plati. Zadné dalsi omezeni tedy v tomto piipadé nedostaneme.

Zjistili jsme, ze musi platit « = 8 a v > 90°. Dukaz, pro¢ vSechny takovéto trojuhelniky
vyhovuji zadani, jsme uz v podstaté také uvedli - zkus se ale ujistit o tom, ze ti to je jasné! A to
je vse (:



5. aloha
Najdéte trojuhelnik, ktery jde rozfezat na

(a) ¢tyfi shodné trojuhelniky podobné hledanému trojihelniku.

(b)  t¥i shodné trojuhelniky podobné hledanému trojuhelniku.

Cast (a) spliiuje libovolny trojthelnik roziezany stiednimi piickami?. Stiedni piicky maji
polovi¢ni délku strany, se kterou jsou rovnobézné, a na obrazku je pékné vidét, ze vzniklé troj-
ahelniky jsou podobné velkému (s koeficentem %), tedy navzajem shodné. Existuje jesté jedno
feSeni pro pravouhly trojuhelnik, viz dalsi obrazek.

[3

Resenim (b) je libovolny pravothly trojihelnik s tihly 30° a 60°, rozfezeme ho jako na obrazku.
Podonost malych trojahelniki dostaneme podle véty uu a shodnost tim, ze prvni a druhy maly
trojuhelnik a druhy a treti maly trojuhelnik maji jednu stranu spole¢nou a tedy stejné dlouhou.

60°
60°|60°
30°
30° - - 30°

Tim je tloha ze zadéani vyfeSena.

Poucné je polozit si otdzku, jestli existuji dalsi feSeni tlohy - odpovéd zni, Ze ne, a my si ji
mimo hru dokdzeme hned dvéma zpusoby. Dukazy neexistence davaji i nadhled, jak rozebiranim
moznosti najit vSechna feSeni. Prvnimu dikazu se nékdy fika shora, v nasem pfipadé za¢neme
s trojuhelnikem a budeme ho rozfezavat. Druhy je zdola, to znamena, ze vezmeme tfi malé shodné
trojahelniky a budeme z nich lepit velky jim podobny.

Dukaz shora rozborem mozZnych fezu:

Pokusme se nalézt vSechna korektni rozrezani trojuhelniku. Musime udélat dva nebo tfi fezy,
zkuste si rozmyslet, pro¢ tomu tak je. Trojihelnik 1ze rozfezat ¢tyfmi zpusoby jako na obrazku
nize.

2{se¢ka spojujici stiedy dvou stran
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Nyni je potfeba tyto situace prodiskutovat, neni to vSak ani zajimavé, ani obtizné. Muze se
nam hodit, Zze vSechny malé trojuhelniky maji stejné thly, délky stran i obsah, ktery je roven é
obsahu velkého trojuhelnika. Prvni situace je jednoduchd, ve druhé a treti dostavame spor, ze
by jeden z trojuhelniki mél dva pravé thly. Posledni ndm odhali hledany trojuhelnik, d& trochu

prace dopo¢itat thly. Timto postupem jsme také nasli vSechny trojihelniky vyhovujici (b).

Dukaz zdola lepenim trojihelniku:

Méame na zacatku ti¥i malé shodné trojuhelniky a budeme je lepit stranami k sobé. Nejprve
slepime dva. Musime je ale lepit k sobé stejnou stranou, protoze jinak by vysledny n-uhelnik
neslo doplnit na trojuhelnik. Pokud lepime dva trojuhelniky stejnou stranou k sobé, dostaneme
bud rovnobéznik, nebo deltoid. Ale kdyz k rovnobézniku nalepime dalsi trojihelnik, tak bude mit
stale dvé strany rovnobézné a nemtze to tedy byt trojuhelnik. Pro deltoid mame t¥i moznosti,
jak muze vypadat3.

C C C

B Al A2
Ay Ay Ay B Ay B

Ke kazdému obrazci musime dolepit jesté jeden trojihelnik. To zase vede na nezajimavé
rozebirani situaci, presto neuskodi si ho promyslet. Druhé a tfeti moznost vede na spravné reseni.

6. tloha
V trojahelniku ABC je D stiedem strany AB a bod E lezi na strané BC tak, ze |BE| : |[EC| =
= 2: 1. Navic plati |[<ADC| = |[<DAE|. Jaka je velikost ahlu CAB?

Prvni feseni:

Nejprve podle obrazku oznac¢ime T bod na pfimce AC takovy, ze C je stied T'A, dale G je stfed
usecky T'B a nakonec S je bod na pruniku FA a CD. Nyni se budeme snazit dokazat, ze bod
E je teézisté trojuhelnika ABT'. Jelikoz je C stfed T'A, je BC téznice trojuhelnika ABT. Navic

3pro puntickafe: prostiedni je ve skute¢nosti rovnoramenny trojuhelnik



. - . . |BE| ey
vSak ze zadani plati, ze [EC]

trojuhelnika ABT. Proto je pfimka AFE také téznici a protind T'B v jejim stiedu G. Jelikoz DC
je stredni piickou ABT, jest |SC| = LZL = 9Bl — |SD|. Ze zadéni z |[<EAD| = |<CDA| plyne
|AS| = |DS]|. Tedy celkové |CS| = |AS| = |DS|, coz znamen4, ze body A, D a C' lezi na kruznici
se stiedem S. Navic |[<DSC| = 180° a tedy |[<CAD| = 90°.

T

Druhé reseni:

Nejprve vedeme bodem C' rovnobézku s AE a jeji prunik s pfimkou AB oznac¢ime M. Ze zadani
je |[<EAD| = |<CDA|, coz implikuje |<CMD| = |<EAD| = |[<CDA| = |<CDA|. Trojthelnik
MCD je tedy rovnoramenny. Dale vSak plati, ze trojuhelniky AEB a MCB jsou podobné (dle

definice bodu M), a jelikoz méame ze zadani ‘lggi = 2, je koeficient podobnosti % Plati tedy
gl = % a [MA| = |MB| - |AB| = $|AB| - |AB| = }|AB| = |AD|. V rovnoramenném

trojuhelniku MCD timto dostavame |[MA| = |AD| a AC je vyska, tedy |[<CAB| = 90°.

7. uloha
H je vnitfni bod trojuhelniku K LM . Dokazte, ze plati

45 < |KH|-|LM|+|LH| - |KM|+ [MH| - |KL],

kde S je obsah trojuhelniku.

Vedme kazdym vrcholem trojuhelniku K LM rovnobézku s protéjsi stranou a vznikly troju-
helnik ozna¢me ABC. Use¢ky KL, ML a MK jsou stiedni pficky trojihelniku ABC (a tedy
|AB| =2|ML|, |BC|=2|KM|, |AC| = 2|K L), navic trojuhelniky AKM, BKL, MLC a KML
jsou shodné, tudiz obsah trojuhelniku ABC' je 4S.
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Na druhou stranu miiZzeme obsah trojuhelniku ABC vyjadfit jako soucet obsaht trojuhelnikt
AHB, AHC a BHC. Ovsem

AB|v
SaHB = %

= |MLJv < |ML||KH|, 6

kde v je vyska z bodu H na stranu AB, navic v < |KH]|, nebot vyska je nejkratsi mozna
vzdalenost vrcholu od protéjsi strany.
Analogicky:

Sapc < |LK||MH]| (2)
Spuc < |KM||LH| (3)

Seétenim vztaht dostavame:
4S8 = Sapc < |ML||[KH|+ |LK||MH|+ |KM||LH|,

coz jsme chtéli dokézat. Podotknéme jesté, Zze rovnost nastane, jsou-li KH, LH, M H pfislusné
vysky, tedy pokud je bod H ortocentrem trojuhelniku K LM.

8. tlloha

ABC je ostrouhly trojthelnik s vyskou AD. Body X a Y lezi po fadé na kruznicich opsanych
trojuhelnikiim ABD a ACD tak, ze X, D, Y lezi na jedné primce. Ozna¢me déle M stied strany
BC a M’ stfed usecky XY. Dokazte, Ze ptimky MM’ a AM’ jsou kolmé.

Poznamka: Ze zadani vypadlo vylouceni nékolika patologickych pripadu, ve skutecnosti tam
mélo byt jesté doddno, ze body X a Y nelezi na pfimce BC' (specidlné jsou riizné od bodu D).
Rozmysli si, ze v né€kterych z téchto pripadid dokonce tvrzeni neplati a Ze v jinych neméa smysl,
protoze M = M’, tedy nedefinuji pfimku M M’. Za tuto chybu v zaddni se omlouvame.

Prvni fesSeni (pfimodaré)

Nejdiive dokazeme, Ze trojuhelniky ABC a AXY jsou si podobné. Rozlisme dva pripady polohy
bodu X: bud X lezi na delsim oblouku AD kruznice opsané AD B, nebo na kratsim. V prvnim
piipadé plati |[<<ABD| = |[<AXD| = |<AXY|, v druhém |<ABD| = 180° — |[<AX D| = |<AXY|,
podle vét o obvodovych uhlech. Obdobné |<ACB| = |<AY X|. Tedy opravdu ABC ~ AXY,
nebot maji stejné vnitini thly.
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7 podobnosti ABC a AXY ihned dostavame podobnost trojahelnikit AM B a AM’X, nebot
M resp. M’ jsou stiedy stran BC resp. XY téchto trojuhelnikii. Tedy specidlné |[<AM’'X| =
= |[<AM B|. Bez ujmy na obecnosti mizeme pfedpoklddat, ze |BD| < |DC| (pokud by ndhodou
bylo |BD| = |DC|, pak D = M je patou vysky v ABC, a tedy i M’ je patou vysky v trojuhelniku

AXY, z &ehoZ pozadované tvrzeni ihned plyne).
A A

Vd
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Rozlisme opét dva pfipady polohy bodu M’. Bud M’ lezi v poloroviné ADM, pak ale
|[<AM'D| = |[<AM'X| = |<AMD| a body A,D,M a M’ lezi na jedné kruznici z véty o obvodo-
vych thlech, nebo M’ lezi v poloroviné opaéné k ADM, pak |[<AM’'D| = 180° — |[<AM'X| =
= 180° — |[<AMD)| a opét body A,D,M a M’ lezi na kruznici, nebot M a M’ lezi v opa¢nych
polorovinach s hrani¢ni pfimkou AD.

Zbyva si uvédomit, Ze zminéna kruznice je Thaletovou nad primérem AM, nebot tthel ADM
je pravy (D je pata vysky). Z toho dostavame, ze thel AM'M je pravy.

Druhé feSeni (spiralni podobnost)
Stejné jako v pfedchozim feSeni dojdeme k tomu, Ze trojuhelniky ABC a AXY jsou podobné.
Navic si ale uvédomime, Ze je na sebe zobrazuje tzv. spirdlni podobnost se stfedem v A (je to



slozeni otoceni a stejnolehlosti, oboji se stfedem v A). Tato podobnost také zobrazuje bod M na
M.

Reknéme, Ze nase spiralni podobnost mé koeficient k (to je koeficient stejnolehlosti) a otaci
o thel a. Snadno ptijdeme na to, Ze pokud zobrazuje né&jaky bod K na K’ a L na L' tak
trojuhelniky AKK’ a ALL’ jsou podobné podle véty sus (maji stejny thel pii vrcholu A, totiz
a, a stejny pomér stran pfiléhajicich k tomuto thlu, totiz k).

Zbyva ndm uvédomit si, ze trojuhelnik AX B je pravouhly s pravym thlem pfi vrcholu X,
nebot AB je prumér kruznice opsané pravouhlému trojuhelniku ADB a X na ni lezi ze zadani.
Dale AXB ~ AM'M, tedy AM’ je kolmé na M M’.



