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8. série
Téma: Finalni mys$mas

Datum odeslani: 11. KVETNA

1. 0LOHA
(a) Maminka koupila ¢okoladu velikosti n x (n + 1) a rozdélila ji spravedlivé! mezi Jenicka
a Marenku. Zatimco Jenicek cokoladu rovnou snédl, Mafenka chce svou ¢ast rozdélit mezi n

panenek. Prvni panence by rada dala kousek velikosti 1 x 1, druhé panence 2 x 1, tfeti 3 x 1,
atd. az n-té panence kousek velikosti n x 1. Mtze takto svou cokoladu rozdélit? (2 BODY)

(b) Mgjme tabulku 6 x 6, kterou zcela pokryjeme osmnéacti dominovymi kostkami 2 x 1. Dokazte,
e existuji dva sousedici ¥a4dky nebo dva sousedni sloupce, které nemaji spole¢nou? dominovou

kostku. (3 BODY)
2. ULOHA
(a) Kenny mé ostrotuhly trojuhelnik ABC s tézistém G. Na pfimce AG si sestroji bod D # A

takovy, ze |AG| = |GD| a na pfimce BG bod E # B takovy, ze |BG| = |GE|. Dokazte, ze
|AB| = |BE| pravé kdyz ¢tyithelnik BDCM, kde M je stfed strany AB, je tétivovy.
(2 BODY)

(b) Monika mé také ostrothly trojuhelnik ABC, ale tentokrat s prisec¢ikem vysek H. Na pfimce
AC mé body M a N takové, ze N lezi na useéce AC, |[MN| = |AC| a A lezi na useéce M N.
Navic si jesté sestroji bod D jako patu kolmice z M na BC a bod E jako patu kolmice z N na
AB. Dokazte, ze body E, B, D a H lezi na jedné kruZnici. (3 BODY)
3.0LOHA

(a) O redlnych éislech a, b, ¢ vime, ze

a+b+c>0, abc>0, ab+bc+ ca>0.

Dokazte pak, ze a, b i ¢ jsou nezaporné. (2 BODY)
(b) Najdéte véechny polynomy p(z) tvaru 2™ + an—12" "1 +-- -+ ag s koeficienty a; € {1,—1}
proi=1,2,...,n — 1, které maji pouze realné kofeny. (3 BODY)
4. ULOHA

(a) Meéjme v roviné 3n bodu tak, Ze z4dné tii nelezi na pfimce. Dokazte, Ze tyto body tvoii
vrcholy n navzajem disjunktnich trojuhelniki. (2 BODY)
(b) Lenka m& v roviné n > 4 pfimek, z nichz zddné dvé nejsou rovnobézné a zadné tii se
neprotinaji v jednom bodé. Dokazte, Ze mezi vSemi omezenymi oblastmi®, na néz je rovina
témito piimkami rozdélena, je alespon %(n — 1) trojthelnikovych oblasti. (3 BODY)

ITj. rozdélila ji na dva stejné obdélniky, ale nerozlomila ani jeden dilek.

28pole¢ns dominova kostka je ta, co zasahuje do obou sloupci.

3To jsou omezené ¢asti roviny, ohrani¢ené danymi pfimkami takové, ze z4dna z dangych p¥imek
je neprotind uvnity.



5. ULOHA

(a) Franta z nudy vyrobil néasledujici hlavolam: Vzal si Sest koralkd a vSechny dvojice koralkt
propojil nitémi dvou barev. Chce po vas najit jednobarevny trojuhelnik. Déle najdéte hlavolam
s péti koralky bez jednobarevného trojuhelniku. (2 BODY)

(b) Pavel mé podobny hlavolam. Ma 1+ k + k2 + k3 4 ... + k(»=Dk+1 koralka propojenych
nitémi k barev. Chce, abyste mu nasli n-tici koralka takovou, Ze vSechny nité spojujici kterékoli
dva koralky z této n-tice maji stejnou jednu barvu. (3 BODY)
6. ULOHA

(a) Misko ma pravidelny Sestitthelnik ABCDEF'. Oznaéi si M, N po fadé stiedy stran BC,
CD a S jako prusecik AN a FM. Ma vétsi obsah trojuhelnik F'AS nebo étyttuhelnik SMCN?
(2 BODY)

(b) Jarda ma konvexni pétithelnik MY REG takovy, zZe trojuhelniky MY R, Y RE, REG, EGM
a GMY maji obsah 1. Ukazte, ze
3< Syuyvrea < 4. (3 BODY)

7.0LOHA

(a) Uvazme kladna realna ¢isla a, b s vlastnosti ab = 1. Dokazte

241 b2 +1
”a2+ +4/ ; <a+b. (2 BODY)

(b) Pro kladn4 ¢isla a, b, ¢ a d splitujici abc + bed + cda 4+ abd = a + b+ ¢+ d dokazte nerovnost

241 b2 +1 2+1 2 +1
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ResSeni 8. série

1. tloha

(a) Maminka koupila ¢okoladu velikosti n x (n 4 1) a rozdélila ji spravedlivé* mezi Jenicka
a Marenku. Zatimco Jenicek cokolddu rovnou snédl, Marenka chce svou ¢ast rozdélit mezi n
panenek. Prvni panence by rada dala kousek velikosti 1 X 1, druhé panence 2 x 1, tfeti 3 x 1,
atd. az n-té panence kousek velikosti n x 1. Muze takto svou ¢okoladu rozdélit?

(b) Meéjme tabulku 6 x 6, kterou zcela pokryjeme osmnéacti dominovymi kostkami 2 x 1. Dokazte,

7e existuji dva sousedici ¥a4dky nebo dva sousedni sloupce, které nemaji spole¢nou® dominovou
kostku.

(a) Jeli n sudé, maminka rozptli cokolddu na dva shodné kousky o rozmérech 3 x (n + 1)
a da je Jenickovi a Marence. Mafenka muze duvtipné nalamat svij dil c¢okolady na % pruhu

47j. rozdélila ji na dva stejné obdélniky, ale nerozlomila ani jeden dilek.
5Spole¢ns dominova kostka je ta, co zasahuje do obou sloupci.



o rozmérech (n + 1) x 1. Néasledné rozdéli i-ty pruh ¢okolady na dva dilky o velikostech ¢ x 1
a (n+1—1i) x 1 (soucet jejich velikosti je vzdy n + 1), ¢imz udéla radost i-té a (n + 1 — 7)-té
panence. Provede to tak pro kazdy pruh ¢okolddy, tedy postupné pro vsechna i od 1 do % Tak
dostane vSechny dilky 1 x 1, 2 x 1, ..., n X 1 pro v8ech svych n panenek (i kdyZ ne v tomto
poradi).

Pro n liché dostane Marenka od maminky ¢okolddu o rozmérech ”T'H x n (rozmysli si, Ze je to
jedind moznost). Nejprve odlomi dilek n X 1 pro n-tou panenku a zbyde ji ¢okoldda o rozmérech
("TH —1)xn= "771 Xn = "Tfl X (n—1) 41, coz lze ale hravé pfevést na prvni pfipad, protoze
n — 1 je nyni sudé, a Mafenka bude postupovat, jak je uvedeno vyse. Ziskda dilky 1 x 1, 2 x 1,

., (n—1) x 1 pro prvnich n — 1 panenek, n-t4 panenka byla obdarovana jako prvni.

Pro vSechna pfirozena n tak lze Marencin podil ¢okolady rozdélit mezi jejich n panenek.

(b) Dukaz povedeme sporem. Pfedpoklddejme, ze kazdé dva sousedni sloupce i fadky maji

spolecnou néjakou dominovou kostku. Pokud by to byla jedina spolecna kostka, tak se zbyla cast
tabulky rozdé€li na dvé oblasti o lichém poctu ctverecki, které uz nezvladneme dominy vyplnit.

lichy pocet

zbyvajicich ¢tvercu

Proto maji nutné kazdé dva sousedni sloupce (nebo radky) alesponn dvé dominové kostky
spolec¢né.

Dvojic sousednich rfadkt a sousednich sloupct je celkem deset, na propojeni vSech sousednich
Fadkl a sloupct tak potfebujeme dohromady 10 - 2 = 20 dominovych kostek (dominovéa kostka
muze propojovat budto pravé dva fadky, nebo pravé dva sloupce). My ale mame jenom 18 kostek,
coz je kyzeny spor.

2. tloha

(a) Kenny mé ostrotahly trojuhelnik ABC s tézistém G. Na pfimce AG si sestroji bod D # A
takovy, ze |AG| = |GD| a na pfimce BG bod E # B takovy, ze |BG| = |GE|. Dokaizte, zZe
|AB| = |BE| pravé kdyz ¢tyithelnik BDCM, kde M je st¥ed strany AB, je tétivovy.

(b) Monika mé také ostrotihly trojuhelnik ABC, ale tentokrat s priuseéikem vysek H. Na pfimce
AC ma body M a N takové, ze N lezi na tseéce AC, [MN| = |AC| a A lezi na usece MN.
Navic si jesté sestroji bod D jako patu kolmice z M na BC a bod E jako patu kolmice z N na
AB. Dokazte, ze body E, B, D a H lezi na jedné kruznici.

(a) Nejprve si dokdzeme pomocny fakt, ze ¢tyithelnik BDCG je rovnobéznik. Usecka GM je
stfedni pfickou v trojuhelniku ABD, proto je rovnobézna se stranou BD. Protoze ale lezi GM
na jedné piimce s CG, je i BD || CG. Obdobné BG || CD a BDCG je rovnobéznik. Mimo jiné
z toho plyne, ze BDCM je lichobéznik.



A M~ . B
Reseni ted skytaji ekvivalence
|AB| = |BE| & |MB|=|BG| < |MB|=|DC| & BDCM je tétivovy

Prvni ekvivalence plati, protoze jsou body M a G stfedy tsecek, druhd ze shodnosti protéjsich
stran v rovnobézniku BDCG a tfeti z toho, ze lichobéznik BDCM je tétivovy, pravé kdyz je
rovnoramenny.

(b) Uvazujeme posunuti o vektor CN. V ném se H zobrazi na n&jaky bod F. F je prusecik
vysek trojuhelniku, ktery vznikl posunutim trojihelniku ABC. Proto je EF kolméa na EB a F'D
kolmé na DB, ¢ili E a D lezi na Thaletové kruznici s pramérem F'B. Zaroven je H F' rovnobézna
s CN, a tedy kolma na H B, takZe na této kruznici lezi i H.

3. uloha

(a) O redlnych ¢islech a, b, ¢ vime, ze
a+b+c>0, abc>0, ab+bcH+ ca>0.

Dokazte pak, ze a, b i ¢ jsou nezdporné.



(b) Najdéte vSechny polynomy p(z) tvaru ™ 4 an—12" "1 4 --- 4+ ag s koeficienty a; € {1, -1}
proi=1,2,...,n — 1, které maji pouze realné koreny.

(a) Na zaciatok si uvedomime, Ze z nerovnosti abc > 0 plynie, ze vSetky tri premenné st
nenulové. Dalsim pouzitim dostaneme, Ze bud st a, b, ¢ vietky kladné, alebo prave dve z nich st
zaporné. Pre spor bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze b a ¢ st zdporné. Potom vdaka
a+ b+ c> 0 plati

a>—-b—c>0.

Thato nerovnost vyuzijeme v poslednej nerovnosti, ktorti sme este nepouzili, a dé6jdeme k sporu
be > —ab —ac > a(=b—¢) > (=b—¢)? = b? + 2bc + ¢ > 2be.

KedZe b a ¢ st zdporné, ich stGéin je kladny a mézeme ho vykratit z nerovnosti, ktortt sme si
vyssie odvodili. Takze sme dostali, ze 1 > 2, ¢o je spor.

(b)

Podla Mirka Olsika:
Pre n =1 st rieSenim polynémy z — 1 a « + 1.

Pre n = 2 moézeme vyskusat vSetky moznosti a vybrat len tie polynémy, ktoré maju realne
korene, ¢ize z2 +x —1laa? —x — 1.

Predpokladajme n > 2. Ozna¢me 71,712,173, ..., s korene polynému. Oznaéme Z = rirg ---ry
stéin vsetkych koretiov a z Vietovych vztahov dostdvame Z = ag = £1. Z toho, ze a1 € {—1;1},
plynie, Ze stcet vietkych (n — 1)-tic koretiov (&leny v n-ticiach sa nasobia) bude Y = +1. Dalej
z toho, Ze az € {—1;1}, plynie, Ze sulet vSetkych (n — 2)-tic korefiov bude X = +1. Plati

X==xl=rirg- - rpn_2+7r172"Tp_3Tn—1+ "+ 7374 Tn,
X 1 1 1 1

= =4l= + + o ——,
Z Tire  T1T3  T2T3 Tn—1Tn

Y==+l=riro--rn_1+rir2- Tn_2rn+ -+ 71213 T,
Y 1 1 1 1
—=fl=—F—+—+-+—.
Z rt T2 T3 Tn

Podobne a,—1 = %1, resp. ap—2 = %1 vyjadruju (az na znamienko) sucet vSetkych korefiov,
ktory ozna¢me A, resp. stucet vSetkych dvojic koreniov, ten oznaéme B. Z toho mozeme spocitat

A2 —2B=1+2=7r24ri+... r2.

Pretoze korene maju byt redlne, sicet Stvorcov na pravej strane rovnosti je nezdporny, takze sa
nemdze rovnat —1, ale naopak sa musi rovnat 3. Analogicky mézeme spoditat

(Y)2 2<X)—1+1+ R
Z z) 2 r3 r2

Stcet tychto dvoch rovnic je teda 6, a ak od tohto st¢tu navyse odéitame 2n, dostaneme

2

9 1, 1 12 12 1
6-2m=ri-2+ 5413 -2+ S +=(n-—) +(r2-=) ++(ra— )
ri 5 1 T2 Tn



Prava strana rovnice je vzdy nezapornd, takze 6 — 2n > 0, ¢ize n < 3.

Ostava nam teda rozobraf posledntt moznost n = 3, pri¢om pre kazdy koreni r; plati® (r; —
— %) =0, takze r; = £1. Z tychto polynémov

(+D)(@+1)(z+1)=2>+322 +32+1,
(z+1)(z+1) )
(x+1)(z—1) )

) )

T

(

(x—1)=a3422—z—1,
(x—1)=a—a?—z+1,
(z—D(z-1)(z-1)=2-322 +32 -1

vyhovujua len druhy a treti.

4. uloha

(a) Mgéjme v roviné 3n bodu tak, ze zddné t¥i nelezi na pfimce. Dokazte, Ze tyto body tvoii
vrcholy n navzajem disjunktnich trojuhelnika.

(b) Lenka ma v roviné n > 4 pfimek, z nichz zddné dvé nejsou rovnobézné a zadné tfi se
neprotinaji v jednom bodé. Dokazte, Ze mezi viemi omezenymi oblastmi’, na néz je rovina
témito pfimkami rozdélena, je alespon %(n — 1) trojuhelnikovych oblasti.

(a) Jisté lze nalézt pfimku p, kterd neni rovnobézna s zaddnou spojnici dvou zadanych bod
(nebot se sta¢i vyhnout koneéné mnoha smérim) a kterd pfitom rozdéluje rovinu tak, Ze vSech
3n bodt lezi v jedné poloroviné (dejme tomu v levé). Nyni budeme pfimku p posouvat doleva.
Ta pfi svém pohybu bude postupné prochéazet vSemi body, pricemz vzdy bude prochazet nejvyse
jednim bodem, nebot p je riznobézna s kazdou spojnici. V okamziku, kdy pfimka p projde tfetim
bodem, vytvofime z prvnich t¥i bodu trojuhelnik. V tento moment je vSech 3(n — 1) zbyvajicich
bodu vlevo od p, takze pravé vytvoreny trojuhelnik bude jisté s ostatnimi disjunktni. Tento

proces nazveme prvni krok. Nyni je snadno vidét, ze presné po n krocich budeme mit sestrojeno
vSech n disjunktnich trojuhelnika.

2
6Sucet kvadratov (ri - %) je totiz rovny nule.

7To jsou omezené &asti roviny, ohrani¢ené danymi ptimkami takové, ze zadna z danych piimek
je neprotind uvnitf.



(b) Tato tiloha se dala fesit dvéma zptisoby. Nejdfive si ukédZeme feseni pracujici s extremalnim?®
principem.

Jednu pfimku si pojmenujeme p. Nasledné najdeme takovy prisecik P néjakych jinych dvou
pfimek, ktery lezi k p co nejblize (pokud je takovych vic, vybereme si jeden z nich). Pfimky,
které jim prochézeji, oznaé¢ime g a r. Tvrdime ted, Ze pfimky p, g, r tvoii trojuhelnikovou oblast.
Skutecné tato oblast nemuze byt protnuta zddnou jinou primkou, nebot kazd4 takova by vytvorila
prusecik blizsi k p, coz je ve sporu s pfedpokladem minimélni vzdalenosti P od p.

r q
P

P |

1

Zopakujeme-li tento postup pro vSechny pfimky, najdeme tim n trojahelniki. Kazdy jsme
ale zapocitali az t¥ikrat (za kazdou jeho stranu jednou), takZe médme na pocet trojuhelnikovych
oblasti odhad jen n/3. My bychom potfebovali zhruba dvakrat tolik. Zbyva si uvédomit, Ze pro
vétsinu primek mizeme argument z predchoziho odstavce provést na obé dvé strany pfimky. Pro
které pfimky to neptijde? Jsou to ty, od nichz lezi vSechny priseciky na jedné strané (nazvéme
je ,Spatné“).

Snadno si rozmyslime, ze pro n > 4 mohou byt Spatné primky nejvyse dvé. Pokud by totiz
existovaly Spatné primky tfi, pak by tvorily trojihelnik a kazda dalsi pfimka by musela protnout
vSechny tfi strany tohoto trojihelnika v jejich vnitinich bodech. To vsak nelze.

Pro dvé spatné primky ziskdvame na pocet trojuhelnikovych oblasti kyzeny odhad

(n—2)-2+4+2-1  2(n—1)
3 o 3

D4 se vsak najit i silnéjsi odhad, ktery objevil Adam Vyskovsky.

Silnéjsi odhad podle Adama Vyskovského:
Dokéazeme si nejdiive velmi jednoduché pomocné tvrzeni:

Lemma. Kdykoliv méme v roviné tfi pfimky vytvarejici trojuhelnik, ktery je protnut jinymi
k primkami, pak uvnitf existuje trojuhelnikova oblast.

Diikaz. Budeme postupovat indukci. Pro kK = 0 tvrzeni plati. Necht tedy tvrzeni plati pro k
pfimek a dokdzeme, ze potom plati i pro k+1 p¥imek. Necht pro k pfimek existuje trojahelnikova
oblast T}. Pfidand piimka budto oblast T}, neprotind, pak zvolme T} = T}, nebo ji protina
a rozdéli ji (vzhledem k tomu, Ze pfimky jsou v obecné poloze) na &tyfuhelnikovou oblast a
trojuahelnikovou oblast T", pak zvolme Tj+1 = T” a jsme hotovi.

Nyni si vybereme zcela libovolné ze zadanych primek pfimku p. Ta je protnuta zbyvaji-
cimi n — 1 pfimkami v bodech, které zleva doprava oznac¢ime Ajp,...,A,_1 a pfislusné primky
at,...,an—1. Pomocné tvrzeni budeme aplikovat na trojici pfimek p, a1, a2, poté na trojici
p,az,as, atd., az nakonec na trojici p, an—2,an—1. Uvédomme si jesté, ze trojuhelniky tvorené

8Extrémalni princip je ditkazova technika zaloZena na piedpokladu, %e vezmeme minimum a
nemiize proto existovat néco jesté mensiho — ¢imz casto dojdeme ke sporu a tim tvrzeni dokazeme.



témito trojicemi maji spole¢nou nejvyse jednu hranu, tudiz uvnitf nich nalezené trojuhelnikové
oblasti musi byt navzajem rtzné. Trojic je celkem n — 2, takze jsme pravé dokazali, ze existuje
alespont n — 2 trojuhelnikovych oblasti. Nerovnost n — 2 > %(n — 1) je v8ak splnéna pro kazdé
n > 4.

Poznamenejme jesté, ze opravdu existuje rozmisténi n primek takové, ze je vytvoreno presné
n — 2 trojuhelnikovych oblasti. Inspiraci budiz nasledujici obrazek.

5. lloha

(a) Franta z nudy vyrobil néasledujici hlavolam: Vzal si Sest koralkd a vSechny dvojice koralkt
propojil nitémi dvou barev. Chce po vés najit jednobarevny trojuhelnik. Déle najdéte hlavolam
s péti koralky bez jednobarevného trojuhelniku.

(b) Pavel ma podobny hlavolam. M& 1 + k + k2 + k3 + ... 4+ k(»=Dk+1 koralkii propojenych
nitémi k barev. Chce, abyste mu nasli n-tici koralk takovou, ze vsechny nité spojujici kterékoli
dva koralky z této n-tice maji stejnou jednu barvu.

(a) Nejprve dokdzeme, ze v kazdém hlavolamu ze Sesti koralku existuje jednobarevny troja-
helnik. Barvy niti, které Franta pouzivé, necht jsou ¢ervena a zelena. Uvazme libovolny korélek,
oznac¢me jej A. Z néj vede celkem 5 niti, tedy alespon 3 z nich stejné barvy, tieba ¢ervené. Po-
divejme se nyni na t¥i korélky, které jsou spojeny s kordlkem A témito tfemi Cervenymi nitémi.
Jsou-li kterékoli dva z nich propojeny ¢ervenou niti, tvori spolu s koradlkem A ¢erveny trojuhelnik.
Jsou-li ovsem kazdé dva spojeny zelenou niti, tvofi tyto tfi koralky zeleny trojahelnik.

Z tvah v pravé uvedeném dikazu plyne, ze hlavolam bez jednobarevného trojihelniku nemuze
obsahovat koralek, ze kterého vedou tfi nité stejné barvy. Proto v takovém hlavolamu s péti
koralky musi z kazdého koralku vychézet pravé dvé nité jedné a pravé dvé nité druhé barvy.
Prislusny pétikoralkovy hlavolam tedy vypada takto.




(b)  Uvazme libovolny koralek r1. Z n&j vede celkem k4 k2 +- .-+ k(= Dk+tl — (1 4 k4 ... +
+ k(”_l)k) niti k£ barev, tedy aspon 1+k—+---+ E(n=Dk pit stejné barvy b1. Mnozinu koralkd,
které jsou s koralkem 71 spojeny niti barvy b1, oznacme M;. Uvazme libovolny koralek ro z této
mnoziny. Z né€j vede minimalné k£ + --- + E(m=Dk niti k barev do koralki z mnoziny M7, tedy
aspoit 1+ k + --- + k(®»=Dk=1 4 nich ma stejnou barvu by. Podmnozinu mnoziny M; koralki,
které jsou s koralkem r2 spojeny niti barvy bz, ozna¢me Ms. VSechny koralky z této mnoziny
jsou spojeny niti barvy b; s kordlkem 71 a niti barvy b s kordlkem ro. Postupujeme-li takto dale,
vybereme postupné koralky r1,72,...,7(,_1)k41 @ ke kazdému rry (m =2,3,...,(n — 1)k + 1)
najdeme mnozinu M,, alesponn 1 +k+---+ E(n=Dk+1-m }oralki 2 mnoziny M,,_1, které jsou
spojeny s koralkem 7, nitémi stejné barvy b,,. Vsechny kordlky z mnoziny M,, jsou tak spojeny
niti barvy b1 s koralkem 77, niti barvy ba s kordlkem r2, ... , niti barvy by, s kordlkem ry,. Nyni
méame celkem (n — 1)k + 1 barev b1, ba, .. -»b(n—1)k+1 a podle Dirichletova principu (pouzivame
nité k barev) existuje barva b, kterd se mezi nimi vyskytuje alespoi n-krat, tzn. existuji indexy
i1,12,...,in € {1,2,. (n—l)k—i—l} i1 < g < -+ < ip, takové, ze by, = b, = -+ =

= b;,, = b. Potom ovSem 7;,,74,,...,7i, tvoii hledanou n-tici koralki, nebot kazdy koralek T4,
(1=2,3,...,n) je spojen s koralky r;,,...,r;,_, nitémi barev b; ,...,b;,_,, neboli nitémi barvy
b.

6. uloha

(a) Misko méa pravidelny Sestitthelnik ABCDEF. Oznaéi si M, N po fadé stfedy stran BC,
CD a S jako prusecik AN a F'M. Ma vétsi obsah trojahelnik FAS nebo ¢tyruhelnik SMCN?

(b) Jarda ma konvexni pétiuhelnik MY REG takovy, ze trojihelniky MY R, Y RE, REG, EGM
a GMY maji obsah 1. Ukazte, ze
3 < Suvrea < 4.

(a) Podle zadéni si nartneme obrazek.

E D

A B

Ctytihelniky ABCN a FABM jsou shodné, protoze rotace se stiedem ve stfedu Sestitihel-
nika a tthlem 60° prevadi FABM na ABCN. Proto jsou i jejich obsahy stejné, tedy Spapn =
= Sapcon- Nyni zkusme od obou zminénych obsahii odeéist obsah ¢tyftuhelnika ABMS. Dosta-
neme

Sras = SraBm — SaBms = SABON — SABMS = SMCNS»

¢ehoz jsme chtéli dosdhnout.



(b) 'V zadéni ¢éasti (b) se na posledni chvili pfiddval dodatecny piedpoklad, ze pétitthelnik
MY REG musi byt konvexni. Proto si zde ukdzeme jednak feSeni pro konvexni pétithelnik a
jednak zde uvedeme nekonvexni pétithelnik, ktery nespliuje dokazovanou nerovnost.

Je-li MY REG konvexni, pak ozna¢me S prunik M E a RG. Vezméme si stranu MY . Pro
polohu bodi G a R mame dvé moznosti. Kdyby G a R lezely v opa¢nych polorovindch vytatych
pfimkou MY, pak by MY REG nebyl konvexni, coz nechceme. Proto G i R lezi ve stejnych
polorovinich (vytatych pfimkou MY') a ze shodnosti obsahi MY R a MYG je GR || MY.
Obdobnou tvahou o obsazich trojahelniki RY M a RY E dostaneme RY || ME.

E

M Y

Z téchto dvou rovnobéznosti plyne, ze MY RS je rovnobéznik, a tedy

SmyRrs = 2SMuyR = 2.

Jesté pfipomeneme, Ze ze zadani mame Sy pe = 1. Tedy

SmyREG = SmyRs +SmEG + SrEs =2+ 1+ Sres =3+ SrEs.

Pro odhad 3 < SyyreEc < 4 nam staci dokdzat odhad

0< Sprrps < 1.

Odhad 0 < Sgrgs je jasny z obrazku, druhy odhad dostaneme ze vztahu Sgpps < Srpg = 1.
Tim jsme dokdzali 3 < SyryrEG < 4.

Uvedme jesté piiklad nekonvexniho pétitthelniku MY REG, ktery méa obsah mensi nez 3.
Zavedme soufadnicovy systém a definujme body M, Y, R, E a G nasledovné. Bud M = (z,0),Y =
= (2v2,v2),R = (v2,V2), E = (v/2,2v/2) a G = (0, z), kde z je voleno tak, aby MY || GR.
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V takto zvoleném MY REGovi je (po snadném dopo¢tu) Syryr = 1 a Syre = 1. Jelikoz
plati MY || GR, je Samy = Smyc a diky symetri¢nosti celého pétithelniku je i Srpa =
= Segam = Svuyca- Celkové tak dostavame pozadovanou rovnost

Semy = Suyr = Syre = Srec = Spam = 1.

7. loha

(a) Uvazme kladna redlna ¢isla a, b s vlastnosti ab = 1. Dokazte

a?+1 (b2 +1
< b.
2 + 3 <a+

(b) Pro kladn4 ¢isla a, b, ¢ a d splitujici abc + bed + cda 4+ abd = a + b+ ¢+ d dokazte nerovnost

a?+1 b2 41 241 d2 +1
\/ 5 +\/ 2 —0—\/ 5 + 3 <a+b+c+d.

(a+ b) Vsimnste si, ze pokud v druhé z dokazovanych nerovnosti polozime ¢ = d = 1, ziskdme
prvni nerovnost. Staé¢i tedy ukézat platnost nerovnosti (b).

Klicem k feSeni je napadité vyuzit zadanou podminku. Po chvili hrani zjistime, ze diky ni
plati

(a+b)(a+c)(a+d) = (a®>+1)(a+b+c+d),

coz se d4 snadno ovéfit roznasobenim. Odtud vyjadiime (a? + 1), dosadime do dokazované
nerovnosti a totéz udélame i pro ostatni proménné. Dokazovand nerovnost po dalsi (ekvivalentni)
upravé prejde do tvaru

2
(\/(a+b)(a—;—c)(a+d)+_._+\/(d+a)(d‘2"b)(d+c)) <(atb+ctd




Tato nerovnost se jiz da resit béznymi postupy, konkrétné pomoci Cauchyho nerovnosti.
Vsimneme si, ze plati

(@a+D)+(b+)+(ctd+(d+a)

a+b+c+d= 5

A po nalezeni obdobného vztahu pro druhou mocninu
(a+b+c+d)?=(a+c)a+d)+b+d)(b+a)+ (c+a)(c+b)+(d+b)(d+c)
miizeme sestavit Cauchyho nerovnost
((a-i—b) +(b+c)+ (c+a) +(d+a)) ((a-‘rc)(a—l—d)—l—-~~+(d+b)(d+c))

>
(Vatt)(atatd) +-+VdTa)d+b)d+e)’,

kterd je jiz zfejmé ekvivalentni tomu, co jsme chtéli dokazat.



