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Serial — Teorie cisel
Vitej u prvniho dilu seridlu o teorii ¢isel. Co to vlastné ta teorie ¢isel je? Vzdyt se prece skoro celd
matematika zabyva ¢isly, nebo ne? Ne tak docela (mame tu tieba takovou geometrii; na vysoké
pak zjisti§, Ze ta matematika nemd s ¢isly spole¢ného skoro nic), ale teorie éisel (pfekvapivé)
opravdu ¢isla zkoumé. A to ne tak Uplné ledajaka ¢isla, ale hlavné celd nebo racionalni (a obcas
tfeba taky komplexni, ale o tom se v tomto seridlu nanejvys kratce zminime).

Co se da o takovych celych éislech zjistovat? Zakladnim pojmem, se kterym teorie ¢isel pra-
cuje, je délitelnost. A s tou souvisi tfeba prvocisla. I kdyby se mohlo zd&t, Ze skoro neni nic
jednodussiho nez prvodisla (vzdyt se prece uéi tak nékdy v 5. t¥idé zédkladni $koly), moc toho
o nich nevime. Prvocisla jsou totiz mezi pfirozenymi ¢isly dost nepravidelné rozmisténa a vibec
neni lehké v jejich rozmisténi objevit néjakou zakonitost nebo funkci, jejimiz vSemi hodnotami
by byla prvocisla. Matematici vénovali velké usili feSeni takovychto problém; i ty se nad nimi
muze$ zamyslet, at uz predtim, nez se dal v seridlu doctes, co je uz zndmo a co jesté ne, nebo
i potom.

Cviéeni. Zkus najit néjaky ¥ad v rozmisténi prvocisel nebo tieba vzorec, ktery je bude (nejlépe
vsechna) generovat.!

Cviéeni. Dokaz, ze n? + n + 41 neni prvoéiselny vzorec. Zkus najit nejmensi n takové, ze
n? + n 4 41 neni prvoéislo.?

Prvodisla se k lecéemu hodi (v posledni dobé to je t¥eba Sifrovani), a tak se matematici
dlouho pfedhanéli (a porad jesté predhanéji), kdo najde v&étsi prvocislo. P&kna prvocisla jsou
tfeba 101,2011,1111211111, 56789012345678901234567890123 a 243112609 _ 1 (coz je aktualné
nejvétsi znamé prvocislo a ma 12978189 cifer). Samoziejmé kdyby se nékomu podafilo najit
néjaky prvociselny vzorec, rovnou by toto soutézeni vyhral, protoze by mohl dosadit jakkoli
velké prirozené ¢islo a tim dostat libovolné velké prvocislo. Takovy Fermat si tfeba v 17. stoleti
myslel, ze 22" 41 je prvocislo pro vSechna n, Eulerovi se zase libil vzorec z pfedchoziho cviceni
(ackoli v&dél, Ze ne vsechny jeho hodnoty jsou prvoéisla). Ptesto se ale nedafilo® najit n&jaky
jednoduchy prvociselny vzorec.

Cvic¢eni. Maél Fermat pravdu?

A tak matematici aspon zkouseli zjistovat, kolik téch prvocisel vlastné je. Uz Euklides nékdy
kolem roku 300 pfed Kristem dokazal, ze prvocisel je nekoneéné mnoho, a my si to za chvili taky
zduvodnime. O dost slozité&jsi je otazka, kolik prvocisel dostaneme jako hodnoty néjaké funkce.
Dirichlet roku 1837 dokézal, ze pokud jsou a a b nesoudélnd pfirozend cisla, je Cislo an + b
prvoéislo pro nekoneéné mnoho piirozenych ¢isel n.t

Horsi situace je, kdyZz uvazujeme mnohocleny vyssich stupni. Ackoli snad vSichni matematici
veri tomu, ze kazdy ,hezky“ polynom nabyva nekone¢né mnoha prvociselnych hodnot, neumime

INa rozdil od soutéznich uloh seminéfe, pii FeSeni nékterjch ze cviceni muze byt zajimavé
zkusit pouzit i pocitac, takze se toho klidné neboj. Neni to ale samoziejmé viibec nutné. Néktera
ze cviCeni mohou byt celkem dost tézkd nebo ne plné piesné zadand (tfeba toto :)), takze si
nic nedélej z toho, kdyz se ti nepodari vyresit.

2Prvoéiselnym vzorcem rozumime takovou funkci, ze po dosazeni jakéhokoli pFirozeného &isla
dostaneme prvocdislo.

3A poiad jesté se nepodafilo, takZe miize$ uspét ty a stat se slavnym :)

4Toto tvrzeni se obcas miize hodit v PraSatku nebo v Matematické olympiadé, zkus si ho
tedy zapamatovat a pouzivat ho.



to dokézat pro zadny polynom stupné aspoii 2 (tedy ani tieba pro n?+1). A nezname ani zadnou
jinou jednoduchou funkci, pro kterou bychom to uméli dokéazat.

Cviceni. Zjisti, jaky musi byt ,hezky“ polynom, aby mohl nabyvat nekoneéné mnoha prvoci-
selnych hodnot.

Kdyz uz vime, ze prvocisel je nekoneéné mnoho, miuzeme se také ptat, kolik je prvocisel
mensich nez néjaké ¢islo x. Na konci 19. stoleti Hadamard a de la Vallée Poussin dokazali, ze jich
je ptiblizné 2/Inx.5 Jiné zajimavé tvrzeni z podobného soudku, které dokazal Cebysev kolem
roku 1850, rika, Ze pro kazdé prirozené Cislo n existuje prvocislo p takové, ze n < p < 2n.

Dalsi typ problému, ktery ciselné teoretiky zajimal a porad jesté zajima, je hledani celocisel-
nych Feseni rovnic. Jednim z prvnich, ktefi se timto zabyvali, byl fecky matematik Diofantos (il
ve 3. stoleti pfed Kristem). Diofantos zkoumal feSeni specialniho druhu rovnic ,ze zivota“. Po
ném se rovnicim, které fesime v celych cislech, fika diofantické rovnice.

Radu diofantickych rovnic je velice té7ké vytesit. Znama velké Fermatova véta Fika, Ze rovnice
™ + y™ = 2" nemd pro n > 3 FeSeni v prfirozenych cislech. Ackoli si uz Fermat myslel, Ze
ji umi dokézat, podafilo se to az Andrewu Wilesovi v roce 1995 za pouziti nechutné slozitych
metod a postupii. O jiné zajimavé rovnici hovofi Catalanova domnénka (v roce 2002 ji dokézal
Mihiilescu): jediné feseni rovnice % — y® = 1;a,b > 1 je 32 — 23 = 1.

Zajimavych problému a tvrzeni je v teorii ¢isel pfehrsel (mohli bychom se zminit t¥eba o prvo-
Giselnych dvojcatech, Goldbachové hypotéze, ... ), prozatim by to ale snad mohlo staéit k tomu,
abychom té presvéddili, ze teorie Cisel je zajimava disciplina, o které ma cenu se chtit dozvédét
néco dalsiho.

Ve zbytku dnesniho seridlu najdes poradné definice nékterych zakladnich pojmu (délitelnost,
prvoéisla, Eukliddv algoritmus a Bézoutova véta, kongruence, mald Fermatova a Eulerova véta)
a tvrzeni, ktera se jich tykaji. Je pravdépodobné, ze aspon néco z toho budes znat; urcité se tim
nenech odradit, v pristich dilech uz pfijdou na fadu zajimavéjsi véci.

Délitelnost a prvociselnost

Definice. Cislo a déli ¢islo b, pravé kdy# existuje ¢islo ¢, Ze ac = b. Tento fakt zapisujeme a | b.
Cislo a nazyvame délitelem ¢isla b a b nasobkem ¢&isla a.

Ted, kdyz uz vime, co je to délitel a nasobek, definujme si jesté nejvétsi spoleény délitel
a nejmensi spoleény nasobek nékolika ¢isel. Nejdfive spolec¢ny délitel ¢isel ay, az, ..., an je takové
éislo d, ze déli v8echna a; (proi=1,2,...,n). Obdobné spole¢ny nasobek je takové éislo n, ze n
je nasobkem kazdého a; (proi =1,2,...,n). Nejvétsi spoleény délitel se pak definuje jako takovy
spole¢ny délitel d, ze pro kazdého jiného spole¢ného délitele d’ plati d’ | d, nejmensi spole¢ny
nasobek je pak takovy spoleény nasobek n, Ze kazdy jiny spoleény nasobek n’ je jeho nasobkem,
tj. n | n'.

Vsimni si, Ze vlastni definice netik4, Ze je to nejvétsi spoleény délitel, ale pFitom to (skoro) plati
(kromé toho nejvétsiho d definujeme jako nejvétsiho spoleéného délitele i —d z ¢isté forméalnich
dtivodit). Budeme-li se pohybovat v pFirozenych éislech, tak nejmensi spole¢ny ndsobek i nejvétsi
spoleény délitel je urcen jednozna¢né. Pak si muiZeme dovolit oznaéit (a,b) nejvétsi spolecny
délitel ¢isel a a b. (Podobné (a1, az,...,an) je nejvétsi spolecny délitel a1, az,...,an).

51n z je ptirozeny logaritmus &isla z, tedy logaritmus o zédkladu e. Pokud nevi$, o co jde, viibec
se tim netrap, nebudeme to k ni¢emu potiebovat.



Co nam jesté zbyva, je definovat nesoudélnost. Cisla a a b nazveme nesoudélna, pokud (a, b) =
= 1, tedy pokud jejich nejvétsi spoleény délitel je 1 (ten je vzdy spoleénym délitelem a pfitom
nejvétsim spoleénym, pouze pokud a a b nemaji zddné jiné spolecné délitele).

Cviceni. Dokaz, ze je-li d nejvétsi spoleény délitel a n nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel a a b,
tak plati nd = ab.

Definice. Cislo p € N nazveme prvoéislem, jestlize pro kazda a,b € 7 plati, #e pokud p | ab,
tak p | a nebo p | b.

Muzes si rozmyslet, Ze toto tvrzeni je ekvivalentni s tim, ze jedini délitelé ¢isla p jsou 1 a p
(tady uvazujeme pouze ty pfirozené). Uzitecnéjsi je vSak naSe definice, tak si ji, pokud ji jests
nezna$, dobfe zapamatuj.

Znamé je tvrzeni o jednoznac¢ném rozkladu na prvocinitele:

Tvrzeni. Kazdé prirozené c¢islo n lze jednozna¢né (az na poradi) zapsat jako soudin n =
— 1,02 (629 : o < v/ .
=p, Py ...pn", kde p1,p2,...,pn jsou po dvou rizna prvocisla a a; € N proi=1,2,...,n.

Dikaz. Nejprve dokadzeme, ze takovy rozklad existuje, a teprve potom budeme dokazovat jed-
noznacnost. Existenci dokdZeme matematickou indukci. Zaéneme cislem 2, které je prvocdislo,
a tedy ho lze zapsat jako soucin.

Za indukéni predpoklad si vezmeme tvrzeni, ze kazdé ¢islo k € N, k < n lze zapsat jako soucin
prvoéinitelt. Dok4zeme tvrzeni pro n. Bud n nemé zadné netrivialni délitele a pak je prvoéislo,
tedy mé rozklad trividlné, nebo existuje d,c < n, ze n = dc. Pak jak d, tak ¢ ma rozklad na
prvocdinitele.

Jednoznac¢nost dokdzeme dalsi indukci, pro mald prvocisla 2 a 3 (ostatné jako pro vSechna
prvodisla) je zfejma. Dale pfedpokladejme, ze kazdé ¢islo ostfe mensi nez n ma jednoznadny
rozklad. Pro spor necht n = pip2---pn = s182---Sm, kde p; a s; jsou prvocisla. Bez Gjmy na
obecnosti mizeme predpokladat, ze jsou sefazena dle velikosti tj. p1 < p2 < ... < pp a s1 <
<s2<...< 8m.

Dokézeme, ze p1 = s1, p2 = s2 atd. Necht p; < s1. Vime, ze p1 | n =351 < s2 < ... < 8m, pak
ale p1 déli jedno z prvocisel s; (0 < ¢ < m), pfitom p1 < s1 < s; pro kazdé i a s; jsou prvocisla,
tedy dostavame spor a p1 > s1. Obdobné ale mizeme dokazat s; > p1, tedy p1 = s1. Nakonec
poloZme n’ = pap3 -+ pn = S2- - Sm. Plati n’ < n, tedy pro n’ mame indukéni predpoklad, ktery
nam dava kyzené (Vi)p; =s; an—1=m —1, tedy i n = m.

Véta. V celych ¢islech existuje nekone¢né mnoho prvocisel.

Dikaz. Postupujme sporem, necht existuje jen kone¢né mnoho prvodisel p1, p2, ..., pg. Uvazme
¢islo n = p1p2 - - - pr + 1, pak ziejmé p; nedéli n pro zaddné i = 1,2,...,k. Ale n > 1, takze musi
mit netrividlni rozklad na prvocinitele, ¢imz dostavame spor.

Cvicéeni. Najdi jiny dtkaz, Ze existuje nekone¢né mnoho prvocisel.

Euklidav algoritmus a Bézoutova véta

Tvrzeni. (Déleni se zbytkem) Pro kazdé a,b € Z existuji jedind r,q € Z, 0 < r < |b|, ze
a = bq +r. Cislu q fikdme (celo¢iselny) podil a a b a ¢&islu v zbytek po déleni ¢&isla a ¢islem b.

Nyni si popiSeme zpisob, jak najit nejvétsiho spole¢ného délitele néjakych dvou ¢isel. Nasle-
dujicimu postupu se Fikd Euklidiv algoritmus, a prestoze je relativné jednoduchy, tak ma dodnes
Siroké vyuziti a je to asi nejefektivnéjsi zptisob, jak najit nejvétsiho spolecného délitele. Mimo to
ma i vyuziti v teoretické matematice.



Cely algoritmus se opird o nékolik jednoduchych tvrzeni, kterd Ti nechame na rozmysleni.
(Jesté naposled pfipomenu, Ze symbolem (a,b) rozumime nejvétsiho spoleéného délitele a a b.)
Rozmysli si tedy, ze plati: (a,b) = (a — b,b), (a,b) = (a — rb,b) pror € Z a (a,0) = a. MozZné uz
vi§, jak budeme postupovat dale. Podivej se na nasledujici posloupnost déleni se zbytkem (pro
jednoduchost pfedpokladejme, Ze a > b):

a=qb+7r
b=qar1 + 12

Tn—3 = qn—1Tn—2 + n—1

Tn—2 = gnTn—1

Tato posloupnost déleni se zbytkem musi jednou skonéit, nebot kdyby ne, tak a,b,r1,72,... je
ostie klesajici nekoneéna posloupnost prirozenych &isel a ta neexistuje.® Dale z vlastnosti, jez sis
uz zajisté rozmyslel, plyne, ze (a,b) = (b,r1) = -+ = (rn—2,7n—1) = (rn—1,0) = rp—1. Tedy
nejvétsi spolecny délitel a a b je pravé posledni nenulovy zbytek v této posloupnosti déleni se
zbytkem.

Cvideni. Najdi nejvétsi spoleéné délitele (610, 377), (227 4 27+1 + 1,227 — 27+ 1 1) a (n! +
+1,(n+1)!41).

Budeme jesté chvili zkoumat Euklidav algoritmus. Vime, ze d = (a,b) = rp—1, pfitom z (n—1).
rovnosti mame d = —qp—1Tn—2 + rn—3, Tn—2 umime zase vyjadfit z (n — 2). rovnosti pomoci
Tn—3 & Tp—4, obdobné r,_3 atd. Rozmysli si, ze postupnym dosazovanim umime dostat d jako
souCet néjakych nasobkl cisel a a b. Timto rovnou popisujeme postup, jak ziskat Cisla x a y
z nasledujici véty.

Véta. (Bézoutova) Jsou-li a a b celd ¢isla, pak existuji celd ¢isla x,y, Ze
za + yb = (a,b).

Cviéeni. Vyzkousej si tento postup na nékterych (tfeba na svych oblibenych) dvojicich &isel.

Kongruence

Definice. Necht a,b € Z, m € N. Pokud plati m | (b—a), zapisujeme tuto skute¢nost symbolem
a=0b (mod m) a ¢teme a je kongruentni s b modulo m.

Uvedeny vyraz se nazyva kongruence. Sam si rozmyslis, Ze tato definice vlastné ¥ika, ze a i b
davaji stejné zbytky pfi déleni m.

Priklad. Uvédomime si, Ze plati 20 = 11 (mod 9), —12 =2 (mod 7),...
Préce s kongruencemi je vcelku pfijemna diky tomu, Ze s nimi miazeme zachéazet skoro jako
s rovnicemi. Vice uz napovi nasledujici tvrzeni.

6Tato vlastnost ptirozenych ¢isel je v teorii éisel velmi uziteéna. Tteba jsi uz slySel o metodé
,nekonecného sestupu“, kterd ji vyuziva.



Tvrzeni. Pokud a = b (mod m) a ¢ =d (mod m) pro a,b,c,d celd éisla a m ¢islo pFirozené.
Pak plati

(i) a+c=b+d (mod m) Kongruence tedy miizeme sc¢itat pii stejném modulu . ..
(ii) ac =bd (mod m) ... stejné tak ndsobit
(iii) Pokud navic d | m, pakia=0b (modd) ... a pfechdzet k jinym moduliim.

Diikaz. Dokazeme nyni prvni tvrzeni. Podle definice vime, ze m | (a — b) a téz m | (¢ — d),
a potiebujeme dokézat, ze m | (a + ¢ — b — d). K tomu ovSem staci si uvédomit, ze pokud m déli
né&jakd dvé &isla, pak déli i jejich soucet, a vyraz (a + ¢ — b — d) neni nic jiného nez soucet

(a—1b)+ (c—d).

Cviceni. Zkus si dokazat zbyld dvé tvrzeni. Neboj se, ze by to bylo né&jak tézké, staci si vse
rozepsat podle definice.
Zaludnost se objevi teprve ve chvili, kdy chceme kongruence délit. Plati totiz pouze
Tvrzeni. Pokud je n nesoudélné s m a plati na = nb (mod m), pak uz plati a = b (mod m).
Toto opét snadno dokézeme. Prvni kongruence nam ¥iké, ze m | na — nb, tedy m | n(a — b).
Takze jsou-li m a n nesoudélnd, musi platit m | (a — b).
Dulezité je, ze podminku nesoudélnosti nemtizeme vypustit. Napiiklad 2 = 6 (mod 4), ovSem
1 # 3 (mod 4). Takze vzdycky kdyz chceme kongruenci pokratit, musime ovéfit, zda délime
nesoudé€lnym cislem.
Vsimnéte si, ze kongruence vlastné nefikaji nic, co bychom dfive neznali. Je to jen jiny zptsob
zapisu. Jeho vyhodnost by mél ilustrovat nasledujici priklad.
Piiklad. Najdi viechna cela &isla k spliwjici 7 | k2 — 2k — 1.
Reseni. Pozadavek tulohy si prepiSseme jako kongruenci a tu pak, diky pfedchozim tvrzenim,
muzeme upravovat jako rovnici. Napiiklad pfi¢itani nasobki sedmi na levou stranu je jisté ekvi-
valentni uprava.
k*? —2k—1=0 (mod 7)
k2 4+5k+6=0 (mod 7)
(k+2)(k+3)=0 (mod 7)

Odtud vycteme, ze 7 | (k + 2)(k + 3). Diky tomu, Ze 7 je prvocislo, dostavame 7 | k 4+ 2 nebo
7 | k + 3. Upravy byly ekvivalentni, takZe sta¢i splnit jednu z téchto podminek a Fesenim tedy
jsou vSechna k ve tvaru k =7t — 2 a k = 7t — 3 pro jakékoliv t € Z.

Cviceni. Zkuste si pomoci kongruenci odvodit, ze vynasobime-li dvé ¢isla tvaru 3k+ 1, ziskdme
opét cislo tvaru 3k + 1. Zkuste postupovat za pomoci kongruenci i bez nich a oba postupy
porovnejte.

Pokud jste minulé cvicCeni fesili pomoci nasobeni kongruenci, jisté vas nepfekvapi, ze plati i
toto.

Tvrzeni. Pokud a =b (mod n), pak plati i a* = b* (mod n), pro a,b € Z a k,n € N.
K dukazu staci tuto kongruenci k-krat vynasobit samu se sebou.
Priklad. Ukazte, ze 4" =1 (mod 3) pro kazdé n € N.

Reseni. 7 piedchoziho tvrzeni vime, e 4" = 1" (mod 3), nebot jisté plati 4 = 1 (mod 3).
OvsSem 1™ =1 a jsme hotovi.



Cvideni. Dokaite, ze 11 | 10271 4 12" pro kazdé n € N.

Kongruence mohou byt také uziteéné pfi reseni diofantickych rovnic. Muizeme napriklad s je-
jich pomoci snadno ukazat, Ze rovnice nema zadna feseni.

Piiklad. Najdéte viechny dvojice celych &isel k, I, m takovych, ze plati k2 4 12 = 4m + 3.

Reseni. Maji-li se obé strany rovnice rovnat, musi se rovnat i modulo 4. MtZeme tedy psat

k2 +12 = 4m + 3 (mod 4),
k2 412 =3 (mod 4).

Jenomze posledni kongruence uz sama o sobé nemé zadné feseni. Zkus si rozmyslet, ze at umocnis
jakékoliv ¢islo na druhou, vzdy bude davat po déleni ¢tyimi zbytek 0 nebo 1. Nyni uz je zfejmé,
ze leva strana muze nabyvat pouze hodnot 0,1 a 2 ovSem nikoliv 3. TakZe ani puvodni rovnice
nemad zadné feseni.

. / v/ bl / a4
Serial II. — Prvocdisla a jina zvirata
Jiz od objeveni pojmu prvoéislo nékdy ve starovékém Recku se matematici snazi najit zptsob,
jak poznat, ze néjaké dané ¢islo je prvocislo, a predhéni se v tom, kdo najde nejvétsi. Dnes uz
vétSinu z té prace nechdvame pocitacim, nejvétsi prvocisla sotva zvladneme napsat na papir a
téch mensich jsou miliardy tabulek.

A to, Ze to neni problém jednoduchy, ukazuji staleti vyzkumu. Naproti tomu kdyz se podivas
na opacny problém, najit ¢islo, které je slozené, tak zjistis, ze je velmi jednoduchy — tieba ¢islo
2372539082 _ g je slozené a dokonce vétsi, nez nejvétsi znamé prvoéislo. Vidis, v éem je ten trik?
Dokonce jde i velmi snadno dokazat, ze existuje libovolné dlouha posloupnost po sobé jdoucich
slozenych Ccisel.

Cviéeni. Necht n € Nlibovolné (a zvlasté libovolné velké). Dokaz, ze ¢isla n!+2,n!+3,..., nl+
+ n jsou sloZena.

V tomto dile se tedy muzes tésit na to, ze se dozvis, jak se dnes zjistuje, zda néjaka (velkd)
¢isla jsou prvocisla. Nasledné si pak povime o aplikaci v $ifrovani a popiSeme si algoritmus RSA.
Nejdfive vsak budeme muset trochu zpomalit a podivame se jesté na t¥i ze zakladnich vét teorie
Cisel.

Cinska zbytkova véta

Uvazme jednu soustavu kongruenci — muzes se hned zamyslet nad tim, jak bys ji fesil. Méjme
dand a,b € N a moduly m,n € N a pro jednoduchost budeme pfedpokladat, ze m a n jsou
nesoudélna. Hledejme x takové, ze:

z =a (mod n)

z =b (mod m)

Nejdfive si ovéfime, jestli tato soustava vibec néjaké reSeni ma. Z Bezoutovy véty existuji
z,y € Z, ze zn +ym = 1, tj. zn = 1 (mod m) a obdobné ym = 1 (mod n), pak ale &islo
r = axn + bym dava zbytek a modulo n a zbytek b modulo m a nasli jsme jedno FesSeni.

Je toto jediné feSeni? Mnozi z vas jiz tusi, Ze i ¢isla knm + r budou feSeni pro kazdé k € Z.
Dalsi feSeni uz soustava nema, protoze kdykoliv z a y jsou dvé feseni, tak m |z —yin |z —y
(jeden zbytek je a a druhy b) a z nesoudélnosti m,n mame mn | z—y az =y (mod mn). Celkem



jsme tedy ukéazali, ze soustavu fesi Cisla kmn + r pro libovolné k € Z a jediné r = axn + bym
modulo mn.

Cviceni. Honza, ktery zil v kralovstvi Za sedmero horami, mél stado ovci. Nebylo to jen tak
stadecko jen tak obycejnych ovci, poslouchaly ho na slovo a on je vzdy prepocitaval tak, ze
jim vzdycky fekl, at se sefadi nejdfive do sedmistupu, pak do jedendactistupu a nakonec do
desetistupu. Nikdy zaddna ovecka nevycuhovala z fady a vSechny fady byly Gplné a tak Honza
védél, ze mu zaddna nechybi a zZe jich ma pravé 770. Jednoho dne se nad Honzovou chaloupkou
prohnal drak a rozehnal stddo do vSech koutii zemé (nékteré z chytrych oveéek miizete potkat
i u nas). Domu se vratily jen nékteré, a kdyz jim Honza pfikdzal, at se srovnaji, tak nejdiive
v sedmistupu v posledni fadé staly pouze Ctyti, v jedenactistupu jich v posledni fadé stalo sedm
a v desetistupu jen jedinéd ovecka. Kolik Honzovi zbylo ovecek po drakové atoku?

Kdyz se podivas na piedchozi cviceni o Honzovi, v8imni si, Ze v ném jsi fesil (pokud jsi pilny
fesitel) soustavu dokonce ti{ kongruenci. Taky plati, Ze kazda ,takovad® (libovoln& velkd”) soustava
kongruenci mé jednoznac¢né feseni modulo souc¢in moduli. A co znamend takova? Formalné:

Véta. (Cinska zbytkova) Necht n € N, a1,a2,...,an € Z a mi,ma,...,mp € Z jsou po dvou
nesoudélna cisla. Pak soustava kongruenci

z = a1 (mod my)

x

az (mod mz2)

T = an (mod my,)

m4 FeSeni x a navic pro libovolng dvé Feseni z1,x2 soustavy plati 1 = z2 (mod mims - -my).

Dikaz. Uz vime, Ze soustava jedné a dvou rovnic ma feSeni, a dokonce jednoznacné. Indukci
budeme postupovat dale, méjme tedy n + 1 rovnic, pak soustava prvnich n kongruenci ma jed-
noznac¢né feseni r modulo mims - - - myn. A uvazme novou soustavu dvou kongruenci

z =71 (mod mimsa---mny),

T = an+1 (mod mp41).

Kazdé feSeni této soustavy je i FeSeni ptivodni a naopak. Navic plati (mimz -+ mn,mp+1) =1
(z nesoudélnosti m;, m;). Tim jsme ziskali soustavu dvou rovnic a o ni uz vime, ze ma jednoznac¢né
feseni.

Jiny, mozna nazornéjsi zpusob, jak najit néjaké feSeni soustavy kongruenci ze znéni ¢inské
zbytkové véty, vypada zhruba takto: zkusime x vyjadrit z prvni kongruence, vysledek dosadime
do druhé kongruence, odkud znovu vyjadiime a dosadime do tfeti kongruence, ... Postup budeme
psat pro obecnou soustavu, nazorné€jsi ale nejspis bude, kdyz ho hned zkusis aplikovat na néjakou
konkrétni soustavu kongruenci.

Podle prvni kogruence musi byt x = a1 + ymi pro néjaké celé &islo y (které nezname).
Kdyz toto vyjadfeni dosadime do druhé kogruence, dostaneme a1 +ymi = a2 (mod ma), neboli
ymi = a2 — a1 (mod mg). Ted bychom chtéli vyjadrit y. Jak ale na to?

"Zase uplné libovolné velka byt nemtize, ale feknéme koneéné — i tak miize obsahovat tfeba
dvacet miliard kongruenci.



Ukazeme si, jak obecné najit feSeni kongruence ta = b (mod m) (a,b, m jsou ,zndma“ pfiro-
zend Cisla, a a m jsou nesoudélnd a hleddme ¢).8 Chceme vlastné kongruenci upravit do tvaru
t = ¢ (mod m) pro néjaké &islo ¢, potiebujeme tedy obé strany vydélit ¢islem a. To je snadné,
pokud a déli b, jenzZe co kdyz tomu tak neni?

Vyberme si libovolné prvocislo p, které déli a. Pokud p déli b, neni co fesit. Pokud nedéli,
vzpomerime si na zakladni vlastnosti kongruenci — vime, Ze plati ta = b = b + m (mod m),
zkusme tedy Cislem p vydélit b + m. Pokud ani toto neni celé ¢islo, neni potfeba zoufat —plati
také ta = b = b+ 2m (mod m), a tedy muzeme zkusit, zda p déli b + 2m, pfipadné jestli
p|lb+3m,b+4m,...,b —m,;b—2m,.... Jakmile déleni vyjde beze zbytku, dostaneme novou
kongruenci ta’ = b’ (mod m), kde a’ = a/p a b/ = (b+ im)/p pro vyse nalezené i. Abychom
vyfesili tuto kongruenci, zase si vybereme n&jaké prvocislo, které déli a’ a zkusime jim novou
kongruenci vydélit. Casem takto kongruenci pievedeme do kyzeného tvaru ¢t = ¢ (mod m).?

Cviéeni. Mozna sis vSiml, Ze jsme nijak nezduvodnili, Ze p déli néjaké z ¢isel b + im. Zkus to
(s vyuzitim nesoudélnosti ¢isel a a m) dokazat.

A uz se muzeme vratit k nasi soustavé kongruenci! Potfebovali jsme vyfesit kongruenci ym; =
a2 — a1 (mod mg2). To uz pro nds neni zadny problém, a tak muiZeme napsat, ze y = ¢ + zma,
kde c je feseni nalezené vyse uvedenym postupem a z je né€jaké neznamé celé ¢islo. Kdyz to jesté
dosadime do z = = = a; + ym;, dostaneme, ze x = a1 + cm1 + zmima. MiZzes si (nejlépe na
konkrétnim piikladé) vyzkousSet, ze kazdé takovéto x je FeSenim prvnich dvou kongruenci.

Kdyz mame vic nez dvé kongruence, muzeme ziskané x zase dosadit do dalsi kongruence
a vyjadiit z ni z ve tvaru d + ¢tmg3 (¢ nezname). Tak dostaneme z, které uz spliiuje prvni 3
kongruence, a mtizeme pokracovat, dokud neziskdme feseni celé soustavy.

Cinska zbytkova véta je kliGové tvrzeni teorie &isel, které lze vnimat i tak, e dava jednoznad-
nou souvislost mezi zbytkovymi tfidami modulo mims - - - m,, a n-ticemi zbytkovych tf¥id modulo
postupné mi, ma az my. Podivej se tfeba na nejmensi rozumné moduly 2 a 3, jejich soucin je 6
a opravdu zbytek 1 odpovida dvojici zbytka (1,1), 2 pak (0,2), 3 odpovida (1,0), zbytky (0,1)
odpovidaji ¢islu 4 atd.

Mala Fermatova a Eulerova véta

Véta. (malad Fermatova) Necht a € N a p je prvodislo, navic plati p { a, pak
a?"1=1 (mod p).

Dikaz. Uvazme mnozinu &isel {a, 2a, ..., (p — 1)a}. Tato ¢éisla dédvaji po dvou rizny zbytek po
déleni p, nebot kdyby to tak nebylo, tj. ka = la (mod p)) pro n&jakd k,l € 1,2,...p—1ak >,

8Uvedeny postup je celkem dobry pro poéitani s rozumné malymi &isly na papife, rozhodné
ale neni jediny nebo nejlepsi mozny. Jind moznost je tieba pouzit Eulerovu vétu, uvedenou nize
(zkus vynésobit obé strany Fesené kongruence ¢&islem a""(m)). A asi nejlepsi je pomoci Euklidova
algoritmu najit ¢isla u,v podle Bezoutovy véty, tedy takova, ze plati au + mv = (a,m) =1 a
pak fesenou kongruenci vynasobit Cislem wu.

9Muizes si vimnout, Ze jsme Uplné stejné mohli rovnou vydélit celym a. Jen by to vzhledem
k pouzitému postupu bylo pravdépodobné o dost pomalejsi nez délit postupné jednotlivymi
prvodisly, kterd jsou mensi, a mame tedy lepsi Sanci, ze nebudeme muset zkouset pfi¢itat m moc
dlouho.



tak dostavame p | (ka — la) = (k — l)a. Tedy p déli bud a, coz je ve sporu s piedpokladem véty,
nebo k — [, coz je ¢islo mensi nez p, kazdopadné dostavame spor. Z toho je také vidét, ze vSechna
davaji nenulovy zbytek po déleni p. Tedy nabyvaji vSech (nenulovych) zbytkt, proto plati:

(p—1)'=1-2---3=a-2a---(p—1a=(p—1)!-a?~! (mod p).

Protoze (p — 1)! je nesoudélné s p, miZzeme tuto kongruenci pokratit a dostaneme tvrzeni véty.

Véta. (Eulerova) Necht a,n € N jsou dvé nesoudélna ¢isla a p(n) je pocet ¢isel mensich nebo
rovnych n, ktera jsou s n nesoudélna, pak plati:

a?™ =1 (mod n).

Cviéeni. Dokaz Eulerovu vétu. (Neméj strach, diikaz je prakticky stejny jako dikaz Malé
Fermatovy véty, takze to urc¢ité zvladnes.)

Cislo (n) se nazyva Eulerova funkce ¢&isla n. Existuje mnoho zptisobi, jak ji spo¢itat, vechny
vSak predpokladaji znalost rozkladu. Pravé tohoto faktu se uzivd v kryptologii v sifrovacim
algoritmu RSA.

Podivejme se na néjaké vlastnosti funkce . Prvné ¢(p) = p — 1 pro p prvoéislo, nebot
vSechna ¢isla mensi nez p jsou s nim nesoudélna. Tedy Eulerova véta je opravdu zobecnénim
Malé Fermatovy véty. Dale nahlédneme, Ze pro m, n nesoudélna plati p(nm) = ¢(n)p(m). To
je disledek Cinské zbytkové véty. Dale plati jests ¢(p®) = (p — 1)p>~?! pro p prvoéislo a o € N
(soudélné jsou jen nasobky p mensi nez p® a téch je pravé p®—1!). Jako diisledek t&chto dvou
nahlédnuti dostavame:

Tvrzeni. Necht n = ptps?---pp™ je prvociselny rozklad ¢isla n takovy, Ze pro i # j plati
pi # pj. Pak plati

e(n) =pi Hp1 = 1)ps? Hp2 — 1) pam T (pn — 1) =n (1 - i) (1 - i) (1 B L) '

p1 p2 Pn

Prvodiselnost

V dalsi ¢asti si povime néco o prvociselnych testech. VSechny fesi zakladni problém: Mame dané
prirozené ¢islo n a nasim ukolem je zjistit, jestli je prvocislem. Urcité jsi uz néktera cisla testoval
a to u téch mensich prevazné zkousenim vSech moznych délitelu cisla n. To je nejjednodussi
prvodiselny test (a taky jeden z téch malo efektivnich). K nému se vaze i jednoduché tvrzenicko:
Je-li ¢islo n slozené, tak ma délitele d, ktery je nejvySe /n. Ve zkratce uvedeme dikaz: je-li
n = de, pfi¢emz d < e, pak d? < n.

Fermatuv test

Podivame se na o néco lepsi prvociselné testy, které jsou zaloZeny na malé Fermatové vété. Mala
Fermatova véta ¥ik4, ze je-li n prvoéislo a (a,n) = 1, pak

a"'=1 (mod n)

Na tomto tvrzeni je zalozen Fermatuv prvociselny test, ktery se dd popsat nasledujicimi slovy:
Zvolme a libovolné, spoéitejme a™~1 (mod n), pokud je riizné od jedné, tak n je slozené. Uz ve
staré Ciné se tento test pouzival striktné pro a = 2 (nejmensi rozumné &islo) a ukazuje se, ze



prvni slozené éislo, které neni timto testem odhaleno, je ¢islo 341. Snad jsem vés ted presveédcil, ze
prece jen tento test k nééemu je. Komu by se taky chtélo u ¢isla asi 329 testovat jestli je délitélné
dvéma, tfemi, péti, sedmi, jedenacti, t¥indcti a sedmnéacti, kdyz misto toho mize spocitat jenom
vyraz 2328 mod 329 (a schvélng, jak to vyjde?).10

Kromé toho se ukazuje, ze tento test sice umi celkem rychle vyloucit hodné slozenych cisel,
ale nemame nic, o co bychom se mohli opfit, kdyZ chceme s naprostou jistotou tvrdit, ze ¢islo je
prvocislo. Vysledek, ke kterému dochazime, je pouze: , Tohle cislo je s velkou pravdépodobnosti
prvodislo.“ A dokonce se i ukazuje, ze tento test je Spatny, protoze existuji ¢isla, kterym se fika
Carmichaelovy:

Definice. Cislo n nazveme Carmichaelovym, pokud pro kazdé a € Z,(a,n) = 1 plati a1 =1

(mod n).

Jesté nez se pustime do vypisovani néjakych prikladt Carmichaelovych ¢isel, tak si uvedeme
jedno tvrzeni, které nam trochu priblizi, jak vypadaji.

Tvrzeni. Necht n je liché slozené cislo. Pak plati:

(1) Je-li n Carmichaelovo, tak n neni délitelné Zddnou druhou mocninou Zddného prvodisla.
(Takovym ¢islum n se ¥ika bezétvercova.)

(2) Jestlize n je bezétvercové a n = pip2 - pk, pak n je Carmichaelovo, pravé kdyz p; —
—1|n—1prokazdéi=1,...,k.

Drikaz. Dtkazy prvni ¢asti tvrzeni a jedné implikace z druhé ¢asti neuvedeme, nebot jsou trochu

Podivame se tedy na tu snadnou implikaci. Pfedpokladejme, ze (p; — 1)d; = n — 1 pro kazdé
i =1,2,...,k. A necht navic mame b nesoudélné s n, tedy i s p; a plati pPi—Ddi = 1di =1
(mod p;). To plati pro kazdé i a dostavame p; | b1 — 1, tedy i n = p1p2---pr | b* "1 — 1. A to
jsme chtéli dokéazat.

Ted je spravny ¢as uvést si néjaké piiklady. Cislo n = 561 = 3 - 11 - 17 je Carmichealovo.
A opravdu 560 je délitelné 3 — 1, 11 — 11 17 — 1, a tedy je Carmichaelovo. Moje oblibené ¢islo
1729 = 7-13 - 19 je také Carmichaelovo (Je celkem vidét, ze 1728 je délitelné ¢tyimi a deviti
podle znamych kritérii, tedy musi byt nutné délitelné 6, 12 a 18). Vsimni si, Ze obé tato ¢isla
jsou souéinem t¥1 prvocéisel — dokonce plati, ze kazdé Carmichaelovo éislo je souéinem alespon t¥i
prvodisel.

Carmichaelovych ¢isel o¢ividné neni mnoho. To, ze jich je nekonecné mnoho, bylo tfeba do-
kédzano az v roce 1992.

Cvicéeni. Dokaz, ze Carmichaelovo ¢islo je soucin alespon t¥i riznych prvocéisel.

Miller-Rabintv test

Existence Carmichelovych cisel, kterd velmi dobfe prochézeji Fermatovym testem, je nejvétsi
slabina tohoto testu. Ukazuje se, Ze tato slabina se da odstranit jednoduchou myslenkou, ktera

10Co je to za blbost?! Jak by mohlo byt pocitani néjaké silené mocniny rychlejsi, ne# prosté
jenom vyzkousSet délitelnost par malymi ¢isly?! Zkus si to rozmyslet (a pokud jsi informatik, tak
tfeba i spocitat ¢asovou slozitost téchto algoritmil). Par rad nebo ndmétt k zamysleni: Pocitame
modulo, takze se pfi umocnovani miazeme velkych c¢isel zbavovat. Neni potfeba postupné nasobit
a pocitat (tfeba) 2%,22,23 ... 2100 2101 9102 /9327 9328 ale miizeme umociiovat na druhou
a pocitat 21,22 24 28 216, ... — to jde o poznani rychleji.



je zalozena na tom, Ze pokud b2 =1 (mod p), kde p je prvoéislo, pak p | b2 —1 = (b—1)(b+ 1),
a protoze p je prvocislo, tak musi délit prvni nebo druhou zavorku a mame b = +1.

Za¢neme s Fermatovym testem a uplatnime na né&j ptredchozi pozorovani. Necht n je liché
&islo, které budeme testovat. Aby n bylo prvoéislo, tak a®~! = 1 (mod n), ale n — 1 je sudé.
Pokud tedy a™~! = 1, tak a(?=1)/2 = £1. A kdyby nam nahodou vyslo 1 a exponent by byl
porad sudy, tak mtzeme postup opakovat a dostavame a(m=1/4 = +1. Dale pokud vyjde —1 a
navic i (n — 1)/4 je sudé, tak znovu a(*~1)/8 = £1 atd., a# dokud exponent neni lichj nebo nam
nevyjde —1. Pro shrnuti je-li n — 1 = 2"m, kde m je liché (ekvivalentné 2" je nejvy$si mocnina
dvojky, kterd déli n — 1), pak musi nastat jeden z nasledujicich pfipadi:

a™ = £1 (mod n),



a®™ = —1 (mod n),

a?’m=_1 (mod n),

a2 tm= 1 (mod n).
Protoze vime, Ze nas postup se miize zastavit, pouze pokud ndm vyjde —1 (to jsou druha az
posledni kongruence) nebo budeme mit lichy exponent (tedy prvni kongruence). Tim dostédvame
Miller-Rabintv test. V praxi se pak prave testuje v tomto poradi, protoze jakmile spocitame a™,
tak kazda dalsi mocnina a, kterou potfebujeme, je druhou mocninou piedchozi modulo n.

Ukazuje se, ze tento algoritmus uz je mnohem lepsi. Je dokazano, ze pokud je n slozené, tak
test selze pro alespon tfi ¢tvrtiny moznych voleb a. To mj. znamend, ze pokud ho provedeme
tieba tfikrat s ispésnym vysledkem, tak nase ¢islo je s pravdépodobnosti 1 — (i)3 = 98,4375%
prvocislo! (Porad k tomu, abychom si mohli byt naprosto jisti, stejné potfebujeme otestovat vice
nez ¢tvrtinu moznych a, holt nemtzeme mit vSechno.)

Vsimni si, Ze tento test je oproti Fermatovu lepsi ,,jen“ tim, Ze pouziva navic definici prvocisla,
tj. p je prvocislo, pravé kdyz pro kazdé a,b, pokud p | ab, tak p | a nebo p | b, kterd vede
k jednozna¢nému rozkladu polynomu (v nasSem piipadé rozkladu 2 — 1) na kofenové ¢initele
a nerozlozitelné polynomy. Vsimni si, Ze tfeba pro osmicku tohle neplati — kongruenci z2 = 1
(mod 8) ftesi libovolné liché ¢islo a ta davaji celkem ¢ty¥i riizné zbytky modulo 8.

Sifrovaci algoritmus RSA

Algoritmus RSA (pojmenovan podle matematikt Rivesta, Shamira a Adlemana) je v souc¢asnosti
jeden z nejpouzivanéjsich Sifrovacich algoritmi. Patii mezi asymetrické Sifry, to znamena, zZe je
pouzit jiny algoritmus na zaSifrovani a jiny na desifrovani. Diky tomu muze byt Sifrovaci algo-
ritmus verejné znam, aby kdokoliv mohl poslat komukoliv zpravu. K desifrovani je pak potifeba
soukromy kli¢ pfijemce, ktery je naopak pfisné utajen a zna ho jen prijemce sam. Tim je zafizeno,
ze zpravu si preCte jen a jen on.

Cely algoritmus je zalozen na Eulerové vété, z ni vime, ze pro libovolné m plati me(m+l =
m (mod n). Snadno matematickou indukci dokdZzeme dokonce: pokud a = 1 (mod ¢(n)), tak
m® = m (mod n). Pfitom k ziskdni p(n) je potfeba znat rozklad &isla n na prvocinitele a to
je uloha, kterou v soucasné dobé neumime rychle fesit. Pokud by tedy ndhodou nékdo objevil
rychly algoritmus na rozklad ¢isla na prvodinitele, tak by si nejen vydobil slavu a uznani celé
matematické obce, ale tento objev by dokonce ovlivnil bézny zZivot, protoze by se okamzité zhroutil
veskery systém elektronického bankovnictvi, kde se dnes pfevazné pouzivd RSA. Je pravda, ze uz
existuji alternativni algoritmy, ale ty nejsou globalné pouzivany. Kazdopadné by to znamenalo
nemalé zmény a v dnes$ni ekonomické krizi by to bylo uréité zajimavé, takze vzhiiru do toho!

Vratme se zas od ekonomie k matematice. Jak tedy funguje RSA? vetejny kli¢ je dvojice &isel,
prvni je modul n a druhy exponent e, ktery je nesoudélny s ¢(n). Zpravu m pak zasifrujeme tak,
Ze ji umocnime na e modulo m, tedy pro zasifrovanou zpravu 3§ plati § = m® (mod n). Soukromy
kli¢ pak je dvojice n a d, kde d je zvoleno tak, aby de =1 (mod ¢(n)). Pak budeme desifrovat
umocnénim na d modulo n tj. % = m®? = m (mod n).

A jak takové d dostaneme? Odpovéd je v Bézoutové vété a Euklidové algoritmu. Z nich umime
zjistit pro ¢isla d a ¢(n) hodnoty e a f, aby de + fp(n) = 1, pak bude platit i kyZzené de = 1
(mod (n)).



Nakonec se jesté podivame piesné na generovani klicd. V praxi se za n voli soucin dvou
dostatecné velkych prvocisel p a g. Pak vime, ze ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1). A postup vypada:
(1) Zvolme dvé ruzné dostateéné velka a ndhodnd prvodisla p a q.
(2) Spoctéme n =pq a ¢(n) = (p—1)(q — 1).
(3) Zvolme libovolné e, aby (e, p(n)) = 1.
(4) Spoctéme d z Euklidova algoritmu, aby de =1 (mod ¢(n)).
(5) Zvefejnime n a e jako véfejny kli¢, n a d si schovame jako soukromy kli¢ a mezivysledky
radéji zapomeneme.

Na zavér se podivame na ukazku, jak to vSechno funguje. Bézné se pouzivaji oprvadu velka
prvocisla, av§ak abychom ukézali funkénost RSA, tak nam budou staé¢it mnohem mensi, feknéme
11 a 19. Spocteme si nejdiive modul n = 11 - 19 = 209, ¢(n) = 10 - 18 = 180. Za exponent e
zvolme tfeba 37, ovéfme, Ze je opravdu nesoudélny s ¢(n) = 180 euklidovym algoritmem:

180 =437+ 32

37=1-32+5
32=6-5+2
5=2-2+4+1

Takze vidime, Ze opravdu je. Ted zpétnych chodem spoditame d, chceme, aby 37d + 180k = 1.
Vimel1=5-2-2=13-5—-2-32=13-37—-15-32=13-37—15(180—4-37) = 73-37 — 15 - 180.
Tedy d = 73 (potfebujeme d kladné, nebot na néj budeme umociiovat). Mame tak véfejny kli¢
(209, 37) a soukromy (209, 73).

Ted zasifrujme néjakou zpravu. Zprava musi byt ¢islo mensi nez modul, tedy 209. Budeme-li
chtit tedy zakédovat tfeba pismeno ,,a“, v ASCII mu odpovida ¢islo 97. Zasifrujeme umocnénim
na exponent e = 37 modulo n = 209 (tady asi budeme potiebovat kalkulacku na pomoc):

972 =4 97*=42=16 978 =162 =47
9716 =472 =119 9732 = 1192 = 158 (mod 209)
9737 = 9732+4+1 = 158 .16 - 1 = 59 (mod 209)

Takze zaSifrovand zprava je 59. Tuto zpravu muzeme véfejné vyivavat a nikdo ji nebude rozumét.
Jakmile ji vSak dostane nékdo, kdo zna soukromy kli¢, tak muze zpravu desifrovat podobné jako
byla zasifrovand, jen pouzije kli¢ (209, 73). Pocitejme tedy:

592 =137 59°=1372=168 595 =1682=9
5916 =92 =81 5932 =812=82 595 =822 =36 (mod 209)
5973 = 59%4+8+1 — 36.9.59 = 97 (mod 209)
Jestli jste mé zvladli sledovat, tak vidite, Ze 5973 = 97 (mod 209). A tim tedy nakonec dostavame

opét puvodni zpravu, tedy pismeno ,a“ v ASCII kédu. A je uz jen na nas, jak takovou zpravu
pochopime.

Serial III. — Jak vyzrat na diofantické rovnice?

V dalsim dile naseho oblibeného serialu si povime, jak fesit nejriznéjsi zasmodrchané diofantické
rovnice. Co to ale takova diofanticka rovnice je? Jde prosté o néjakou rovnici, ktera je zvlastni tim,



7e se zajimame jenom o jeji celo¢iselna feseni.l! Jak uz to tak byva, ,diofantické“ se takovymto
rovnicim ¥ikd podle Reka Diofanta z Alexandrie. Ten zil nékdy kolem roku 250 pied Kristem,
a prestoze nebyl prvni, kdo takovéto rovnice fesil, jmenuji se po ném.

My si postupné ukazeme finty a postupy, které zaberou na v§emozné rovnice. Tento dil seridlu
je tedy zcésti pojaty jako jakysi prehled nejznaméjsich metod reseni diofantickych rovnic. Zvlast
na jeho zadatku se tedy muze snadno stat, ze leccos z toho, o ¢em tady piSeme, uz znas. Ani

v takovém pripadé vsak jesté neni vSe ztraceno a nemusis zoufat! (: Ke konci seridlu bys mél
...... (: 12

Mocniny a kongruence

Nez se budeme moci pustit do feseni rovnic, bude se ndm hodit si pfipomenout i néco o reseni
kongruenci. Casto totiz pii feSeni diofantické rovnice pomtize podivat se na zadanou rovnost
modulo néjaké vhodné zvolené cislo.

Jednim ze zékladnich nastroji pfi praci s kongruencemi a mocninami je mald Fermatova véta
(a pfipadné Eulerova véta). I my je dnes obc¢as vyuzijeme, pfipomenime si tedy, co fikaji.

Malé Fermatova véta: Méjme prvocislo p a celé Cislo a, které neni délitelné p. Pak plati
a1 =1 (mod p).

Eulerova véta: M&me m € N,m # 1 a celé &islo a, které je s m nesoudélné. Pak a¥(™) =1
(mod m), kde ¢(m) je Eulerova funkce. Pokud je m = p{*p5? ---pzk, kde p1,...,pg jsou po
dvou riizné prvocisla, k € Na ay,...,05 €N, je o(m) =m(1 —1/p1)(1 —1/p2)--- (1 — 1/pg).

Ackoli na Feseni kongruenci existuji i sofistikovanéjsi metody (které jsou ale bohuzel vétsinou
neelementérni), pro nase ucéely bude stacit, kdyz si ukdzeme, jak FeSit kongruence zkouSenim.
K tomu se ndm bude hodit nasledujici jednoducha véta.

Véta. (o polynomech a kongruencich)  Mé&jme polynom P(zx) s celodiselnymi koeficienty,'3
pfirozené ¢islo m a celd ¢isla a a b. Pokud a = b (mod m), pak také P(a) = P(b) (mod m).

Dikaz. Ac se mize zdat, ze je tento diikaz nepfijemné preplnén nejriznéjsimi pismenky, neni na
ném nic tézkého. Prosté jenom dosadime ¢isla a,b do polynomu a hodnoty porovname. Pustme
se tedy do toho. (:

Oznaéme P(x) = anz™ +an—12" 1 4 -+ a1z + ap pro n&jaké n € Na ap,...,a1,a0 € Z.
Vime, e a = b (mod m), a tedy také a® = b* (mod m) pro viechna k (vyuzivame jednu ze
zdkladnich vlastnosti kongruenci — to, Ze kongruenci mizeme umocnit na jakékoli pfirozené ¢islo).
Vynésobenim &islem aj, dostdvame, ze plati apa® = abF (mod m). Secteme-li vSechny tyto
kongruence pro k = 0,1, ...,n, dostaneme ana™+an_1a" "1+ -4ajatag = anb”+an_16" "1+
+ -+ aib+ap (mod m), neboli P(a) = P(b) (mod m).

Tato véta se nam velice hodi v situaci, kdy néas zajima, jakych hodnot nabyva dany polynom
modulo néjaké ¢islo. A to se nam muze hodit pfi feSeni rovnic, ¢asto to totiz dopadne tak, ze
polynom vsech moznych hodnot nenabyva.

Piiklad. Uréi vechny mozné hodnoty 2 mod 5.

11 Asponi vétsinou. Casto také budeme studovat FeSeni v ptirozenych ¢&islech a ob&as dokonce
i mezi ¢isly racionalnimi.

12 Asponi v to teda doufam. (:

13To znamena, ze P(z) = anz™+an—_12" '+ -+aix+ao pronéjaké n € Naanp,...,a1,a0 €
Z.



Reseni. Kazdé celé ¢islo x je modulo 5 kongruentni s jednim z &isel 0,1,2,3,4, oznaéme je
na chvili tfeba a. Nas zajim4, kolik je 2 mod 5, podle vyse uvedené véty je 22 = a? (mod 5).
Abychom tedy nasli vechny mozné hodnoty 2 mod 5, staci, kdy# spoéteme hodnoty a? mod 5
pro a = 0,1,2,3,4. To je ale jenom 5 ¢isel, muzeme je tedy jedno po druhém zkusit dosadit.

Zjistime, #ze a? (mod 5) miize byt jen 0,1 nebo 4.
Piiklad. Dokaz, ze pokud 7 déli z2 + y?, pak 7 déli jak = tak y.

Resend. Zkusme zjistit, kdy se muize stét, ze 7 | 22 + y2. Jde ndm tedy o to, kdy je 22 +y% =0
(mod 7). Podobné jako v ptedchozim piikladé mtzeme spoéitat, Ze x? (mod 7) mize byt jen
0,1,2 a 4, stejné tak samozfejmé i pro y2. Mame tedy dvé éisla (2 a y2) z mnoziny {0,1,2,4},
takova, ze jejich soucet je 0 modulo 7. Po chvilce zkouSeni (nebo bychom si tfeba mohli udélat
tabulku v8ech moznych sou¢til) zjistime, Ze se to muze stit jenom tehdy, kdyz jsou obé ¢isla 0.
Mame tedy 22 = 0 = y2? (mod 7), a proto také z = 0 = y (mod 7), coz je to, co jsme chtéli
dokézat.

Obcas se nam také miize hodit uréit, jakych hodnot nabyva néjakd exponencidlni funkce —
t¥eba 2% (mod 5). V takovémto pfipadé ma ¢lovék ¢asto tendenci si Fict: ,,Nu, poéitdme modulo
5, tak tedy vyzkousim dosadit vSechny mozné hodnoty a mod 5, tedy ¢isla 0, 1, 2, 3, 4. To je ale
spatné! Vzdy musime byt schopni néjak zdtuvodnit, ze stac¢i dosadit ty hodnoty, které dosazujeme.
A v tomto pfipadé ale (na rozdil od dosazovani do polynomu) neplati, ze pokud a = b (mod 5),
pak také 2¢ = 2° (mod 5).

Miize ndm pomoci tfeba mald Fermatova véta, kterd v tomto piipadé ¥ika, ze 2 = 1 (mod 5).
Pokud tedy a = b (mod 4), je a = b+ 4k pro n&jaké k € Z. Pak 2¢ = 2b+4k — 2024k — ob(o4)k =
201F = 2% (mod 5), neboli 2% = 2° (mod 5). Protoze je kazdé celé ¢islo a kongruentni s n&jakym
z Cisel b = 0,1, 2,3 modulo 4, sta¢i vyzkouset dosadit tyto hodnoty.

Kdybychom uréovali hodnoty 2% (mod m) pro slozené m, nemohli bychom pouzit malou
Fermatovu vétu. V takovém pripadé se hodi Eulerova véta, nesmime jen zapomenout ovérit
pfedpoklad, zda je (v tomto pfipadé) umocriované ¢islo 2 nesoudélné s m. Obecné tedy miiZzeme
viceméné Fici, ze pfi poéitani modulo m ,dole“!* zkousime vSechny mozné zbytky modulo m,
zatimco ,,nahote“!® dosazujeme viechny hodnoty modulo ¢(m). A kdyby nés zajimalo to, jakych
hodnot nabgva funkce 57 modulo m, zkouseli bychom hodnoty = modulo p(p(m)) — samoziejmé
jen pokud by byly splnéné predpoklady obou Eulerovych vét, které bychom potfebovali pouzit.
(Pokud Ti to neni jasné, zkus si to rozmyslet. (:)
jaké hodnoty by bylo potfeba dosazovat, kdybychom chtéli urc¢it vSechny mozné hodnoty z*
(mod 7) nebo z® (mod 10).

Na zavér této sekce se zminme o tom, zZe se véta o polynomech a kongruencich muze hodit
i k feSeni tloh o polynomech. Opét si to pfedvedeme na piikladu.

Priklad. Najdi v8echny polynomy P(z) s celo¢iselnymi koeficienty takové, ze P(5) = 7 a pfitom
P(8)=8.

Reseni. Nuze, zkusme néjak pouzit uvedenou vétu. Mizeme si tfeba vSimnout, ze plati 5 = 8
(mod 3) (s 5 a 8 pocitdme proto, ze se vyskytuji v zadani, 3 jsme zvolili tieba proto, Ze je to
rozdil t&chto &isel). Podle véty by tedy mélo byt P(5) = P(8) (mod 3). OvSem podle zadani by

14Tim myslime napiiklad ve funkcich x,22,3z18 4+ 223,... — jde o to, Ze neznamé z je tu
umocnovana.
15Tedy v exponentu, t¥eba u funkci 5%,13%,. ...



meélo byt 7 = P(5) = P(8) = 8 (mod 3). To ale zjevné neplati, zddny celo¢iselny polynom tedy
zadani nemuze vyhovovat.
Cviceni.

(1) Najdi vsechna feseni kongruence 22 = 3 (mod 7).

(2) Uréi viechny mozné hodnoty 2 (mod 4).

(3) Najdi vsechna cel4 ¢isla x takova, ze 7 | 23 + 1.

(4) Ur¢i vSechny mozné hodnoty 2% (mod 7).

(5) Najdi vSechny polynomy P(z) s celo¢iselnymi koeficienty takové, ze P(7) = 22 a P(19) =

=42.
(6) Najdi vSechna celd &isla x takova, ze £'2 = 3 (mod 11).
(7) Uréi vSechny mozné hodnoty z* (mod 7).

Linearni rovnice

Priklad. Najdéte vSechna celociselné Feseni rovnice 4z + 14y + 21z = 5.

Reseni. Vezméme si néjaké feseni (z,y, 2). Zkusme nejprve zjistit, co miizeme Fict tieba o z.
Abychom si ho mohli z rovnice ,vyjadrit“, bylo by nejlepsi se zbavit protivnych neznamych y
a z. To se ndm povede t¥eba tak, ze budeme pocitat modulo 7 (v8imni si, Ze jsme zvolili 7 coby
nejvétsi spoleény délitel Cisel 14 a 21, koeficientt u y a z). Musi platit 4« =5 (mod 7), (jedinym)
FeSenim této kongruence je z = 3 (mod 7) (pokud T¢ to prekvapuje, zkus si proc¢ist minuly dil
seridlu). To znamend, ze © = 3 + Tk pro né&jaké celé ¢islo k.

Po dosazeni do zadéani zjistime, Ze celou rovnici mizeme vydélit 7, po tpravé dostaneme
2y+3z = 4k — 1. Povazujme odted k za parametr a zkusme nyni vyjadiit nezndmou y. Poéitanim
modulo 3 se zbavime z a dostaneme kongruenci 2y = 4k—1 (mod 3), jejimz FeSenim je y = 2k+2
(mod 3). Tedy y = 3l + 2k + 2 pro né&jaké celé ¢islo k. Dosadime-li i toto do zadéani, po tpravé
(tentokrat ptijde délit i 3) dostaneme, ze z = 20 + 1.

Zjistili jsme tedy, ze kazdé feseni musi byt tvaru @ = 7k + 3,y =2k + 3l 4+ 2,z = 2l 4+ 1, kde
k,l € Z. Zkouskou (nebo tivahou, Ze tomu ani jinak byt nemuze) zjistime, Ze vSechny tyto trojice
zadanou rovnici vskutku resi.

rovnici. Obecné neni tézké dokazat toto tvrzeni:

Tvrzeni. Méjme nenulovd cela cisla ai,az,...,an pro néjaké n € N a celé ¢islo b. Rovnice
a1r1+a2x2+- - +anTy = b s nezndmymi x1,x2,...,Tn ma reseni, pravé kdyz NSD(a1,...,an)
deli ¢islo b.

Pfi feSeni takové rovnice bychom si naptfed vybrali néjakou nezndmou, kterou bychom chtéli
vyjadfit — tfeba x,. Abychom se zbavili ostatnich nezndmych, poéitali bychom modulo D =
NS8D(a1,a2,...,an—1). Ziskanou hodnotu z,, (mod D) bychom pak dosadili do zadané rovnice.
Potom bychom si vybrali néjakou dalsi neznadmou, podobné ji vyjadrili, dosadili ... A takto porad
dal a dal, az bychom znali vSechny neznamé. Pak bychom uz jen pro jistotu udélali zkousku, jestli
jsme opravdu nasli feseni.

A uréité by nés nezaskoéila ani o chloupek komplikovanéjsi situace, kdy bychom méli soustavu
takovychto rovnic, jako t¥eba ve 3. cviteni:16

16Podobné rovnice a soustavy pravé fesil jiz zmifiovany Diofantos.



Cviceni.
(1) Najdi vSechna celo¢iselnd feSeni rovnice 2z + 3y = 5.
(2) Najdi vSechna celo¢iselnd feSeni rovnice 105z + 70y + 42z = 67.
(3) Po dvorku pobiha nékolik slepic, psti a bezhlavych trojnozct.'” Dohromady maji 43
nohou a 10 hlav. Ur¢i, kolik je zvifat od kazdého druhu.
(4) Najdi vSechna celo¢iselnd feSeni rovnice 10z + 28y + 60z + 63t = 41.

Pocitani modulo p¥i feseni rovnic
Pokud jsi nepreskoc€il minulou sekci, jisté sis v8iml, ze jsme k Feseni uvedenych rovnic primo
Zv14sté kdyz mame podezieni,'® 7e zadana rovnice nema zadné feseni, neni nic krasnéjsiho, nez
kdyz se nam povede najit né€jaké cislo takové, ze modulo toto Cislo nemé vznikla kongruence
feSeni. Zkusit pocitat modulo néjaké Cislo se ale hodi i jindy — asi v podstaté vzdycky, kdyz
nés pii feseni diofantické rovnice nenapadd, jak postupovat, se vyplati zkusit, co se stane, kdyz
budeme pocéitat modulo néjakd malé cisla. Zv1asté tfeba ta, kterd se v zadané rovnici pfimo
vyskytuji. Po¢itanim modulo né se totiz ,zbavime“ pfislusnych ¢lenti a rovnice se zjednodusi.
Dost uz ale teoretickych feci, radsi si postup ukazme na nékolika prikladech.

Piiklad. DokaZ, Ze rovnice 722 + 533 + 14 = 0 nem4 celoéiselné feseni.

Reseni. Piedpokladejme, Ze mame néjaké feseni (x,y). Zkusme se zbavit osklivého &lenu 5y3.
To se ndm povede tieba, kdy# budeme poéitat modulo 5. Dostavame 222 +4 = 0 (mod 5), neboli
22 = 3 (mod 5). Jak ale uz vime (nebo rychle zjistime vyzkousenim hodnot 0, 1, 2, 3, 4), vzdy
plati 22 = 0,1,4 (mod 5). Kongruence tedy nemiize mit feSeni, a tedy Feseni nemtize mit ani
puvodni rovnice.

Priklad. Najdi vSechna celoéiselna feseni rovnice 2% = 11 4 7y.

Reseni. Nejprve si v§imnéme, %e pokud je z < 0, neni 2% celé &islo. Prava strana rovnice je ale
celé cislo vzdy, tato situace tedy nemtze nastat. Dale predpokladejme, ze = > 0.

7Z rovnice miZeme pfimo vyjadrit y = 2°-11 Zajiméa nas tedy jen to, kdy je tento zlomek
celé ¢islo. A to odpovidéd tomu, kdy je 2* = 11 (mod 7). Abychom toto zjistili, mizeme pouzit
malou Fermatovu vétu — podle ni je totiz 26 = 1 (mod 7), staéi tedy vyzkouset hodnoty = =
= 0,1,2,...,5. Dostavame 20 = 1, 2! = 2, 22 = 4(= 11), 22 = 1 (mod 7). Mohli bychom
samoziejmé pocitat dil a dosadit jesté zbylé hodnoty x, neni to ale potfeba. Protoze ndm vysla
1 (coby 23 (mod 7)), vidime, ze dokonce 2¢+3F = 2% (mod 7), a tedy staci zkouset jen hodnoty
exponentu modulo 3 (jinak Fedeno, hodnoty funkce 2% (mod 7) jsou periodické s periodou 3 —
zatimco z malé Fermatovy véty jsme se dozvédéli jen o periodé 6).

Muzeme tedy uzaviit, ze 2¢ = 11 (mod 6), pravé kdyz = = 2 (mod 3). Zadana rovnice mé
93k+2 _
7

tudiz feseni jen pro xz = 3k + 2,k € Ng,!9 potom dopoéteme, ze y = 11 7 predchoziho

vime, ze y je opravdu celé ¢islo, i kdyz to tak nevypada.

Piiklad. Najdi viechna pfirozena éisla m,n takova, ze 1! 42! 4+ 3! + ... + n! = m2.

17Jak jeho jméno napovida, takovy bezhlavy trojnoZec nemé chuddk zadnou hlavu, ale zato
hned 3 nohy.

18Nejlépe na zakladé toho, Ze to po nas pi¥imo chce zadani. (:

19Nesmime zapomenout, Ze jsme na zacatku zjistili, ze  musi byt nezdporné. Proto musi byt
i k nezaporné.



Reseni. Tato rovnice vypada dost divné, na prvni pohled neni moc jasné, co by s ni slo délat.
Kdyz nevime, hodi se zkusit, co se stane, kdyz budeme pocitat modulo néjaké (zatim obecné)
pfirozené ¢&islo k. Dobré je vSimnout si toho, ze je-li Il > k, jel! =1- (1 —1)---(k+ 1k(k —
—1)---3-2-1 =0 (mod k). Pokud je tedy n > k, mame 1!4+2!+3!+--.+(k—1)! = m? (mod k).
Hodnota levé strany se tudiz modulo k pro velké n jiz neméni! Kdyz si jesté vzpomeneme, ze m?
mod k nikdy nenabyvé vsech moznych hodnot, méame skoro vyhrano — staci totiz najit k takové,
ze 11+ 2! 43!+ .-+ (k—1)! nebude modulo k druhou mocninou. Pustme se tedy systematicky
do hledéani:

k = 2: 1! = 1 maze byt druhou mocninou modulo 2.

k=3:114+2!'=3=0 (mod 3) je druhou mocninou.

k=4:11+214+3=9 =1 (mod 4) zase mize byt druhou mocninou. ) : Uz by se nam chtélo
zaCit zoufat, Ze to nikam nepovede, zkusme ale jesté chvilku vydrzet!

k=5 11421+ 3! +4! = 33 = 3 (mod 5). Pfitom ale 22 = 0,1,4 (mod 5), takZe toto neni
mozné!

Zjistili jsme tedy, ze pokud n > 5, rovnice nema feseni. Ted uz jenom vyzkousime 4 zbyvajici
hodnoty n. Pro n = 1 dostavame tfeseni m = 1, pro n = 2,4 rovnice zadné feSeni nema, ale pro
n = 3 mame jesté jedno feSeni m = 3. A je to! (:

Cviceni.
(1) Najdi vsechna celoéiselna feseni rovnice 722 + 5y = 13.
(2) Najdi vSechna celo¢iselnd FeSeni rovnice z(z + 3) = 4y — 1.
(3) Najdi vsechna celoéiselna feseni rovnice 322 — 4y? = 13.
(4) Najdi vSechna celo¢iselnd FeSeni rovnice 2% = 8 — 5b.

Coz takhle pouzit néjakou nerovnost?

Uzite¢nym trikem pro feSeni rovnic muze byt pouziti nerovnosti. Jednou takovou nerovnosti je
t¥eba 22 > 0 pro vSechna celd &isla x:

Piiklad. Najdéte vSechna celo¢iselna feseni rovnice a? + 3b% = 13.
Reseni. Vime, ze musi platit a® > 0, a tedy dostavame 13 = a2 4 3b% > 3b2. Tuto nerovnost ale
spliuji jen b € {—2,-1,0, 1, 2}. Vidime, Ze b mze nabyvat jen koneéné mnoha riiznych hodnot.
Neni tedy zadny problém kazdou z nich zkusit dosadit do zadané rovnice a zjistit, pro které z
nich dostaneme néjaké feseni. Vyjde ndm, Ze rovnice mé ¢étyfi feSeni (1, 2), (-1, 2), (1, -2), (-1,
-2).

Dalsim uzitecnym faktem, ktery souvisi s nerovnostmi, je tento:
Tvrzeni. (o po sobé jdoucich mocnindch)  Méjme pfirozené ¢islo n. Neexistuji celd éisla a,b
takovd, ze a™ < b < (a+ 1)".

Neni viubec tézké si rozmyslet, pro¢ toto tvrzeni plati. Nechame to tedy jako cviceni a radsi
si ukdzeme, jak se toto tvrzeni hodi pfi FeSeni rovnic.

Piiklad. Najdi vSechna celoéiselna feseni rovnice x2 = y(y + 2).

Reseni. Predpokladejme, Ze x,y fesi zadanou rovnici a rozlisme dva pripady podle toho, jestli
je y zaporné.

(a) y > 0: Pak ziejmé plati y2 < y2 +2y = y(y +2) < y> + 2y + 1 = (y + 1)2. Protoze
22 = y(y + 2), nemtize byt prvni z nerovnosti ostra, a tedy musi byt y? = y2 + 2y a y = 0. Pak
dostavame x = 0, dvojice (0, 0) je zjevné FeSenim dané rovnice.



(b) y < 0: Oznaéme z = —y > 0. Zadana rovnice pak je tvaru 22 = 22 — 2z. Vidime, e
2

22 — 22 < 22 =22+ 1 = (2 — 1)2. Chceme opét dostat, Ze by x2 mélo lezet mezi dvéma po
sobé jdoucimi druhymi mocninami, zkusme tedy zjistit, pro ktera z plati (z — 2)? < 22 — 22.
Roznéasobenim zjistime, Ze to nastane, pravé kdyz z > 2. Kdyby tedy bylo z > 2, platilo by
(2—2)2 < 22 -2z = y(y +2) = 22 < (2 — 1)2, coz ale odporuje tvrzeni o po sobé jdoucich

mocninach. Zbyvaji ndm tedy jen moznosti —y = z = 1 a —y = z = 2. Pro y = —1 zadana
rovnice FeSeni nem4; pro y = —2 dostavame feseni (0, —2).
Cviceni.

(1) Najdi vsechna celoéiselna feseni rovnice 6z2 + 5y% = 74.
(2) Najdi viechna celoéiselna feseni rovnice (z + 3)3 — z® = y2 takova, ze = > 0.
(3) Najdi vsechna celoéiselna feseni rovnice (z + 2)4 — z¢ = y3 takova, ze = > 0.

Rozloz to!

Véta. Kazdé celé ¢islo jde jednoznacéné (az na poradni) rozlozit na soucin prvodéisel.

Toto zndmé tvrzeni ma spoustu riznych vyuziti v teorii ¢isel, mimo jiné se také mize hodit
pri Feseni diofantickych rovnic.
Piiklad. Najdi vSechna celoéiselna feseni rovnice 22 = y2 + p, kde p je prvodislo.
Reseni. Jednoduchou tpravou pfevedeme rovnici do tvaru (x — y)(z + y) = p. ProtoZe je p
prvodislo, da se vyjadrit jako souéin jen ¢tyfmi zpusoby: p=1-p, p = (—1)-(—p), p = (—p)-(-1)
ap=p-1l. Mame tedy jen Ctyfi moznosti:

(a) x—y=1,2+y=p. VyfeSenim soustavy linedrnich rovnic dostaneme z = pT“,y = %.
) z—y=-l,z+y=—p. Dostévémex:—%l,yzf%—l,

() z—y=-part+y=-1 Dostévémex:—%7y:_%.

(

d) z—y=p,z+y=1 Dostavame z = %,y: pTH.

Ted uz si jen nesmime zapomenout ovérit, jestli jsou opravdu z, y celé ¢isla. Pokud je p liché,
tak ano, pro p = 2 ale ne. Muzeme tedy uzavtit, Ze pro p = 2 nema rovnice zadné feSeni a pro
p # 2 ma Ctyfi Feseni uvedena vyse.

Podobné muzeme vyfesit fadu rovnic, kdyz se ndm povede je prevést do tvaru, kdy na obou
stranédch rovnice je sou¢in. Trikem, ktery nam k tomu nékdy mutize pomoci, je identita (z—1)(y —
—1)=zy—z—y+1.

Ale je potfeba davat pozor! Kdyz tieba dostaneme rovnici do tvaru ab = cd, svadi to k omylu,
7e a =cab=dnebo a=d,b=c (ajesté piipadné moznosti s opaénymi znaménky). Tak to ale
vibec nemusi byt — napfiklad a = 10,b = 21,¢c = 6,d = 30 je také FeSeni dané rovnice. Pokud
ale vime, ze aspon nékteré soucinitele jsou nesoud€lné, mizeme toho s vyhodou vyuzit, tfeba za
pomoci néasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni. Méjme nesoudélna cela ¢isla a, b a pfirozené ¢islo n. Pokud je soucin ab n-t4 mocnina
néjakého celého ¢isla, je a = eu™, b = ev™ pro néjaka celd ¢isla u,v a e = £1 (¢isla a, b tedy jsou,
az na znaménko, také n-té mocniny).

Dikaz. Dokéazat toto tvrzeni neni viibec slozité. Jen si napiSeme prvociselné rozklady cisel a a b
a zjistime, ze exponent u kazdého prvocisla musi byt nasobkem n:



Necht tedy a = zp{? - -pgk ab= yqlﬁ1 . -qigl, kde p1,...,px jsou po dvou riiznd prvodéisla,
q1,---,q jsou po dvou ruzné prvocisla, ay,...,a,01,...,0; € Na x,y = +1. Protoze jsou ¢isla
a, b nesoudélnd, musi byt p; # g; pro viechna 4, j, takze ab = (zy)pJ* - -pz’“qfl cee qlﬁl je rozklad

¢&isla ab na soucin (po dvou rtznych) prvocisel.

Podle predpokladu vime, Ze ab = w™ pro néjaké w € Z. Oznacme jesté w = zri“ copm
rozklad ¢isla w na soudin prvoéisel (r; jsou po dvou rizna prvodisla, v; € N, z = +1). Pak

(zy)p? -~~p',j"q1’81 ~~-qlBl = ab = w" = 2" ... rp’™. Protoze je rozklad é&isla na souéin

prvocisel jednoznacny, mohou se tyto dva rozklady cisla ab od sebe lisit jen poradim prvocisel.
Je tedy zy = 2™, m = k + [. Bez jmy na obecnosti mizeme piedpokladat, ze r1 = p1,72 =
=DP2,.--3Tk = Dk,Tk+1 = q1,Tk+2 = G2,---Tm = qi, potom «; = nv;, 3; = nyjx pro vsechna
i,7. Je tedy a = z(p]* -+ pF)™, b = y(q?’”’1 ---q™)™, obé& &isla jsou tudiz az na znaménko n-té
mocniny. Dofesit situaci se znaménky uz neni tézké.

Piiklad. Najdi viechna celoéiselnd FeSeni rovnice 2 + 3z = y3 — 2.

Reseni. Zkusme rovnici upravit tak, abychom na obou stranach dostali soucin. Po chvilce sna-
Zeni se nam tieba povede piijit na tpravu do tvaru (z + 1)(z + 2) = y3. Pokud je = —1 nebo
—2, dostavame fedeni pro y = 0. Déle piedpokladejme, ze = neni —1 ani —2.20

Obé ¢isla © + 1 a = + 2 jsou pak nenulova. Protoze jde o dvé po sobé jdouci celd ¢isla, jsou
nesoudélné (kazdy jejich spoleény délitel totiz musi délit i jejich rozdil, coz je 1). Soucin téchto
dvou &isel je t¥eti mocnina, mtzeme tedy pouzit tvrzeni. Dostavame, e 41 = eu’ a z+2 = ev®
pro néjaka celd &isla u,v a e = 1. Ted bychom mohli rozebrat dva p¥ipady podle toho, jestli
je e 1 nebo —1, neni to ale potfeba. Kdyby totiz bylo e = —1, mohli bychom polozit v’ = —u
a v’ = —v. Pak by platilo z + 1 = /3 a = + 2 = v’3, takze bychom byli ve stejné situaci, jako
kdyz e = 1. V podstaté se tedy nemusime znaménkem e zabyvat, protoze ho mizeme ,schovat
do tieti mocniny — to jde diky tomu, Ze 3 je liché &islo, a tedy (—1)3 = —1.

Méme z + 1 = u? a  + 2 = v3, odkud odectenim dostaneme, ze 1 = v3 —u? = (v — u)(v? +
+uv+u?). Opét méame na obou stranich rovnice souéin, tentokrate jsou jen dvé moznosti: budto
jev—u=1av?+uw+u®=1 nebov—u=—1av?+uv+u2=—1.V prvnim piipadé je
v = u + 1 a kdyz dosadime do druhé rovnice a vyfesime kvadratickou rovnici, dostaneme dvé

feSeniu = 0,v =1lawu = —1,v = 0. V druhém pfipadé soustava feSeni nemé. Ze dvou nalezenych
feSeni ale dostaneme jen uz znama feSeni © = —1 nebo —2, zadana rovnice tedy zadna dalsi feseni
nema.

Cviéeni.

(1) Najdi vsechna celoéiselna feseni rovnice 2 = y2 + 13.

(2) Najdi vsechna celo¢iselnd FeSeni rovnice zy = x + y.

(3) Najdi vsechna celoéiselna feseni rovnice x(x + 2y) = p + 3y2, kde p je prvoéislo.
(4) Najdi viechna celoéiselna feseni rovnice x(x + 1)(z + 2)(z + 3) = y2.

(5) Najdi vsechna celoéiselna feseni rovnice 1+ x + x2 + 23 = 29.

Nekonecny sestup
Nekonecny sestup je jeden z pozoruhodnych a mozna i prekvapivych zptisobi, jak fesit diofantické
rovnice. Ackoli je totiz zalozeny na zcela trividlnim pozorovani, a sice Zze neexistuje nekonec¢na

20Tento predpoklad délame proto, abychom mohli bez problémi hovoFit o nesoudélnosti ¢isel
z + 1,z + 2. Zalezi na tom, jak definujeme NSD, Casto ale pravé nebyva definovany, pokud je
jedno z cisel 0.



ostfe klesajici posloupnost pfirozenych cisel, daji se s jeho pomoci délat hotové divy. Né&jaky
takovyto zpusob nejspis uz Pythagorejci pouzili k dikazu, ze v/2 je iracionalni &islo (a objevitele
tohoto faktu pak ostatni za odménu zabili). Tuto metodu ale proslavil hlavné Fermat, ktery s jeji
pomoci vytesil fadu diofantickych rovnic. Jak uz jsme naznacili, je zalozend na jednoduchém
tvrzeni, které ani nebudeme dokazovat.?!

Véta. Neexistuje nekonecna posloupnost prirozenych cisel a1,az2,as, ... takova, ze a1 > a2 >
>az > ....

Jak se toho da vyuzit k feseni rovnic? Treba takto:
Pi#iklad. Najdi viechna celoéiselna feseni rovnice 3 = 23 + 423.

Reseni. = =y = z = 0 je jisté feSenim zadané rovnice. Pfedpokladejme, Ze rovnice mé n&jaké
feSeni takové, ze aspon jedna z neznamych je nenulové. 2 déli pravou stranu rovnice, takze 2 musi
délit 23, a tedy i «. Oznaéme x1 = 22. Po dosazeni dostdvame 43:‘;’ = y3 + 223, odkud vidime, ze
2| 93, a tedy 2 | y. Miizeme tedy polozit y = 2y1, pak dostaneme 23:? = 4y§’ + 23, Tentokrat 2
musi délit z, necht z = 2z;1. Po dosazeni obdrzime rovnici :z:i’ = Qy? + 42{’.

To je ale uplné stejnd rovnice, jako na zacatku! Jen ted kazdou z nezndmych mame s indexem
1. Muzeme tedy postupovat uplné stejné jako v predchozim odstavci a postupné dostat x1 =
= 222, y1 = 2y2 a z1 = 2z2 a rovnici :vg = 2y§ + 4z§’. Ted zase méame zo = 2x3, y2 = 2ys3
a zg = 223 ... a takto bychom mohli pokracovat porad dal a dal. Mame tedy posloupnosti ¢isel
T,T1,T2,23,---, Y,Y1,Y2,Y3,... & 2,21,22,23,..., kterd odpovidaji fesenim nasi rovnice. Na
zacatku jsme predpokladali, Zze aspon jedna z neznamych je nenulova. At je to tfeba x. Pak také
x; # 0 pro vSechna . Absolutni hodnota ¢isla = a vSech z; je tedy kladn4, protoze z;+1 = z;/2,
je |zit1] < |x;]. Mame tedy posloupnost pfirozenych éisel |z| > |z1| > |z2| > |z3| > .... Ta ale
podle véty existovat nemuze! Dostali jsme spor, rovnice tedy ma jediné feSeni z =y = z = 0.

Uz je Ti mozna i jasné, proc¢ se této metodé rika nekonecny sestup. Zacneme totiz s néjakym
feSenim a z néj postupné vyrabime mensi a mensi feSeni, jejich hodnota ,nekonec¢né sestupuje®.
(: To ale neni mozné.

V uvedeném piikladu bylo uplné jasné, jak vyrdbét mensi feseni. Obcas to muze byt trochu

a kongruencich.
Cviceni.
(1) Najdi vsechna celoéiselna feseni rovnice z2 + y2 = 722.
(2) Dokaz, ze v/2 je iracionélni &islo.
(3) z% +2y3 + 4y3 = 6xyz
(4) 22 +y2 = 22¢?
(5) z? +wy +y? = z?y?

I geometrie se nékdy hodi

A ted uz prichazi slibovany zlaty hieb celého dnesniho seridlu. Je jim postup, jak vyfesit lecjakou
rovnici pomoci geometrickych predstav. To muze byt docela prekvapivé a zajimavé — na prvni

21Tato vlastnost piirozenych &isel se totiz ob&as bere za jeden z axiomi — nejéastéji ve formu-
laci, ze kazda neprazdna podmnozina prirozenych c¢isel ma nejmensi prvek. Muazes si rozmyslet,
ze je to ekvivalentni s nasi vétou a také s principem matematické indukce.



pohled totiz zdaleka neni jasné, jak by néjaké geometrické ¢maranice mohly souviset s Cisté ne-
geometrickym problémem — s feSenim diofantickych rovnic. Takovéto nec¢ekané souvislosti a finty
se v matematice obcCas objevi — a pravé ty jsou pro leckoho tim, co ho na matematice zajima
a bavi.

Aby se nam lépe vyjadfovalo, definujeme si nejprve nékolik uziteénych pojmt (vétsinou ale
nejde o néjaké vSeobecné rozsifené nazvy, takze kdybys je chtél pouzivat tfeba v olympiadé, asi
by stélo za to uvést v FeSeni i jejich definice). Mé&jme rovinu se soufadnicovym systémem s osami
x a y. Kazdy bod tedy ztotoznéme s dvojici realnych ¢éisel — jeho soufadnic.??

Definice. Bod (z,y) nazveme raciondlnim bodem, pokud z,y € Q.

Kromé bodu ale v roviné lezi i pfimky. Kazda pfimka jde vyjadfit jako mnozina bodu, které
spliiuji ax + by = ¢ pro néjaka redlnd &isla a,b, ¢ (takovd, Ze aspon jedno z Cisel a,b neni 0).
Uvédomme si jesté, ze rovnici kazdé pfimky mizeme upravit bud do tvaru z = ¢,¢q € R (pokud
b =0, a pfimka je tedy rovnobé&zna s osou y) nebo y = kz + 1, k,l € R (to pokud b # 0).

Definice. Primku s rovnici ax + by = ¢ nazveme raciondlni ptimkou, pokud a,b,c € Q.
Véta. (o spojnici)  Spojnice dvou racionalnich bodi je racionélni pfimka.

Dikaz. Ozna¢me soufadnice bodu (k, 1), (m, n). Rozmysli si, Ze spojnice téchto bodd ma rovnici
(n =z + (k—m)y = kn — Im, a tedy jde o racionédlni pfimku (pokud se Ti zda divné, zZe ta
rovnice takto spadla z nebe a zajimalo by Té€, jak se na to da pfijit, neni to tézké — stac¢i do
obecné rovnice primky postupné dosadit soufadnice nasich dvou bodu a zjistit, pro ktera a,b, c
vzniklé rovnice plati).

A jesté mame v roviné kuzelosecky. Za kuzelosecku budeme povazovat mnozinu bodi, které
spliiuji rovnici az? + bxy + cy? + dx + ey = f pro né&jaka realna a,b, ¢, d, e, f (takova, Ze aspon
jedno z ¢isel a, b, ¢, d, e neni 0). Rozhodné se nenechej odstrasit zdanlivou slozitosti této rovnice
ani tim, zes o kuzeloseckach jeSté neslySel. Jediné, co je pro néas na rovnici duilezité, je to, ze
kazdy ze s¢itancii mé celkovy stupen nejvyse 2 (neboli Ze tam neni tieba ¢len x2y, ktery ma
stupen 2+1=3).

Definice. Rekneme, 7e kuzelosecka k je netrividlni, pokud k neni podmnozinou #4dné piimky.

S kuzeloseckami ses mozné uz setkal (nebo je jesté potkas) ve Skole. Tam se dozvis, Ze ne-
trividlnimi kuzeloseGkami jsou kruznice, elipsa, parabola a hyperbola. Neni tézké dokazat, ze se
kazda netrividlni kuzelosecka protina s libovolnou pfimkou nejvys ve 2 bodech.

Definice. Kuzelosecku s rovnici ax? + bxy + cy? + dx + ey = f nazveme racionalni, pokud
a,b,c,d,e, f €Q.

K tomu, abychom pomoci téchto pojmt mohli zacit fesit priklady, budeme potfebovat vétu
o raciondlnich bodech na kuzeloseckach. Jeji dikaz snad neni prilis slozity, zkus ho tedy precist
a pochopit. Jesté pred tim ale potiebujeme dokézat vétu o priiseéicich. Riké v podstaté to, Ze
kdyz protneme dvé racionalni véci (pfimku a kuzelosecku), dostaneme racionalni bod. Jeji dikaz
je bohuzel trosku delsi — pokud se Ti ale nepodaii se jim prokousat, ni¢emu by to moc vadit
nemeélo.

22Pokud ses jesté nesetkal s analytickou geometrii, mtize Ti tato sekce délat trochu problémy.
Zkus se ji prokousat, pokud se Ti to ale nepovede, svét se taky nezbori. (:



Véta. (o prusecicich) Bud k kuZelosecka a A raciondlni bod lezici na k. Pokud je p raciondlni
primka prochazejici bodem A takova, ze protina kuzelosecku k pravé ve dvou bodech A, B, pak
je B racionalni bod.

Dikaz. Necht ax? + bry + cy? + dx + ey = f, kde a,b,¢,d, e, f € Q, je rovnice kuzelosecky
k. Soufadnice bodu A ozna¢me (u,v). Uvazujme obecnou pfimku p a pfedpokladejme, Ze jsou
splnény podminky ze zadani. Rovnice pfimky p je budto tvaru x = g pro ¢ € Q nebo tvaru
y=kx+1Lk1lecQ.

V prvnim pfipadé musi byt ¢ = u (nebot bod A lezi na p). Bod B je prusecik p a k, jeho
soufadnice (7, s) tedy musi splilovat rovnice piimky p i kuzelosec¢ky k. Z rovnice p vidime, ze
r = u. Po dosazeni do rovnice k dostavame, ze cy? + y(bu +e) + (au? +du — f) = 0. To je rovnice
stupné nejvyse 2, podle pfedpokladu vime, Ze ma pravé 2 kofeny (a to y-ové soufadnice bodi
A, B, neboli &isla v, s), musi mit tedy stupen pravé 2 (neboli ¢ # 0). Z Vietovych vztaht?® pak
vyplyva, ze v+ s = —(bu+¢€)/c, a tedy s = v — (bu+ €)/c € Q. Protoze r = u je také racionalni
¢islo, dokazali jsme, ze B je racionalni bod.

Druhy pfipad je obdobny: aby na p lezel bod A, musi platit v = ku + [, neboli Il = v — ku.
Pfimka ma tedy rovnici y = kz + (v — ku). Je-li opét B = (r, s), dostavame s = kr + (v — ku).
x-ové soufadnice prisecikii p a k tedy spliiuji rovnici az? +bx(kx + (v —ku)) +c(kx + (v —ku))? +
+ dz + e(kx + (v — ku)) = f (do rovnice k jsme dosadili y-ovou souradnici vyjadfenou podle
rovnice pfimky p). To je opét rovnice stupné nejvyse 2 (s nezndmou z). Podle pfedpokladu ma
praveé dva kofeny wu,r, jeji stupen je tudiz pravé dva a z Vietovych vztaht stejné jako predtim
dostaneme, zZe r je raciondlni. Pak je i s = kr + (v — ku) € Q, a tedy B je racionélni bod.

Véta. (o racionalnich bodech na kuZeloseckach)  Méjme racionalni netrivialni kuzelosecku k
a racionalni bod A, ktery lezi na k. Ozna¢me M mnoZinu vSech racionalnich bodi lezicich na k
a N mnozinu vsech priseciki?* kuzelosecky k s néjakou racionalni piimkou p prochézejici bodem
A. Pak M = N.

Dukaz. Dokazeme, ze M C N aze N C M, z toho pak vyplyva, ze M = N.

M C N: Potfebujeme dokazat, Ze kazdy racionalni bod B lezici na k (neboli prvek M) lezi také
na néjaké racionalni primce p prochézejici bodem A. To je jednoduché — zvolime-li za p spojnici
bodu A, B, je to podle véty o spojnici racionalni pfimka. Bod B tedy je prvkem mnoziny N.

N C M: Méjme néjaky prusecik B kuzelosecky k s racionalni pfimkou p prochézejici bodem
A. k je netrividlni kuzelosecka, protina se tedy s p nejvyse ve 2 bodech, A a B jsou tedy jediné
dva priseciky k a p. Ted miZzeme pouzit vétu o priiseéicich — ta nadm ¥ika, Zze B je raciondlni bod.
A to je pfesné to, co jsme chtéli dokazat.

No to je sice vSechno hrozné pékny, ale na co ndm to bude pfi feSeni diofantickych rovnic?
Uz se do toho muzeme pustit. (:

Pi#iklad. Najdi vSechna celoéiselna feseni rovnice a? + b? = ¢? takova, ze &isla a, b, ¢ jsou po
dvou nesoudélna.

Reseni. Pokud je ¢ = 0, ma rovnice jediné feseni a = b = ¢ = 0 (i kdyz v tomto ptipadé asi
nemuzeme mluvit o nesoudélnosti ¢isel a, b, ¢, ale to neni az tak podstatné). Dale piedpokladejme,

23Vietovy vztahy pro kvadratické rovnice ¥ikaji obecné toto: Mame-li kvadratickou rovnici
at? + bt + ¢ = 0 s neznadmou t a kofeny t1,t2, plati t1 + to = —b/a, t1ta = c/a.

24pruseéikem zde, trochu neobvykle, rozumime jakykoli spoleény bod kuzelosecky a piimky.
Pokud je tedy napriklad pfimka te¢nou dané kuzelosecky, bod dotyku také povazujeme za jejich
prusecik.



ze ¢ # 0. Protoze jsou ¢isla a, b nesoudélné, nemuzou byt obé sudi. Kdyby byla naopak obé licha,
bylo by a2 = b2 =1 (mod 4), atedy ¢ = 1+1 = 2 (mod 4), coz neni mozné. Pravé jedno z &isel
a,b je tedy liché a jedno sudé. Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze a je liché a b je sudé.

Oznaéime-li = a/c,y = b/c, ze zadané rovnice dostaneme rovnici x2 + y2 = 1. Zajimaji
nas celoCiselna feSeni zadané rovnice, kterym odpovidaji racionalni feseni této nové rovnice.
Predstavime-li si z,y jako soufadnice bodl v roving, jde o rovnici néjaké kruznice k (tedy ne-
trividlni racionédlni kuzelosecky). Vidime, Ze bod A = (1,0) je racionédlni bod, ktery lezi na k.
Podle véty o racionalnich bodech na kuzeloseckach tedy kazdy racionalni bod lezici na k (neboli
kazdé FeSeni nasi rovnice) dostaneme jako prusecik k s néjakou racionalni pfimkou p prochézejici
bodem A. Takto tedy muzeme najit vSechna feSeni nas$i rovnice.

Rovnice ptimky p je tvaru « = q,q € Q nebo y = kx + [, k,l € Q. V prvnim pfipadé je g =1
(aby na p lezel bod A), tato pfimka ma s kruznici jediny spoleény bod A (jde totiz o teénu ke
kruznici v bodé A).

Piipad, kdy pfimka ma rovnici y = kx + [, k,l € Q, je zajimavéjsi. Aby na p lezel bod A,
musi byt | = —k, rovnice pfimky p je tedy y = kx — k. Nas zajimaji pruseciky této pfimky
s kruznici k, dosadme tedy za y do rovnice kruznice. Dostaneme z2 + (kx — k)2 = 1, neboli
(k2 +1)2% —2k2z+ (k2 —1) = 0. Ted bychom mohli pouzit znamého vzorce pro feseni kvadratické
rovnice, jednodussi ale je vzpomenout si, Ze jeden z kofent zndme a pouzit Vietovy vztahy. Jednim
z pruseéikl totiz je bod A, x = 1 je tudiz kofenem této rovnice. Oznacime-li druhy z kofenu r,
dostavame 1+ r = 2k2/(k%2 + 1), a tedy r = (k? — 1)/(k? + 1). Druh4 soufadnice hledaného
prisediku je s = kr — k = —2k/(k? +1).

Zjistili jsme, ze mnozina vSech racionalnich bodu na kruznici k je

M= {(:27:%) :kEQ}U{(l,O)}.

Nas ale zajimaji feSeni zadané rovnice, musime je tedy jesté z téchto feSeni zpatky vydobyt. k

je raciondlni ¢islo, mizeme ho tedy napsat ve tvaru zlomku k = —u/v, kde u € Z,v € N, (u,v) =
— 125
a _ . _ K2-1 _ uw?—? b _ -2k _ _2uv P . - e
Pak 2 =z = B2 T wite? 2 e T WPl T wlye?” Uz uz by se nam chtélo uzavrit, ze tedy

a=u?—0v2b=2uv ac=u?+ 02, ale to bychom se unahlili! Nesmime totiZ zapomenout na

predpoklad, ze ¢isla a, b, ¢ maji byt po dvou nesoudélna, a liché a b sudé.

Jak je to tedy s tou nesoudélnosti? K tomu nam pomtize nasledujici lemma,?6 které sice neni
tézké, kdyz vis, jak na takovéto véci jit — ale jinak také mutze byt nejtézsi ¢asti celého prikladu.
(:

Lemma. Jsou-li u,v nesoudélna cela cisla, pak:
(a) pokud jsou obé &isla licha, je (u? — v2,u? + v?) = 2 a také (2uv,u? + v2) = 2,
(b) pokud maji &isla u,v riznou paritu,?” je (u? —v2,u? +v2) =1 a (2uv,u? + v3?) = 1.

Diikaz. Zkusme uréit, kolik je (u? — v2,u? 4 v2). Ve znéni lemmatu uz sice mame napsané,
jak to méa vyjit, ale pfi feSeni pfikladu ndm to vétSinou nikdo dopfedu neporadi a musime na

25Minus jsme si pied u vlozili proto, aby nam za chvili vysly trochu hezéi vyrazy. Na véci se
tim nic nezméni, jen misto kladného citatele mame ted zdporné u a naopak. Mohli bychom si ale
norméalné napsat k = u’ /v a poé&itat d4l.

26 emma v matematice obvykle znamend pomocné tvrzeni. Toto slovo stfedniho rodu se
trochu zdkefné skloriuje — druhy pad je (bez) lemmatu, 1. pAd mnozného ¢éisla je lemmata, atd.

27Neboli jedno z nich je sudé a druhé liché.



to pfijit sami. VyuZzijeme zdkladnich vlastnosti nejvétsiho spole¢ného délitele, zvlast toho, ze
(o, B) = (. — B, B) pro viechna a, 3. Mame tedy (u? —v2,u2 +v2) = (u? — 02, (u? +v?2) — (u? —
—2)) = (u? —v?,202).

Predpokladejme nyni, Ze tento NSD neni 1, a tudiz existuje néjaké prvocislo p, které déli
u? —v? i 202, Pokud p déli v2, déli také (u? —v?) 4+ v? = u?. A protoze je p prvoéislo, které déli
u? a v2, musi také délit u a v. To je ale ve sporu s predpokladem, Ze u a v jsou nesoudélna.

Protoze p déli 202 a nedéli v2, musi délit 2, a tedy p = 2. Jedinym prvoéislem, které se
vyskytuje v rozkladu (u? — v2,2v?) na souéin prvoéiniteld, je tedy 2. Tudiz (u? — v2,2v?) = 2°
pro néjaké ¢ € N.

To, ze 2 | u? — v? nastane, pravé kdy# ¢isla u a v maji stejnou paritu. Obé& suda byt nemiizou
(nebyla by nesoudélna), musi tedy byt obé lich4. Pak ale je i v? liché &islo, a proto 4 nemiize byt
vétsi nez 1. Naopak 2 opravdu déli obé &isla u? — v? a 202, takze 2 = (u? — v2,20?) = (u? —
— 02, u? +v2). Zjistili jsme tedy, Ze jsou-li u,v licha é&isla, je hledany NSD roven 2. Jinak (tedy
pokud u, v maji riiznou paritu), je NSD roven 1.

Vypodet (2uv,u? + v2) je podobny, zkus ho jako cviceni.

2

Kdyby nastal v lemmatu piipad a), dostali bychom a = (u? —v2)/2,b = uwv a ¢ = (u?+v?)/2.
Ovsem v tomto ptipadé by b bylo liché, coz odporuje nasemu BUNO piedpokladu u¢inénému na,
zacatku.

Cisla u, v tedy musi mit riiznou paritu a potom jsou vskutku éisla a = u
= u? + v2 po dvou nesoudélna a davaji nam FeSeni zadané rovnice. Neméli bychom zapomenout
ani na feSeni odpovidajici zbyvajicimu raciondlnimu bodu na kruznici, tedy bodu A. Pro néj
méme a = 1,b =0,c =1 (coz odpovida vyse uvedenému Feseni pro u = 1,v = 0).

Vsechna nesoud€lné feseni dané rovnice pak ziskame tak, Ze k uz nalezenym feSenim jesté
pridame ta, kterd odpovidaji prohozeni a a b.

22 b=2uwac=

Kdyby nés zajimala tplné vSechna feSeni zadané rovnice, nejen ta nesoudélné, neni nic snaz-
$iho nez kazdé nesoudélné feSeni vynasobit néjakym pfirozenym éislem t. (To sice neni Gplné
ziejmé, neni ale tézké si rozmyslet, ze takto vskutku dostaneme uplné vSechna feseni.)

Dokéazali jsme tak nasledujici vétu:
Véta. (o feseni pythagorejské rovnice?8)  Rovnice a?+b? = ¢? ma pravé tato celociselna fesenti:
(i) a=tu?—2v2%),b=2tuv,c = t(u?+v?), kdet € N,u € Z,v € Ny a disla u, v jsou nesoudélni
a maji ruznou paritu.
(i) a = 2tuv,b = t(u? —v?),c = t(u?+v?), kdet € N,u € Z,v € Ny a &isla u, v jsou nesoudélni
a maji ruznou paritu.

Vyse uvedena reseni jsou po dvou riizna.

Tato véta se obCas hodi i pfi FeSeni jinych diofantickych rovnic, stoji tedy za to si ji (aspon
zhruba) pamatovat.

Mozna Té prekvapilo, odkud a proé¢ jsme vzali na zacatku BUNO piedpoklad o parité éisel
a,b. Bylo to hlavné z tradi¢nich divodi, Feseni pythagorejské rovnice se vétsinou uvadi v takovém
tvaru, jaky je ve vété. Vibec to ale nebylo potieba a mohli jsme (moZna i jednoduseji) tlohu
vyftesit bez néj. Podivejme se, jak na to:

Zjistili jsme, ze ¢ = xz = @ = ”;7”2 al = 2 — 2w Apy byla éisla a,b,c

c k2+1 u®—+v c k2+1 u®+v
nesoudélna, musi byt a = (u? — v?)/D,b = 2uv/D a ¢ = (u? + v?)/D, kde D je NSD u? — v?

28 Pythagorejskd se této rovnici ¥ika proto, ze ma stejny tvar jako Pythagorova véta o pravo-
uhlém trojuhelniku.



a u? 4+ v2 — pravé vydélenim nejvétsim spoleénym délitelem totiz zajistime nesoudélnost &isel,
rozmysli si, Ze D je (obecn&) i NSD é&isel 2uv a u? + v2. Zbyva jen urcit hodnotu D v zavislosti
na u,v. A to udélame stejné jako v lemmatu.

Uvedenym postupem dokadzeme vytesit leckterou homogenni“? rovnici stupné 2. Nemusime se
ani omezovat jen na dvojrozmérnou rovinu, vse se dad obdobné délat i v pfipadé, kdy je neznamych
vice (naptiklad z rovnice a2 +b? +c? = d? miizeme dostat rovnici 22 +y2 + 22 = 1, coz je rovnice
koule v prostoru). Je ale vzdy lepsi si rozmyslet, jestli vSe opravdu funguje tak, jak mé — v prostoru
napiiklad uz neplati, Ze by netrividlni kvadrika (tak se Fikd obdobdm kuzeloseéek) musela mit
nejvyse dvoubodovy prunik s pfimkou. A samoziejmé, tento postup ndm pomiize jenom v situaci,
kdy umime najit aspon jedno netrividlni feSeni zadané rovnice — pak zkonstruujeme vSechna
feSeni. Muze se ale snadno stat, ze rovnice zddné feSeni nem4d, a pak takto nepochodime.

Rovnice vyssich stupnu takto bohuzel feSit nejde, piesto jsou ale podobné geometrické mys-
lenky uZzite¢né tieba pii studiu kubickych rovnic. Tomuto tématu se vénuje (dosti neelementarni)
teorie eliptickych kfivek, s jejiz pomoci byla naptiklad dokdzéana slavna velka Fermatova véta.

29

Cviceni.
(1) Najdi vsechna celoéiselna feseni rovnice a2 + b2 = c? + 3ab + ac.
(2) Najdi viechna celoéiselna feseni rovnice a2 + 2b2 = 5¢2.
(3) Najdi vsechna celoéiselna feseni rovnice a? + b + c2 = d2.

29Tim myslime, Ze viechny ¢leny v rovnici maji stejny stupeti.



