4. série
Matematicka indukce

1. ULOHA

V roviné je dano nékolik pfimek a kruznic, ty ji rozdéluji na obrazce. Obrazce, které
maji spole¢nou tsecku nebo oblouk, nazneme sousednimi. Dokazte, ze vzniklé oblasti
lze obarvit dvéma barvami tak, Ze libovolné dva sousedni obrazce maji riiznou barvu.

2. ULOHA
Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n > 3 plati nerovnost
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3. ULOHA
V roviné je ddno n bodl (n > 4) takovych, ze kazdé 4 z nich jsou vrcholy konvexniho
¢tyfthelnika. Dokazte, ze dané body jsou vrcholy konvexniho n-thelnika.

4. ULOHA
Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo n a pro libovolnou n tici redlnych ¢isel 1, x2, ..., z,
plati nerovnost

[sin(zq 4+ xo + -+ 2p)| < |sinx| + [sinzg| + - - + [sinzy,|
5. ULOHA
1 1

Dokazte, Ze pro kazdé celé ¢islo n je P(n) = 5714 + 6”3 + %712 — %n + 1 prirozené ¢islo.



Reseni 4. série

1. ULOHA

Dtkaz provedeme matematickou indukci. Celou rovinu jisté muZzeme obarvit jednou
barvou, staci tedy dokazat indukéni krok — méame v roviné nékolik pfimek a kruznic,
obrazce jsou obarveny dvéma barvami. Pfiddme pfimku nebo kruznici (riiznou od vSech
dosud narysovanych), ta rozdéli rovinu na dvé éasti. Dokazeme, Ze zinvertujeme-li obar-
veni v jedné z ¢asti, ziskdme hledané obarveni. Vezmeme-li dva sousedni obrazce, pak
lezi bud oba ve stejné ¢asti vzhledem k nové pfidané p¥imce ¢i kruznici (pak maji jisté
riiznou barvu), nebo lezi kazdy v jiné ¢asti, pak jejich spoleénd hranice lezi na nové
pfimce (nebo kruznici) a pfed jejim pfiddnim tvofily jeden obrazec (obarveny jednou
barvou), proto po zinvertovani maji rtiznou barvu.

2. ULOHA
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3. ULOHA

Dukaz provedeme indukci. Mé&jme v roviné ¢tyfi body, které jsou vrcholy konvexniho
étyfuhelnika, pak jsou tyto body jisté vrcholy konvexniho étyitahelnika. Necht pro n
bodt tvrzeni plati a chceme dokazat, Ze plati i pro n + 1 bodi. Necht je tedy dano
n + 1 bodu spliujicich podminku ze zadani, uvazujme konvexni obal téchto n + 1 bodu
a predpoklddejme, Ze néktery z danych bodii lezi uvniti tohoto konvexniho obalu (ne
na obvodu). Ostatnich n bodu tvofi dle pfedpokladu konvexni n-thelnik, spojime-li
jeden vrchol se v8emi ostatnimi, dostaneme triangulaci, (n 4+ 1)-ni bod musi nutné lezet
v nékterém z trojihelnikd, coz je spor s tim, ze kazdé ¢tyti vrcholy tvoii konvexni
¢tytahelnik.

4. ULOHA

Pro n = 1 zfejmé nerovnost plati. Necht plati pro libovolnou n-tici, pak

|sin(zy + -+ x,)| = |sin(z1 + - - + zp—1) cos(zy) + cos(xy + - -+ + 1) sin(x,)| <

<|sin(zy + -+ + @p_1)|| cos(zn)| + | cos(zy + -+ + p—1)|| sin(zy )| <



< |sin(zy + -+ xp1)| + |sin(x,)| < |sinzi| + [sinazg| + -« - + [sinz,| .

5. ULOHA

Stadéi dokézat, ze 2n* +n3 +n? —4n = n(n — 1)(2n? + 3n +4) je délitelné Sesti. Protoze
tento polynom nabyva sudych hodnot, stac¢i ukazat, ze pro n = 0,1,2 mod 3 nabyva
hodnot délitelnych tFemi.



