Mrizky a tabulky

1. JARNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 13.UNORA 2012

ULona 1. (3 BODY)
Do deseti policek tabulky 4 x 4 nakreslete smajliky tak, aby byl pocet smajliki v kazdém radku
lichy a v kazdém sloupci sudy. Do jednoho poli¢ka se vejde nejvyse jeden smajlik.

ULoHA 2. (3 BODY)
Trojuhelnikova mfizka tvaru pyramidy sestava z 15 bodu. Kazdy bod je obarven jednou ze tii barev
— &ervenou, modrou nebo zlutou. Dale vime, ze 74dné dva sousedni! body nemaji stejnou barvu,
bod A je ¢erveny a bod B je modry. Jakou barvu muze mit bod C? Najdéte vSechny moznosti.
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ULona 3. (3 BODY)
Na tlomku, ktery zbyl z Pepovy Sachovnice, Zivoii dva Sachovi jezdci (viz obrazek). Rozhodnéte,
zda Pepa muZe po nékolika tazich? dosdhnout toho, aby si jezdci navzijem vyménili mista.

A A

1V obréazku naznageno ¢arkované.
2V jednom tahu smi Pepa tahnout jednim jezdcem na volné pole podle Sachovych pravidel.
Koné se nemuseji ve svych tazich stfidat.



ULoHa 4. (5 BODU)

Najdéte vSsechna prfirozend N takova, ze do tabulky 10 x 10 Ize umistit N zetonu tak, ze na kazdém
policku je nejvyse jeden zeton, ve vSech fadcich je pocet Zetonu stejny a v kazdych dvou sloupcich
razny.

ULoHa 5. (5 BODU)

Mirek vepsal do obdélnikové tabulky navzajem razna cisla tak, ze byla v ramci kazdého radku
uspofadana vzestupné (zleva doprava). Poté preusporadal kazdy sloupec tak, aby v ném byla &isla
uspofddéna vzestupné (shora dold). Dokazte, ze ¢isla jsou stale uspofddana vzestupné i v kazdém
radku.

ULoHA 6. (5 BODU)

Na 2012 poli¢kach nekone¢né Sachovnice rostou stromy. Olin méa dvé figurky (Jenicka a Mafenku),
které se mohou jednim tahem pohnout na jedno ze ¢tyt policek sousedicich hranou s tim, na némz
prave stoji. Dokazte, ze Olin muze Jenicka a Mafenku postavit na dvé rizna policka Sachovnice tak,
aby mél ke kazdému konkrétnimu stromu Jenicek stejné daleko® jako Mafenka (pro rtzné stromy
muze byt tato vzdalenost riiznd).

ULoHA 7. (5 BODU)
V kazdém policku tabulky 111 x 111 je napsano liché celé ¢islo. Ozna¢me A soucin vSech fadkovych
souc¢tu a B soucin vSech sloupcovych souctu ¢isel v tabulce. Dokazte, ze A + B # 0.

ULoHna 8. (5 BODU)
Migko obarvil nékteré miizové body roviny? ¢ervené a zbylé modre. Poté posadil do jednoho miizo-
vého bodu nesmrtelného komara, otocil ho sosdkem na sever a dal mu nasledujici instrukce: ,,Vzdy,
kdyz jsi v néjakém bodé, pfebarvi ho na tu druhou barvu. Potom se podivej, jakou ma barvu,
a kdyz je modry, oto¢ se o devadesat stupnti doleva, jinak se oto¢ doprava. Nakonec posko¢ na
dalsi bod smérem, kterym jsi otoceny, a cely postup opakuj.“ Dokazte, ze at uz Misko na zacatku
obarvil m¥izku jakkoliv a komara postavil kamkoliv, komar za sviij zivot navstivi nekonec¢né mnoho
ruznych policek.

3Vzdalenosti figurky od né&jakého poli¢ka Sachovnice rozumime nejmensi mozny pocet tahi, na
ktery se muze figurka na toto policko dostat. Figurka smi chodit i pfes policka, na kterych roste
strom.

4Bodu roviny fikdme m#iZovy, pokud mé obé soufadnice celo¢iselné.



Mrizky a tabulky

1. JARNI SERIE VZOROVE RESENI

Uloha 1. (73; 67; 2,84; 3,0)
Do deseti policek tabulky 4 x 4 nakreslete smajliky tak, aby byl pocet smajlikii v kazdém fadku
lichy a v kazdém sloupci sudy. Do jednoho policka se vejde nejvyse jeden smajlik.

(Michal ,, Kenny“ Rolinek)

RESENI:
Jedno z moznych rozmisténi, které vyhovuje zadani, je toto:
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POZNAMKY:
Jedinym divodem strhavani bodia bylo to, ze jste omylem pouzili jiny pocet smajlikd, nez bylo
v zadani.

Resenim tohoto typu tlohy je nalezeni alespoti jednoho vyhovujiciho rozmisténi smajliki (viz
vzorové feseni). Jsme nicméné radsi, kdyz nam napiSete i postup, jakym jste na né&j ptisli, nebo
néjaky dalsi komentai (naptiklad fakt, Ze se jednd pouze o jedno z moznych FeSeni). Vétsina z vas
to tak udélala, tak v tom pokracujte.

Pfi hledani pozadovaného rozmisténi ndm pomohlo uvédomit si, Ze deset smajliki Ize dle zadéni
rozdélit do fadkl pouze jako 3+3+3+1 (bez ohledu na potadi). (Monca Pospisilova)

Uloha 2. (73; 70; 2,82; 3,0)
Trojahelnikova miizka tvaru pyramidy sestava z 15 bodi. Kazdy bod je obarven jednou ze tii barev
— ¢ervenou, modrou nebo zlutou. Déle vime, ze 4dné dva sousedni® body nemaji stejnou barvu,
bod A je ¢erveny a bod B je modry. Jakou barvu muze mit bod C? Najdéte vsechny moznosti.

5V obrazku naznaceno ¢arkovang.
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(Pepa Tkadlec)

RESEN{:
Na zaciatok si vsetky vrcholy ocislujme ako na obréazku.
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Pretoze body 6 a 9 susedia s modrym bodom B, ani jeden z nich neméze byt modry. Zaroven
ale susedia aj navzajom, preto jeden z nich bude Cerveny a druhy zlty. Z toho dostavame, ze bod 5
nemdze byt ani cerveny ani zlty, preto musi byt modry. Pomocou tejto tvahy tiez zistime, ze body
2 a 3 nie st modré a zaroven su rozne, preto pre bod C ostava iba modra farba.

Tu by sme mohli skonéit, pretoze zadanie ndm existenciu ofarbenia zarucuje, inak by sme ju
este museli overif doplnenim celej mriezky — body C, 5, 7, B a 13 budd modré, body 2, 6, 8, A
a 14 Cervené a body 3, 4, 9, 12 a 15 zlté.

POZNAMKY:
Vécésina z rieSeni bola spravna, viaceri ste sa ale snazili rozoberat moznosti ofarbenia bodov 7
a 12, pripadne susedov B a z dvoch variant jednu vylucit. Body ste stracali za nedostato¢ny popis
farbenia alebo ak ste mriezku spravne nafarbili, ale uz ste nedokazovali, Ze iné nafarbenie neexistuje.
Niekolki ste uré¢ili farbu bodu C podobne ako vo vzorovom rieseni, ale zafarbenie bodu A ste
vobec nebrali do tvahy. Pri inej formulacii zadania by ste ziskali maximalne dva body, pretoze
spravne ofarbenie mriezky by nemuselo existovat Ziadne a vasa odpoved by teda nebola spravna.
(Peter ,,wtr* Korcsok)



Uloha 3. (68; 64; 2,82; 3,0)
Na tlomku, ktery zbyl z Pepovy Sachovnice, Zivori dva Sachovi jezdci (viz obrézek). Rozhodnéte,
zda Pepa miize po nékolika tazich® dosdhnout toho, aby si jezdci navzajem vyménili mista.

A A

(Pepa Tkadlec)
RESENI:
Vsimnéme si, ze spojime-li (jako na obrazku) useckami stfedy téch dvojic poli¢ek, mezi kterymi
mize skocit jezdec, vznikne lomena cara, ktera se nikde nevétvi. Mezi libovolnymi dvéma policky
proto existuje pravé jedna cesta. Protoze se koné na této cesté nemaji jak vyhnout a nesméji stat
oba zaroven na témze policku, nikdy si mista vymeénit nemohou.
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POZNAMKY:

Snad vSechna FesSeni si zaslouzila plny pocet bodi, jen za feSeni typu ,,Nevejdou se, jsem zvédavy,
kolik mi za to opravovatel da bodu.“ jsem déval krasnou kulatou nulu. (Lukés Zavrel)
Uloha 4. (69; 69; 4,57; 5,0)

Najdéte vsechna prirozena N takova, ze do tabulky 10 x 10 Ize umistit N zetonu tak, ze na kazdém
policku je nejvyse jeden zeton, ve vsech fadcich je pocet zetonu stejny a v kazdych dvou sloupcich
ruzny. (Michal ,, Kenny“ Rolinek)
RESENI:

V kazdém sloupci mize byt nejméné 0 a nejvyse 10 zetonl, navic ve vSech sloupcich jsou jejich
pocty navzdjem ruzné, tedy z jedendcti moznosti (0, 1, ..., 10 Zetoni) pouZijeme vSechny aZ na
jednu. Ozna¢me k € {0,1,...,10} pocet Zetonti, ktery v zddném sloupci nepouzijeme. Potom mame

N=0+1+---+10—k=55—k.

6V jednom tahu smi Pepa tédhnout jednim jezdcem na volné pole podle $achovych pravidel.
Koné se nemuseji ve svych tazich stfidat.



Jelikoz je ve vSech fadcich Zetonu stejné, musi byt N délitelné deseti beze zbytku. To dava jedinou
moznost kK =5 a N = 50.
Pro padesat zetonu feseni vskutku existuje — jedno z moznych je na obrazku.

Uloha mé jediné feseni, a tim je N = 50.

POZNAMKY:

A7z na vyjimky jste neméli problém s dokdzénim, Ze jedinym moznym feSenim je N = 50. Tim ale
feseni nemuze skoncit! Nedilnou soucasti je i rozhodnuti, zda pro padesat zetonu néjaké vyhovujici
rozmisténi opravdu existuje.

Pokud nemas aplné jasno v tom, proc¢ je vlastné tfeba to ovéfovat, tfeba Ti to pomuze osvétlit
nasledujici odstavec.

Uloha se pté na viechna mozné feseni. Takovyto typ uloh se vétsinou Fesi nasledujici tvahou: Na
zac¢atku jsou kandidaty na FeSeni vSechna celd ¢isla N od 0 do 100 (zde uz jsme pouzili jednoduchou
tvahu, ze vice nez 100 Zetonu se do tabulky 10 x 10 nevejde). Postupnymi uvahami zjistime, ktera
éisla uréité feSenim byt nemohou (pro nds vSechna &isla mensi nez 45, resp. vétsi nez 55, nebo
éisla, kterd nejsou nasobky deseti), az ndm zbyde jen par kandiditt (v tomto pfipadé nam zbyl
pouze jeden — &islo 50). O téchto kandidatech ale je$té nemiZeme Fici, Ze jsou FeSenim. Pouze se
nam nepodafilo prokazat, Ze fesenim nejsou. Zbyva tedy onéch par kandidata jednoho po druhém
probrat a rozhodnout, zda jsou skute¢né FeSenim, nebo ne (tedy bud nalézt pro padesat Zetonii
néjaké vhodné rozmisténi, nebo ukazat, ze takové rozmisténi nemize existovat). Az potom je uloha
vyfeSena.

Pokud chybélo ovéfeni, ze pro padesat zetont dobré rozmisténi vskutku existuje, strhla jsem
jeden bod. (Aléa Skélova)

Uloha 5. (59; 51; 3,78; 5,0)
Mirek vepsal do obdélnikové tabulky navzajem ruzna Cisla tak, ze byla v ramci kazdého fadku
uspofddana vzestupné (zleva doprava). Poté pieuspofddal kazdy sloupec tak, aby v ném byla ¢isla
uspofadana vzestupné (shora doli). Dokazte, Ze ¢isla jsou stéle usporddana vzestupné i v kazdém
fadku. (Mirek Olsdk)

ReSEN (PODLE ANH DUNG LE):
Oznacme r pocet riadkov tabulky a a;; ¢islo na policku v i-tom riadku a j-tom stlpci?. Pre spor
predpokladajme, ze po usporiadani existuja dve policka a;m, a;n také, ze m < n a a;m > ain-

"Toto je bezny systém stradnic v tabulkach &isel (odborne povedané: v maticiach). Tip pre
zapamétanie poradia stradnic: pri hladani policka prejdeme tvar pismena L ako Linearna algebra.



Cize pre kazdé prirodzené j od 1 do i plati ajy, > Gjn. Z toho dostdvame, Ze v stlpci n existuje
maximalne r — i ¢isel viacsich ako a;q, .

m n
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predpoklad a tym padom dostavame, ze pre kazdé m < n po usporiadani plati a;m < @in, €O sme
chceli dokazaf.

PozZNAMKY:
Velka vicsina z 0 — 2 bodovych rieseni robila chybu v tom, Ze to dokézali pre dajaka konkrétnu
tabulku a potom prehlasili, Ze podobne to bude fungovat aj v ostatnych tabulkach. Toto je zly
pristup, lebo zatial ste dokazali iba, Ze to plati len pre vasu konkrétnu tabulku. Skuste to nabuduce
naopak. Dokazte to pre vieobecnu tabulku, a potom prehlaste, Ze to plati aj pre tabulku o rozmeroch
3 x 4. Potom vam uZz nebudem mat ¢o vycitat :-P.

Celkovo ste ma ale potesili so svojimi rieSeniami, lebo som si nemyslel, Ze sa to d4 dokéazat viac

ako tromi réznymi cestami, ale vy ste ma dokdzali presved¢it z mojho omylu :-).
(Viktor Szabados)

Uloha 6. (32; 30; 4,63; 5,0)
Na 2012 poli¢kéach nekonecné Sachovnice rostou stromy. Olin m4 dvé figurky (Jenicka a Marenku),
které se mohou jednim tahem pohnout na jedno ze ¢tyr policek sousedicich hranou s tim, na némz
pravé stoji. Dokazte, ze Olin miize Jenicka a Mafenku postavit na dvé riizna policka Sachovnice tak,
aby mél ke kazdému konkrétnimu stromu Jenicek stejné daleko® jako Maienka (pro riizné stromy
muze byt tato vzdédlenost rizna). (Alexander ,,Olin“ Slavik)

RESEN(:
Zavedeme si kartézsky systém soufadnic tak, Ze vSechny stromy budou mit celoc¢iselné soufadnice.
NejdFive si vSimneme, ze vzdalenost policek o soufadnicich [a, b] a [c, d] je |a—c|+|b—d|. Musime
totiz udélat minimalné |a — ¢| krok ve sméru osy = a |b — d| krokd ve sméru y (a naopak presné
tolik krokii na cestu z policka [a, b] na [c, d] staci).
Protoze je stromii kone¢né mnoho, existuje strom s nejvétsi z-ovou soufadnici, tu si oznacime

a. Existuje i strom s nejvétsi y-ovou soutradnici, tu si oznac¢ime b. Jenicka postavime na souradnice
[a 4+ 1,b], Mafenku na [a, b+ 1].

8Vzdalenosti figurky od néjakého policka $achovnice rozumime nejmensi mozny pocet tahti, na
ktery se muze figurka na toto policko dostat. Figurka smi chodit i pfes policka, na kterych roste
strom.



Vezméme libovolny strom se soufadnicemi [z, y]. Vzdélenost Jenicka od tohoto stromu je |a +
1— 2|+ |b—y|. Protoze mame a > x a b >y, je

la+l-z[+b-—yl=a+l-z+b-y=la—=z|+]b+1-y]

coz je presné vzdalenost Mafenky od tohoto stromu, a tedy naSe postaveni Jenicka a Marenky
vyhovuje.

POZNAMKY:

Drtiva vétsina si s ulohou poradila jako ve vzoraku. Naslo se i par fesiteld, co vySetfovali v této
specidlni metrice vlastnosti bodd s konstantni vzdalenosti od ur¢itého bodu (tedy kruznice) a
nakonec tlohu vyfesili (pokud se do toho nezamotali). Myslenka dat Jenic¢ka a Mafenku az nékam
za konec¢nou oblast stromu se ale vyskytla i v tomto feSeni. Dedukce ,konend = omezenad* tak
nebyl az tak t&zky trik, jak se organizitofi bali, Ze bude :). (Michael ,, Majkl“ Bily)

Uloha 7. (17; 9; 2,47; 2,0)
V kazdém poli¢ku tabulky 111 x 111 je napsano liché celé ¢islo. Oznac¢me A soucin vsech fadkovych
souctu a B soucin vSech sloupcovych souctu ¢isel v tabulce. Dokazte, ze A+ B # 0.

(Lenka Slavikovd)

RESENI:

Radkové i sloupcové souéty lichého poétu lichych éisel jsou opét liché, proto jsou liché i jejich
souéiny A, B. Dokazeme, ze A = B (mod 4). Pak totiz bude A+ B =2 (mod 4), a tedy speciilné
A+ B#0.

Bez Gjmy na obecnosti mtzeme piedpokladat, Ze v tabulce jsou jen ¢isla 1 a —1, nebot pfi¢tenim
nasobku ¢ty k libovolnému ¢&islu tabulky se zbytek po déleni ¢tyfmi ¢isel A, B nezméni. Diikaz ted
provedeme indukci podle poctu cisel —1.

Pokud jsou v tabulce samé jednicky, jsou vSechny fadkové i sloupcové soucty rovny 111 a A =
B = 111" (mod 4).

Nyni méjme obecnou tabulku, kterd obsahuje na policku p ¢islo —1. Pokud ho pfepiSeme na
jednicku, snizime pocet ¢isel —1 a s odvolanim na indukéni predpoklad mame A = B (mod 4).
Chceme dokéazat, ze tento vztah zistane zachovan, kdyz do p napiSeme zpatky cislo —1.

Jelikoz —1 —1 =2 (mod 4), zméni se zpétnym nahrazenim souéet fadku obsahujiciho policko p
o dva modulo 4. Protoze je lichy, tak se zméni z ¢isla kongruentniho —1 na ¢islo kongruentni 1 nebo
naopak. Tuto zménu muzeme vnimat i tak, Ze se zméni na ¢islo opa¢né modulo 4, takze i soucin
A se zméni na cislo opacné modulo 4. Obdobné muzeme ukazat, Ze i B se zméni na c¢islo opacné
modulo 4, takze kongruence A = B (mod 4) zlistane zachovéna.

POZNAMKY:
Resitelé této ulohy se rozdélili na dvé skupiny — na ty, ktefi ilohu bez problémii vyiesili, a na ty,
ktefi s ni ani nehli. Opravovéani tedy bylo celkem snadné. (H&ria Bendové)



Uloha 8. (115 3; 1,27; 1,0)
Misko obarvil nékteré miizové body roviny® Gervené a zbylé modie. Poté posadil do jednoho miizo-
vého bodu nesmrtelného komara, otocil ho sosakem na sever a dal mu nasledujici instrukce: ,,Vzdy,
kdyz jsi v néjakém bodée, piebarvi ho na tu druhou barvu. Potom se podivej, jakou ma barvu,
a kdyz je modry, oto¢ se o devadesat stupnu doleva, jinak se oto¢ doprava. Nakonec posko¢ na
dalsi bod smérem, kterym jsi otoceny, a cely postup opakuj.“ Dokazte, Ze at uz Misko na zacatku
obarvil mrizku jakkoliv a komara postavil kamkoliv, komar za svij zivot navstivi nekone¢né mnoho
ruznych policek. (Misko Szabados)

RESEN{:

Ulohu budeme riesit sporom v troch krokoch: ukazeme, ze by sa komar musel zacyklit, viéimneme si,
ze do kazdého bodu moéze prist iba z dvoch smerov a spor dostaneme skiimanim rohového policka
komarovej trasy.

Pre spor predpokladajme, ze komdar navstivi iba kone¢ne vela bodov. Poéas pohybu koméara po
rovine sa teda meni iba ofarbenie tychto bodov, poloha komara a jeho natocenie. AvSak vSetkych
moznych kombinéacii tohoto ofarbenia, polohy a orientacie komara je iba konec¢ne vela, takze niekedy
sa dve rovnaké situdcie musia zopakovat (pretoze komar zije nekone¢ne). Od toho momentu bude
komar robif rovnaké kroky ako prvykrat, a preto sa musi pohybovat po nejakej trase stale dokola.?

Teraz si na chvilu predstavme, ze body mriezky st ofarbené bielou a ¢iernou farbou $achovnicovo
a nech poc¢iatoény bod je biely. VSimneme si, ze do ¢iernych bodov sa da prist iba zo zvislého smeru
(zo severu alebo z juhu) a do bielych iba z vodorovného (zo zapadu alebo vychodu). To dokazeme
jednoducho indukciou — na zaciatku smeruje komar zvislo do ¢ierneho a pri kazdej navsteve bodu
zmeni smer zo zvislého na vodorovny alebo naopak.

Sktmajme najvychodnejsi z najsevernejsich bodov, ktoré komar navstivi. Ak je tento bod v na-
$om Sachovnicovom ofarbeni ¢ierny, komar musi do neho vzdy prist z juhu a odist na zdpad. Tento
bod teda musi mat ¢ervent farbu. Vieme vsak, Ze komar sa na policko vrati. Vtedy ale bude jeho
farba modra a po prefarbeni komar zatoé¢i na vychod, ¢o je hladany spor.

Ak by bol tento bod v Sachovnicovom ofarbeni biely, spor sa dosiahne analogicky.

PozZNAMKY:

Bol som sklamany z toho, ako malo rieseni prislo, a ze z nich bolo iba jediné spravne od Tadedsa
Kucery. Uloha totiz neobsahovala ziadne zlozité kroky. V podstate vSetci sa spravne pokugali
odvodit spor z toho, ze sa komar zacykli. Neuvedomili ste si vsak, ze komar sa zacykli, ked sa
zopakuje celé ofarbenie mriezky, nielen jeho pozicia.

Druhy krok — avaha o dvoch druhoch bodov — je pomerne bezné vec v kombinatorickych tlohach.
Dalo sa dokonca ocakavat, Zze by nejaké obmedzenie pri navstevovani bodov mohlo platit, pretoze
komér sa nemohol pohybovat tplne Iubovolne, vzdy musel zatocit. Napokon je tiez prirodzené
skimat krajné body komérovej trasy, ked chceme ukézat, ze nemdze byt uzavreta. Dufam teda, Ze
sa nabudtce poudite a tlohy tohoto typu vyriesi patkrat viac ludi.

Uloha je in4¢ znama ako Langtonov mravec!'! (presnejsie ako Cohen-Kungova veta). Mravec je
v podstate robot riadeny akymsi programom a tento priklad ukazuje, Ze aj jednoduchy program sa
moéze spravat necakane zlozito. (Misko Szabados)

9Bodu roviny fikdme miiZovy, pokud mé obé soufadnice celo¢iselné.

0Pogzor! V ramci jedného cyklu méze komér navstivit ten isty bod viackrat aj z tej istej strany!
Cyklus skon¢i az vtedy, ked sa zopakuje cela situacia.

H http://en.wikipedia.org/wiki/Langton’s_ant



