Geometricka zobrazeni |

Pocinaje 17. roénikem probihé kazdy rok v PraSatku seridl na pokracovani. Jde o vyklad né-
jakého odvéti matematiky, se kterym se na stfedni Skole s velkou pravdépodobnosti setkas jen v
omezené mire ¢i vibec ne, které je vSak presto mozné vylozit tak, aby bylo stfedoskoldktim pfi-
stupné. Cilem seridlu je tedy rozsirit Tvé matematické obzory o néjaky zajimavy kout matematiky.
Ten letosni na téma Geometrickd zobrazeni pro Tebe pisi Pepa Tkadlec a Mirek Olsidk. Ve druhych,
tfetich a ¢tvrtych komentafich vyjde vzdy jeden dil a k nému trojice tloh, k jejichz vyreSeni by Ti
meély stacit znalosti nabyté prectenim a plnym pochopenim doposud vydanych dilu.

Par slov ivodem

Geometricka zobrazeni jsou jednou z nejpoutavéjsich kapitol planimetrie. Spoleéné si jich celou fadu
pfedstavime a ukazeme si jejich pouziti v dikazovych tlohidch. Védomé se dotykame jen okrajové
nesmirné obsahlého tématu uziti geometrickych zobrazeni v tlohach konstrukénich — dikladnéjsi
vyklad této tematiky je svym rozsahem nad rdmec tohoto textu. V prvnim dilu se zaméfime na
shodné zobrazeni, jejich skladani a na stejnolehlost.

Reseni nékterych piikladti ¢i cvideni mohou vyZzadovat znalosti z jinych oblasti planimetrie,
¢tenafe baziciho po hlubsim vhledu a Sirsim rozhledu proto odkazujeme na Knihovnu na strankach
PraSete’.

Co je to zobrazeni

Formalné fedeno je geometrické zobrazeni funkce (nazvéme ji f) jdouci z R™ do R™. V piipadé
geometrickych zobrazeni v roviné, kterymi se budeme v prvnim dilu zabyvat vyhradné, jde tedy
o jakysi pfedpis, ktery kazdému bodu roviny pfitadi néjaky jiny bod roviny (ne nutné rtizny od toho
puvodniho). Bod, ktery zobrazujeme, nazyvame vzor, bod, na ktery se nis vzor zobrazi, nazyvime
obraz. Obraz bodu zpravidla zna¢ime ocarkovanim vzoru. Bod, u néhoz splyva obraz se vzorem,
nazveme peuvngy.
To, 7e zobrazeni f pfifadi bodu A bod A’ lze formalné zapsat jako f(A) = A’. Pfifazeni rozhodné
nemusi byt symetrické — to, ze f(A) = A’ jesté vibec neznamend, ze f(A') = A.
Abychom si o rozmanitosti geometrickych zobrazeni udélali asponi jakys takys obrazek, uvedme
nékolik vice ¢i méné exotickych prikladi:
(i) Zobrazeni, které kazdy bod roviny nechd na misté. Toto zobrazeni se nazyva identita a
budeme ho znacit 1.
(ii) Zobrazeni, které vSem bodiim roviny prifadi jeden a ten samy (pfedem uréeny) bod roviny.
(iii) Zobrazeni, které body uvnitt¥ daného kruhu pootoéi o 89° po sméru hodinovych rucicek a
zbylé body necha tam, kde jsou.
(iv) Zobrazeni, které bodu o soutradnicich [a,b] v kartézské soustavé soufadnic pfifadi bod
o soufadnicich [a? + b, log |b]].

Lhttp://mks.mff.cuni.cz/library/library.php



Chceme-li pochopit, jak dané zobrazeni funguje, casto pomuze, objevime-li néco, co se v tomto
zobrazeni zachovava. Napiiklad v identité jsou vSechny body pevné. Proto identita zachovava vzda-
lenosti mezi body (pro kazdé dva body A a B plati |AB| = |A’B’|), velikosti thla (|J<<ABC| =
|<TA'B’C’|) a vlastné vSe, co ¢lovéka napadne.

Treti zobrazeni z vySe uvedeného seznamu sice zachovava vzdalenost od stiedu daného kruhu
(nazveme-li ho O, pak pro kazdy bod A plati |OA| = |OA’|), ale uz nezachovava vzdalenosti mezi
kazdymi dvéma body. Ctvrté zobrazeni podle autorii nezachovava nic zajimavého.

Cviceni. Dokazte, ze ackoliv je identita jedinym zobrazenim, v némz jsou vSechny body pevné,
neni jedinym zobrazenim, které zachovava vSechny vzdalenosti i velikosti thlu.

Cvideni. Naleznéte zobrazeni f rtizné od identity, které pro kazdy bod A spliiuje (A’) = A, tedy
zobrazeni, které ma vsechny body pevné, je-li provedeno dvakrat po sobé.

Cvideni. Naleznéte zobrazeni f, které pro kazdy bod A spliuje (A’) = A a zaroven A’ # A
(tedy nemad zadny pevny bod).

Je prirozené studovat geometrickd zobrazeni postupné od téch ,krotkych“ po ta méné krotka.
Pustme se do toho.

Shodna zobrazeni

Velmi specialni tfidu geometrickych zobrazeni tvofi tzv. shodnd zobrazent, tedy zobrazeni, ktera
zachovéavaji vzdalenosti mezi body (pro kazdé dva body A, B a jejich obrazy A’, B’ plati |AB| =
A B]).

Prikladem shodného zobrazeni je vysSe zminénd identita, ale tato zdaleka neni jedina. Podivejme
se shodnym zobrazenim na zoubek.

Cviceni. Dokazte, ze zachovava-li zobrazeni délky tuseéek, zachovava uz i velikosti uhli.

Osova soumérnost

V jistém smyslu nejelementarnéjsim shodnym zobrazenim je osova soumérnost. Je-1i v roviné dana
pfimka p, pak osovou soumérnosti O, podle této pfimky p rozumime zobrazeni definované jako
(i) A’ = A, pokud A lezi na p,
(i1) A’ je takovy bod, Ze p je osa tusecky AA’, pokud A nelezi na p.

Z této definice okamzité plynou nasledujici vlastnosti osové soumérnosti:

(i) Osova soumérnost Oy je uréena piimkou.
(ii) Pevné body osové soumérnosti jsou pravé body lezici na pfimce p.
(iii) Pro kazdy bod P na piimce p a pro libovolny bod A plati |[PA| = |[PA’|.
(iv) Pro kazdy bod A plati (A’) = A.
(v) Obrazem pfimky je pfimka, obrazem kruznice je kruznice.

Nasledujici priklad dobfe ilustruje casté uziti geometrickych zobrazeni pfi feseni uloh. Pomoci
vhodného zobrazeni totiz mizeme v obrazku preusporadat délky usecek ¢i velikosti uhla a dat tak



geometricky vyznam zvlastné pusobicim vyraztm. Uziti trojuhelnikové nerovnosti pro minimalizaci
souctu délek tsecek je rovnéz typické.

Priklad. V roviné je dédna pfimka p a body A, B lezici v téze poloroviné uréené piimkou p.
Naleznéte na p¥imce p takovy bod P, aby |AP| + |PB| bylo minimalni.

Reseni. Zobrazme bod B v osové soumérnosti podle pfimky p. Jelikoz osova soumérnost zachovava
vzdéalenosti, pro kazdy bod X piimky p plati |[AX| + |XB| = |AX| + |XB’'|. Z trojuhelnikové
nerovnosti véak mame |AX| + |XB’| > |AB’|, kde rovnost nastava pravé tehdy, lezi-li bod X na
tseéce AB’. Hledany bod P je tedy prusec¢ik piimky p a tsecky AB’.

Piiklad. Na praméru AB kruznice k zvolme bod M. Tétiva C'D kruznice k prochazi bodem M
a svird s praimérem AB thel 45°. Dokazte, ze hodnota vyrazu |CM|? + |M D|? nezavisi na poloze
bodu M.

Reseni. Ozna¢me C’ obraz bodu C v osové soumérnosti podle AB. Jelikoz |<<C’' M D| = 90°, mame
|CM|? + |MD|? = |C'"M|? + |MD|? = |C'D|?, takze sta¢i ukazat, ze tétiva C’D m4 konstantni
délku. Diky vété o obvodovém tuhlu tedy staci dokazat, ze ji prislusi konstantni obvodovy thel.
Z rovnoramennosti trojahelniku MCC” je tento roven |<{C’'CD| = |<{C'CM| = 45° nezavisle na
poloze M, takze jsme hotovi.

Cviceni. Je dan ostrothly trojuhelnik ABC' a jeho prusecik vysek H. Ukazte, ze obrazy bodu H
v osovych soumérnostech podle stran trojuhelnika ABC' lezi na kruznici jemu opsané.

Cviceni. Uvnitr ostrého thlu s rameny p, ¢ je ddn bod A. Naleznéte body P na p a @ na q tak,
aby |AP| + |PQ| + |QA| bylo minimélni. Co se stane, pokud bude zadany uhel pravy nebo tupy?

Cviéeni. Jsou dany t¥i shodné ¢tverce jako na obrazku. Urcete hodnotu |[<{DAE| + |[<DAF|.
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Ndvod. Pieklopte E podle AD a zkoumejte trojuhelnik AFE’.



Cviceni. V téze poloroviné uréené primkou p jsou ddny body A, B. Naleznéte na pfimce p néjaky
bod X tak, aby tsecky AX, BX sviraly s pfimkou p thly, z nichz velikost jednoho je dvakrat vétsi
nez velikost druhého.

Ndvod. Zobrazte B osové podle p a dokreslete kruznici se stftedem v B’, ktera se dotyka p.

Skladani poprvé

Otézka, kterd se prirozené nabizi po predstaveni kteréhokoliv zobrazeni, je nasledujici: Co se stane,
aplikujeme-li nékolik zobrazeni daného typu po sobé? Pokusme se na ni odpovédét. Dodejme jesté,
ze pro postupné provadéni zobrazeni se vzil termin skladdani.

Ziejmé plati, ze slozeni dvou osovych soumeérnosti podle téze osy je identita. Budeme se tedy
zabyvat obecnym pripadem, v némz jsou osy dvou skladanych osovych soumérnosti riizné. Zavedme
nejdiive potfebné znaceni.

Jsou-li ddna dvé zobrazeni f a g, pak jejich slozenim rozumime zobrazeni, které bodu A priradi
bod g(f(A)), tj. nejdiive provedeme zobrazeni f a na vysledek jesté zobrazeni g. Toto zobrazeni
nékdy znac¢ime? go f. Pozor, na pofadi, v némz zobrazeni skladame, zalezi — slozenim dvou zobrazeni
v opac¢ném potadi obecné ziskdme jiny vysledek.

Vratme se nyni k nasi dloze. V roviné uvazme dvé piimky p, ¢ a pro pohodlnost nejdfive
predpokladdejme, Ze se protinaji. Ozna¢me O jejich prisec¢ik a a tthel mezi nimi. Uvazme zobrazeni,
které vznikne osovou soumérnosti podle primky p nésledovanou osovou soumérnosti podle primky
q, a pokusme se popsat jeho efekt na body roviny.

A

Ziejmé Oq(Op(0)) = O4(0) = O. Zvolme ted bod A v roviné kdekoliv jinde a ozna¢me A’ =
Op(A) a A" = O4(A’). Z vlastnosti osové soumérnosti plyne

|0A| = |04 = |0A”).

Zvolime-li v pfipadé znadzornéném na obrazku pro pfehlednost na pfimkach p, ¢ body P, Q, dopoc-
teme

|[CAOA"| = |[KAOA'| + |[KA'OA”| = 2|<POA’| + 2|<A’OQ)| = 2|<POQ| = 2a.
Stejny vysledek obdrzime i pro ostatni vzajemné polohy pfimek p, ¢ a bodu A. Tyto dva vztahy uz

bod A’ uréuji. Zkoumani osové soumérnosti nas tedy ptirozens vede ke zkoumani dalsiho zobrazeni.
Rikejme mu otocent.

2Nenech se mylit pofadim pismen g a f, skuteéné takto zapisujeme zobrazeni, v némz provadime
nejprve f a potom g.



Otoceni

Je-li v roviné dan bod O a je-li dano ¢islo o € (0,360°), pak oto¢enim R (o, o) rozumime zobrazeni
definované jako

(i) R0,a)(0) =0,
(ii) R(o,a)(A) = A’ spliwjici |OA’| = [OA| a |[TAOA'| = a pro libovolné A # O.

Na tomto misté je potfeba upozornit na nepfesnost, jiz se pfi této definici dopoustime. Pfisné
vzato existuji dva odpovidajici body A’ — jeden otoceny po sméru, druhy proti sméru chodu ho-
dinovych ruéi¢ek. Této nepiesnosti se 1ze vyhnout zavedenim tzv. orientovanych dhli. Ty (zhruba
feeno) spocivaji v tom, Ze se jednomu ze dvou sméru (zpravidla tomu proti sméru) ptifadi kladné
a druhému zaporné znaménko. Budeme-li tedy od ted mluvit o ihlu mezi dvéma pfimkami, bude
nam zalezet na poradi, v némz tyto zminime. Na obrizku tak polopfimky p a ¢ sviraji thel 30°,
pfimky ¢ a r thel 20° a ptimky r a p thel —50°.
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Otoceni jakozto slozeni dvou shodnych zobrazeni je samo shodnym zobrazenim. Kromé toho ma
fadu dalsich vlastnosti. Jmenujme:

(i) Otoceni R0 o) je uréené svym stfedem a velikosti tthlu otoceni.
(i1) Je-li a = 0, redukuje se otoceni na identitu. Takovému otoceni fikdme trividlni.
(iii) Je-li & # 0, je jedinym pevnym bodem otoceni jeho stied.
(iv) Obrazem piimky AB je piimka A’ B’ svirajici s AB ahel a. Obrazem kruZnice je kruznice.

Cvigeni. (stied otoceni) Jsou dany rtiznobézné tsecky AB a A’B’ shodné délky. Zkonstruujte
stied otoceni R zobrazujictho AB na A’B’.



Cviceni. (rozklad otoceni) Uvédomte si, Ze otoceni R(p o) vznikne slozenim dvou osovjch sou-
mérnosti podle libovolnych os protinajicich se v bodé O a svirajicich thel %oa.

Otoceni je extrémné ucinnou zbrani pri trikovych feSenich geometrickych aloh. Otacime proto,
abychom lépe vyuzili shodnosti nékterych délek v obrazku ¢i doplikovosti velikosti nékterych thla.
Velikost thlu otoceni volime konkrétné — obvykle Sedesat nebo devadesat stupnu.

Priklad. Uvniti ¢tverce ABCD je dan bod P tak, ze |PD| = 1, |PA| = 2 a |PB]| = 3. Urcete
velikost tthlu APD.

Reseni. Uvazme otoceni podle stiedu A o 90°. Obrazy bodw zna¢me ¢arkovang.

C

B

Bod B’ splyne s bodem D. Trojuhelnik PAP’ je rovnoramenny pravouhly s odvésnami délky 2,
tedy |PP’| = 2v/2. V trojuhelniku P’ PD diky tomu plati

|P'PI> + |PD> = (2v2)2 + 12 =8+1=9=32 = |P'D|?

takze |<{P'PD| = 90°. To spolu s |[TAPP'| = 45° dava kyZzenou odpovéd |<TAPD| = 135°.

Priklad. Na kratsim oblouku AB kruznice opsané rovnostrannému trojuhelniku ABC' je ddn bod
P. Ukazte, ze |PC| = |PA| + |PB|.

Reseni. Otocme trojihelnik CAP podle stfedu C o 60° a oznaéme P’ obraz bodu P (bod A se
ziejmé zobrazi na B).

Body P, B, P’ lezi v pfimce, nebot
|<<P'BC|+ |<<CBP| = |<{PAC| + |<CBP| = 180°.
Usecky CP a C'P' jsou stejné dlouhé a sviraji thel 60°, takze trojuhelnik CPP’ je rovnostranny a
|CP|=|PP'| = |PB|+ |BP'| = |PB| +|PA],

kde posledni rovnost vyplyva z toho, Ze BP’ je obrazem AP.



Cvi€eni. Uvnitf pravotihlého rovnoramenného trojuhelniku ABC s pravym thlem u vrcholu C
je ddn bod P. Ukaite, ze tsecky o délkach |PA|, |PB| a |PC|v/2 tvoii strany trojthelnika.

Cviceni. V konvexnim pétithelniku ABCDE plati |[AB| = |AE| = |CD| = 1, |[<ABC| =
|[<KDEA| =90° a |BC|+ |DE| = 1. Urcete jeho obsah.

Cviceni. Konvexni Sestithelnik ABCDEF vznikl slepenim rovnostranného trojuhelniku AEF
o strané a, rovnobézniku ABDE spliujiciho |AB| = 1 a trojthelniku BC'D spliiujiciho |BC| +
|CD| = 2. Navic plati |[CF| = 3. V zavislosti na a urcete obsah Sestithelniku ABCDEF.

Ndvod. Otocte o 60° podle F'az 1+2 = 3 vyvodte, ze v jisté ,trojuhelnikové” nerovnosti nastava
rovnost.

Stfedova soumérnost

Specidlnim ptipadem otoceni je otoceni o 180°. Takovému zobrazeni se ik stredovda soumérnost
a znadime ho Sp, kde O je stfed otoceni (a tedy i soumérnosti). Ve srovnéni s obecnym otocenim
ma stfedova soumérnost dvé dobré vlastnosti navic. Jednak pro kazdy bod A plati (A’)" = A, dale
plati to, ze bod A, bod A’ a stied stiedové soumérnosti lezi v pfimce. Koneéné poznamenejme, Ze
stfedova soumérnost vznika slozenim osovych soumérnosti podle kolmych os.

Priklad. Kruznice protind strany BC, C A, AB trojuhelnika ABC v bodech A; a A2, By a Ba,
C1 a Cq. Ukazte, ze pokud se kolmice na odpovidajici strany vedené body A;, B a C; protnou
v jednom bodé, pak se v jednom bodé protnou i kolmice na odpovidajici strany vedené body Az,
By a Cs.

Reseni. Oznacme P prisecik kolmic vedenych body A1, By a C; a O stied dané kruznice. Oznac¢me
P’ obraz bodu P ve stfedové soumérnosti podle stiedu O.
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Jelikoz O lezi na ose tsecky AjAs, lezi P’ na kolmici na stranu BC vedenou bodem As. Ana-

logickym argumentem dostédvame, ze P’ lezi i na zbylych dvou kolmicich a ty se tedy protinaji
v jednom bodé.

Cviéeni. Na strané BC trojuhelniku ABC jsou dany (ne nutné rizné) body K, L tak, ze |BK| =
|CL|. Pro kterou polohu bodt K, L je soucet |AK| + |AL| minimalni?



Cvic¢eni. Ukazte, Zze obrazy priseciku vysek ve stfedovych soumérnostech podle stfedii stran
daného trojuhelnika ABC padnou na kruznici trojihelniku ABC opsanou.

Cviceni. Na téznici z vrcholu C trojuhelniku ABC naleznéme bod X tak, aby |BX| = |AC|.
Oznac¢me Y prusecik pfimky BX a strany AC. Ukazte, ze trojuhelnik CXY je rovnoramenny.

Cvi€eni. Jednotkové kruznice k a [ se dotykaji v bodé T'. Kruznice m o poloméru 2 ma stied na
kruznici k a dotyka se ji v bodé B. Ukazte, ze pfimka BT prochézi jednim z prusecikd kruznic [ a
m.

A co kdyZ se neprotnou?

Uz vime, co vznikne slozenim osovych soumérnosti podle os, které se protnou. Nevytesili jsme vSak
pripad, kdy jsou ony dvé osy rovnobézné. Zamérme se na né€j nyni.

Af jsou v roviné dany rovnobé&zné pfimky p, q ve vzdalenosti d. Pokusme se popsat zobrazeni
vzniklé slozenim osové soumérnosti podle pfimky p a soumérnosti podle pfimky ¢ (tedy Oq 0 Op).
Bez Gjmy na obecnosti se na obrazek divejme tak, aby primky p, ¢ byly svislé. Vyberme si v roviné
libovolny bod A a oznaéme A’ = Op(A) a A” = Oq4(A").

Body A, A’ a A” lezi viechny stejné ,,vysoko“, nebot AA’, resp. A’ A" jsou kolmé na p, resp. q.
K tplnému® popisu bodu A’ tedy staéi vyjadiit jeho vzdalenost od bodu A pomoci d. Oznaéime-li
vzdalenost bodu A od piimky p jako z, ziskdviame v zobrazeném pfipadé

|AA"| = |AA |+ |AA| =2 2 +2- (d—z) = 2d.

Rozborem pripadu zjistime, Ze stejny vysledek dostaneme i pro ostatni mozné vzajemné polohy
bodt A, A’, A” a pfimek p, q. Zavérem tak je, Ze sloZenim osovych soumérnosti podle rovnobéznych
primek je zobrazeni, které kazdym bodem ,pohne“ ve sméru kolmém na tyto pfimky o vzdélenost
dvakrat vétsi, nez je jejich vzdalenost. Zabyvejme se proto ted posunutim.

Posunuti

Je-li dan vektor® zﬁ, pak posunutim Tﬁ rozumime zobrazeni, které libovolnému bodu X pfifadi
—
bod X'’ takovy, ze X X' = zﬁ, tedy takovy bod, ze ABX’X je rovnobéZnik.

Posunuti o vektor E vznika sloZzenim dvou osovych soumérnosti podle libovolnych dvou rov-
nobéznych os kolmych na smér posunuti a vzdalenych %|AB | ve vhodném pofadi.

3Ptesnéji: Ke skoro tiplnému . ..
4Jestli nevis, co je to vektor, nedés se a piedstavuj si ho jako Sipku, kterd ma né&jaky smér a je
néjak dlouha. Dvé pismenka pak oznacuji pocatecni a koncovy bod Sipky.



I posunuti je pochopitelné shodné zobrazeni. Mezi jeho dalsi vlastnosti pat¥i:
(i) Posunuti je uréeno vektorem, tedy dvojici bodu.
(ii) Posunuti o nulovy vektor je identita. Takovému posunuti fikdme trividlni.
(iii) Je-li vektor posunuti nenulovy, nema posunuti ziddné pevné body.
(iv) Obrazem tusecky je rovnobézna tsecka (shodné délky).
(v) Obrazem pfimky je pfimka, obrazem kruznice je kruZznice.
Priklad. Uvnitf rovnobézniku ABCD je dan bod P tak, ze |<<TAPD|+|<{CPB| = 180°. Dokazte,
ze |KCBP| = |<PDC|.

Reseni. Oznaéme P’ obraz bodu P v posunuti o vektor 1@ Pak
|[<BP'C|+ |<CPB| = |<APD| + |<CPB| = 180°,

takze ¢tyithelnik BP'CP je tétivovy. Je proto |<<CBP| = |<ICP'P|, a jelikoz PP'CD je rovno-
béznik, tak i |[<<C'P'P| = |<PDC|.

A

Cviceni. Ozna¢me postupné A1, By, C1 stiedy stran BC, C A, AB trojthelnika ABC. Oznac¢me
1,4, Iy, I. stfedy kruznic vepsanych trojihelnikim AB;C1, BC1 A1, CA1B1 a Og, Oy, O, stfedy
kruznic témto trojuhelniktim opsanych. Dokazte, Ze trojuhelniky I,IpI. a Oqa0pO. jsou shodné.
Cviceni. Kde mame postavit most M N pfes feku oddélujici vesnice A, B tak, aby byla cesta
AM N B co nejkratsi? Predpokladéame, ze biehy feky jsou rovnobézné primky a most je na né kolmy.
Cvic¢eni. Rekneme, ze dva body v roviné souseds, pokud je jejich vzdéalenost 1. Ukazte, Ze v roviné
existuje mnozina 22011 boda takovych, ze kazdy z nich sousedi s pravé 2011 jinymi.

Ndavod. Zacnéte s tseckou a mnozinu konstruujte induktivné zkopirovanim a posunutim o vzda-
lenost 1 ve vhodném sméru.

Skladani podruhé

Zjistili jsme, ze sklddanim osovych soumérnosti ziskdvame bud posunuti, nebo otoceni (pfipadné
identitu, coz je specialni pfipad obojiho). Nabizi se tak otdzka, jakd dalsi shodna zobrazeni lze
ziskat — tentokrat skladanim samotnych otaceni a posouvéani. Proberme postupné moznosti.

(i) Slozenim dvou posunuti je zfejmé posunuti (pfipadné identita).



(ii) Slozenim dvou otoceni podle téhoz stfedu je zfejmé otoceni (pfipadné identita).

(iii) SloZenim dvou netrividlnich otoéeni podle raznych stfedt je bud posunuti, nebo otodeni.
Diikaz. At R0, a) @ R(0,,s) jsou otoleni (O1 # O2) a zkoumejme zobrazeni vzniklé
jejich slozenim. Oznac¢me p pfimku prochéazejici bodem O; a svirajici tihel %a s pfimkou
0103. Obdobné oznacéme ¢ pfimku prochazejici bodem Oz a svirajici thel % [ s ptimkou
0103. Slozeni dvou otoceni lze pak zapsat jako

(0 °00,0,) © (00,0, ©0p) = Og0 (00,0, ©00,0,) ©O0p =0g 0100, =0400,,

coz je skutecné otoceni nebo posunuti.
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(iv) Slozenim netrivialniho oto¢eni a posunuti je otoceni.
Diikaz. Rozlozime nejdiive otoceni na dvé osové soumérnosti Op, O4 tak, aby druha
osa (q) byla kolma na vektor posunuti. Toto posunuti nésledné rozlozime na dvé osové
soumérnosti O4 a Or. Vysledkem je zobrazeni

(07 00q) ©(0Oq00p) =07 0(0g 0 Oq) 0 Op = Or 0Oy,

coz je slozeni dvou nerovnobéznych osovych soumérnosti, a tedy otoceni.
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Cviceni. Co vznikne slozenim dvou stfedovych soumeérnosti? Co vznikne slozenim tfi stfedovych
soumeérnosti?

Cviceni. Co vznikne slozenim osové soumérnosti Op a posunuti o vektor kolmy na piimku p?

Cviceni. Ukazte, ze zobrazime-li bod X stfedové podle bodt O1, O2, O3 a poté v tomtéz poradi
podle nich jesté jednou, zistane na svém misteé.

Cviceni. Ukazte, ze zadny rovinny utvar nemuze mit presné dva stiedy soumérnosti.



Ndvod. Ukazte, ze jsou-li O1, Oz dva razné stfedy soumérnosti, pak bod stfedové soumérny
s bodem O;1 podle bodu O3 je stfedem stfedové soumérnosti So, o So, 0 So,.

Zbyva popsat, jaké zobrazeni vznikne slozenim otoceni, resp. posunuti s osovou soumeérnosti, tj.
jaké zobrazeni vznikne slozenim tfi osovych soumérnosti.

Posunuta soumérnost?

Je-li p pfimka v roviné a A, B body na ni, pak posunutou soumérnosti G—g rozumime zobrazeni,
a

které vznikne slozenim posunuti o vektor E a osové soumérnosti podle pfimky p.

Neni tézké si rozmyslet, Ze na poradi, ve kterém provedeme osovou soumérnost a posunuti,
nezalezi — v obou pfipadech dostaneme totéz shodné zobrazeni. Mezi dalsi vlastnosti posunuté
soumeérnosti patii:

(i) Posunutd soumérnost je uréena dvéma body.
(ii) Je-li vektor posunuti nulovy (tj. A = B), redukuje se posunutd soumérnost na osovou
soumeérnost.
(iii) Je-li vektor posunuti nenulovy, nemé posunuta soumérnost zaddné pevné body.
(iv) Obraz kazdého bodu ma od piimky p stejnou vzdalenost jako jeho vzor a lezi v opa¢né
poloroviné pfimkou urcéené.

Posunuta soumeérnost je malym bratfickem svych vétsich sourozenct. Ukazme si ale jeji pouziti
alespon na jednom piikladé.

Piiklad. Na tecné ke kruznici k se sttedem O vedené bodem A zvolime bod B. Usecku AB
oto¢ime podle O o néjaky thel, &im# dostaneme tsecku A’B’. Ukaite, %e piimka AA’ prochazi
stfedem usecky BB’. (Turnaj mést 2007)

Reseni. Bez Gjmy na obecnosti se na obrazek podivejme tak, aby piimka AA’ byla vodorovna.
Use¢ky AB a A’B’ sviraji s pfimkou AA’ stejny thel. Lze je tedy na sebe zobrazit posunutou
soumérnosti Gﬁ' Body B je proto od pfimky AA’ stejné ,nahotfe“ jako bod B’ ,dole“. Stfed
usecky BB’ tak leZi na piimce AA’.

5V anglické literatufe nazyvana glide reflection.



Cvigeni. Cervena karkulka jde za babi¢kou. Cestou chce ale jit presné kilometr podél feky. Je-li
feka pfimka, navrhnéte karkulce nejkratsi cestu.

Je to vSechno?

Popsali jsme zobrazeni, které vznikne slozenim posunuti o néjaky vektor a preklopeni podle néj.
Tim jsme ale rozhodné nepostihli, co vznikne posunutim o néjaky vektor a preklopenim podle jiné
primky, nebo dokonce slozenim osové soumeérnosti a otoceni. Nebo snad ano?

Skladame-li osovou soumérnost Op a otoceni, miizeme otoceni rozlozit na dvé osové soumérnosti
tak, aby prvni osa, podle které zobrazujeme, byla rovnobézna s Op. Na vysledné zobrazeni se pak
lze divat jako na posunuti nasledované osovou soumeérnosti (podle obecné osy). Zkoumejme tedy
slozeni posunuti o vektor E a osové soumérnosti podle (rtiznobé&zné) pfimky p.

Rozlozme posunuti na dvé dil¢i posunuti — posunuti T4a ve sméru primky p a posunuti T3
ve sméru na p kolmém.

p Oy, q1 P=q
T, / O,
C CB B 2( | 22
Oy

A xo

»Kolmé*“ posunuti T@ se da rozlozit na Og, 0Oy, , kde pfimku g2 1ze volit totoznou s p. Celkem
tak dostavame

OpoTap =0po (Tgp 0Tyz) = Opo (Op00q,) 0Tzp = Og, 0 Tz,

coz je skuteéné posunutd soumeérnost.
Ted uz jsme pripraveni vyslovit vétu charakterizujici shodna zobrazeni v roviné a nastinit jeji
dikaz.

Véta. Kazdé shodné zobrazeni v roviné je osova soumérnost, otoceni, posunuti nebo posunuta
soumeérnost.



Idea dikazu. Dikaz postupuje ve tfech krocich.

Nejdfive si uvédomime, ze kazdé shodné zobrazeni je urcené obrazem rtznostranného trojuhel-
niku, tj. je-li ddn rtiznostranny trojuhelnik ABC a shodny trojuhelnik A’ B’C’, pak existuje jediné
shodné zobrazeni, které zobrazi AABC na AA'B’C’. To plyne z toho, ze kazdy bod roviny je
jednozna¢né uréen svymi vzdalenostmi od boda A, B, C.

Takové shodné zobrazeni 1ze reprezentovat slozenim nékolika jiz popsanych shodnych zobrazeni.
Skute¢né, staci nejdiive posunout trojihelnik o vektor AA’, poté otoédit podle bodu A’ o takovy
ahel, aby se na sebe zobrazily body B a B’, a (pokud je to nutné) osové preklopit podle pfimky
A'B'.

Konecné si zbyva vSimnout, Ze ve vyse uvedeném postupu lze slozit otoceni a posunuti. Jak
jiz vime, vznikne otoceni (pfipadné posunuti nebo identita, jsou-li otoéeni ¢i otoceni i posunuti
trivialni). Pokud navic jesté osové preklapime, vznikne osové posunuti (pfipadné osovd soumérnost).

Problémy

Kapitolu shodnjch zobrazeni uzavieme nékolika t&7$imi ilohami. Ten, kdo napiSe na chat® jako
prvni spravné feseni nékterého z ¢okoladovych prikladt, bude odpovidajicim zptisobem odménén.

Priklad. Na straniach AB, BC, C' A ostrouhlého trojihelniku ABC najdéte body C1, A1, B tak,
aby obvod trojthelniku A; B1C; byl nejmensi mozny.

Priklad. Na stranidch AC, BC trojuhelniku ABC naleznéte body K, L tak, aby |AK| = |KL| =
|LB|.

Priklad. (¢okolddovy) Uvnitf thlu MON jsou dany body K, L. Naleznéte na poloptimce ON
bod X tak, aby v trojuhelniku XY Z, kde Y, Z jsou pruseciky XK, resp. XL a OM, platilo
I XY|=1XZ|.

Priklad. (¢okolddovy) Na pfimkach p, g, r jsou dany postupné body P, @, R. Zkonstruujte
pfimku ¢, kterd protinad p¥imky p, ¢, » v bodech P1, Q1, R1 takovych, ze |PPi| = |QQ1| = |RR1]|.

Priklad. (¢okoladovy) Uvnitf jednotkového ¢tverce je dan (ne nutné souvisly) atvar U takovy,
ze vzdalenost zadnych dvou bodt z U neni rovna 0,001.

(i) Ukazte, Ze obsah utvaru U je mensi nez 0,34.
(ii) Ukazte, ze obsah Gtvaru U je mensi nez 0,287.

Tim jsou dovrSena shodné zobrazeni a my se muZeme pustit do zobrazeni podobnych.
Podobna zobrazeni

Podobné zobrazeni jsou ta, ktera zobrazi kazdy ttvar na utvar podobny s puvodnim utvarem.
Takova zobrazeni jiz nemusi zachovavat délky stran, ale primky budou stale zobrazeny na primky
a kruznice na kruznice.

Dale jsou zachovany velikosti thla. Zaroven bude pomér mezi délkou usecky a délkou jejiho
obrazu (pro dané podobné zobrazeni) stéle stejné kladné ¢islo. Tomuto ¢islu budeme fikat abso-
lutni hodnota koeficientu podobného zobrazeni. U shodnych zobrazeni (kterd jsou vzdy soucasné
podobnymi) je tato hodnota rovna jedné.

S http://mks.mff.cuni.cz/chat/chat.php?topic=2



Body v nekonetnu

Pro vétsi komfort se k obvyklé roviné pridavaji dalsi, tzv. nevlastni, body neboli body v nekonecénu.
Pro kazdy smér pfimky se prida jeden takovy bod. Je to ten bod, ve kterém ,se protnou vSechny
rovnobézky tohoto sméru“. Déle pfidame tzv. nevlastni pfimku, coz bude mnozina vSech nevlastnich
bodi. Body, které byly v ptuvodni roviné, nazyvame vlastni.

Ceho jsme tim dosahli? Pro za¢atek toho, ze kazdé dvé riizné primky se protnou pravé v jednom
bodé. A pritom stale plati, ze kazdé dva ruzné body urcuji pravé jednu pfimku.

Za obraz nevlastniho bodu ve shodnych a podobnych zobrazenich budeme povazovat smér ob-
razu prislusné primky.

Ve stfedoskolské matematice ovSem nevlastni body nejsou iplné bézné, takze je nedoporucujeme
(obzvlast v olympiadé) automaticky predpokladat. Vsechny body v zadéni Gloh budou chapany jako
vlastni, nebude-li feceno jinak.

Vlastni stejnolehlost

Vlastni stejnolehlost je jednozna¢né urcéena svym stfedem S (vlastni bod) a koeficientem k
(nenulové redlné ¢islo). Pak pro libovolny bod X definujeme jeho obraz X' tak, aby platilo SX' =

kSX. Je-li k kladné/zaporné, fikame, Ze stejnolehlost je kladna/zaporna.
Nevlastni stejnolehlost

Nevlastni stejnolehlost je jen jiny nazev pro posunuti, protoze bude casto pohodlné ho za stejno-
lehlost povazovat. Stfed S nevlastni stejnolehlosti je nevlastni bod, koeficient je vzdy roven 1. Tedy
stejnolehlost s koeficientem riznym od jedné je vzdy vlastni. Vektor tohoto posunuti musi byt ve
sméru S (nebo nulovy). Na zakladé stfedu a koeficientu ovSem neni jasné dana jeho velikost ani
orientace.

Vlastnosti stejnolehlosti (vlastni i nevlastni):

(i) Obraz p¥imky ve stejnolehlosti je vzdy rovnobézna ptimka.

(ii) Stfed stejnolehlosti je pevny bod.

(iii) Mezi libovolnymi dvéma rovnobéznymi tseckami existuji pravé jedna kladna a pravé jedna
zapornd stejnolehlost. Obecné existuje stejnolehlost mezi dvéma podobnymi mnohothel-
niky s rovnobéznymi odpovidajicimi si stranami.

(iv) Stred stejnolehlosti, bod a jeho obraz lezi v jedné pfimce.

(v) Koeficient stejnolehlosti je na zékladé zobrazeni vzdy jednozna¢né uréen. Stied vzdy, kdyz
se nejedna o identitu.

(vi) Inverznim zobrazenim k stejnolehlosti je opét stejnolehlost se stejnym stfedem a prevra-
cenym koeficientem.

(vil) Identita je stejnolehlosti s koeficientem 1 a libovolnym st¥edem.

(viii) Stejnolehlost s koeficientem —1 je stfedovou soumérnosti se stejnym stiedem.
(ix) Kazdé podobné zobrazeni je stejnolehlost slozena s n&jakym shodnym zobrazenim.



Piiklad. Dokazte, ze se téznice trojuhelniku protinaji v jednom bodé.

Reseni. Trojuhelnik oznac¢ime ABC, stiedy stran pak Sg, Sp, Se. Usecka SpS. je obrazem usecky
CB ve stejnolehlosti se stfedem v A s koeficientem %, proto je s iseCkou BC rovnobézna a ma po-
lovi¢ni délku. Analogické vlastnosti maji tsecky SqSp a SpSec, takze trojuhelnik S,.S,Sc je podobny
trojuhelniku ABC a mé s nim rovnobézné strany (fikd se mu piickovy trojihelnik).

Existuje tedy stejnolehlost, kterd zobrazi trojuhelnik ABC' na trojuhelnik SqSpSc, stied této
stejnolehlosti oznadime T'. Z definice stejnolehlosti plyne, ze body A, T, S, lezi v pfimce, stejné

tak body B, T, Sy, a C, T, S., takze T je hledanym priusecikem.

B

C
Cviceni. Uvnitt ¢tverce ABCD zvolime bod X. Dokazte, ze tézisté trojuhelniki ABX, BCX,
CDX, DAX tvori ctverec.
Cvic¢eni. Dokazte, ze paty vysek a stfedy stran jednoho trojuhelniku lezi na jedné kruznici.

Ndavod. Vyuzijte toho, Ze obrazy priseciku vysek podle stran a stfedt stran padnou na kruznici
opsanou.

Stejnolehlost a kruZnice

Jsou-li dany kruznice k, I s poloméry ry, r;, pak existuje pravé jedna kladnéd (ne nutné vlastni) a
pravé jedna zaporna stejnolehlost, ktera zobrazi kruznici k na kruznici [. Stfedy téchto stejnolehlosti
je mozné sestrojit jako (ne nutné vlastni) priseciky spoleénych vnéjsich, respektive vnitinich teden
(viz obrazek), ovSem pouze tehdy, kdyz kruZnice tyto spole¢né teény maji. Pokud se kruznice
dotykaji, pak bod dotyku je jednim ze stfedi téchto stejnolehlosti.

St



Priklad. Kruznice k, | maji vnitini dotyk v bodé T'. Tétiva AB kruznice k se dotyka kruznice [
v bodé U. Dokazte, ze pfimka UT je osa uhlu AT B.

Reseni. Nakreslime si obrazek tak, aby bod U byl na kruznici I ,dole“, tedy body A, B budou ,na
stejné trovni“. Zobrazime kruznici ! na kruznici k stejnolehlosti se stfedem v T'. Tato stejnolehlost
m4 kladny koeficient, a proto i bod U’ (obraz bodu U) je na kruZnici k ,dole“, tedy trojuhelnik
ABU'’ je rovnoramenny. Navic body T', U, U’ lezi na jedné pifimce, takZe mtZzeme psat

|WTA| = |<U'TA| = |<U'BA| = |<U’AB| = |<U'TB| = |<UTB,

coz jsme chtéli dokazat.

A &

U’

Cviceni. Kruznice k, I, m se dotykaji ptimky p postupné v bodech K, L, M. Navic se kruznice k
a [ dotykaji v A a kruznice [ a m v B. Dokazte, ze pfimky KA, M B a kruznice [ prochéazeji jednim
bodem.

V piistim dile se muzete tésit na skladani stejnolehlosti a na zbyld podobna zobrazeni.



Geometricka zobrazeni |l

Druhy dil seridlu o geometrickych zobrazenich se tyka zobrazeni podobnych. V tvodu si v rychlosti
pfedvedeme, jak se mezi sebou sklddaji stejnolehlosti, a vyfesime tlohu, kterd nebyla (patrné pro
svou obtiznost) zadédna na IMO. S aparitem, ktery tou dobou uz budeme ovladat, to bude radost.
Nasledné se podivame, co vznikne slozenim stejnolehlosti s osovou soumérnosti, predstavime si
spiralni podobnost a fekneme si, co to znamena, ze ,,chodi po dvou“. Vyklad zakon¢ime zobecnénim
podobnych zobrazeni do podoby zobrazeni linearnich.

Skladani stejnolehlosti

V této kapitolce si ukazeme, jak se skladaji stejnolehlosti. Vystacime si pri tom s nasledujicim
stéZejnim tvrzenim.

Tvrzeni. Méjme dvé (ne nutné vlastni) stejnolehlosti hi, ho s koeficienty ki, ka2 a st¥edy S1, Sa.
Jejich slozeni ha o h1 ozna¢me h. Pak h je opét (ne nutné vlastni) stejnolehlost, a to s koeficientem
k1 - k2. Pokud S1 = Sa, pak stfedem h je opét ten samy bod (nebo jim alespori miize byt — je-li h
identita). V opac¢ném pripadé bude stfed h alespori leZet na piimce S1S2.

Dukaz. Zobrazeni hy i ha jsou podobna a navic zobrazuji pfimky na jejich rovnobézky. Proto
bude i hg o h; takové zobrazeni, tedy stejnolehlost. Pokud orientovanou tsecku nejprve natdhneme
k1-krét a pak ko-krat, bude celkové natazena (ki - k2)-krat, coz je koeficient stejnolehlosti h.

Zbyva dokazat tvrzeni o stfedu stejnolehlosti h. Pokud S1 = Sa, je situace zfejma z definice.
V opa¢ném pripadé se podiviame, kam h zobrazi pfimku p = S;S3. Pfimka p ztstane zachovana
po provedeni h; (protoze prochazi S1) i pak po provedeni ho (protoze prochdzi S2). Nyni si stacéi
vzit vlastni bod X pfimky p. Pokud se zobrazi sam na sebe, nasli jsme na p stifed stejnolehlosti h.
V opa¢ném piipadé musi stied h leZet na pfimce X X’. Vime oviem, ze X’ leZi na p, takze X X’ = p.

matujeme. Pomoci tohoto poznatku lze totiz pomérné pohodlné fesit velmi (ale opravdu velmi)
obtizné tlohy. Zaéneme ovSem zlehka.

Priklad. Kruznice ! lezi uvniti kruznice k a zevnitf se ji dotyka. Uvazme libovolnou kruznici m,
kterd ma vnitfni dotyk s kruznici £k v bodé K a vnéjsi dotyk s kruznici [ v bodé L. Dokazte, ze
pfimka KL prochazi pevnym bodem nezavislym na poloze kruznice m.



Reseni. Tipneme si, Ze onim pevnym bodem bude stfed zaporné stejnolehlosti, ktera prevadi
kruznici k na kruznici [. A dokdZeme to: Zapornou stejnolehlost, kterda prevede k na [ ziskdme tak,
ze nejprve pouzijeme kladnou stejnolehlost, kterd zobrazi kruznici k na m a nésledné zadpornou
stejnolehlost, kterd prevede m na [. Pfitom prvni z nich ma stfed v bodé K a druha v bodé L. Pro
dovrseni dukazu tedy staci pouzit predeslé tvrzeni.

Vsimnéte si, ze dotyk kruznic k a ! byl jenom na zmateni — k nicemu jsme ho nepotfebovali. ;)

Nyni uz jen predvedeme myslenku skladani stejnolehlosti na tfech cviéenich postupné vzrustajici
obtiznosti.

Cviéeni. (Mongeho véta) V roviné jsou dény tii neprotinajici se kruznice k, [, m. Ozna¢me K,
L, M po fadé prusecéiky vnéjsich spoleénych tecen kruznic [ a m, k a m, k a l. Dokazte, Ze body
K, L, M lezi v pfimce.

Ndvod. Interpretujte body M, K jako stfedy kladnych stejnolehlosti zobrazujicich k£ na I, resp. [
na m. Uvédomte si, Ze jejich slozenim vznikne kladna stejnolehlost zobrazujici k¥ na m, kterd ma
stied v L, a pouzijte tvrzeni.



Cvic¢eni. Kruh K je ¢tyfmi pfimkami rozdélen na 9 oblasti, z nichz jedna je ¢tverec ABC'D. Do
oblasti, kterd ma se ¢tvercem spolec¢ny pouze bod A, vepiSeme kruznici k, tak, aby se dotykala
piimek AB a AD a hraniéni kruznice k kruhu K v bodé A’. Body B’, C’ a D’ definujeme obdobné.
Ukazte, ze pfimky AA’, BB’, CC’ a DD’ prochazeji jednim bodem. (Rumunsko TST 2004)

Navod. Ukazte, ze vSechny Ctyfi pfimky prochazeji stfedem zaporné stejnolehlosti zobrazujici
kruznici k na kruznici vepsanou ¢tverci ABCD.

A na zavér opravdova lahudka! Pro tsporu mista bude predvedena formou cvi¢eni a navodu
doplnéného obrazkem.

Cvideni. (t&zké) Je dan konvexni étyfuhelnik ABCD a bod P na strané AB takovy, Ze kruZnice
vepsand trojihelniku CPD majici stfed v I se dotyka kruznic vepsanych trojihelnikim APD,
PBC postupné v bodech K, L. Ozna¢me £ = ACNBD a FF = AK N BL. Dokazte, ze body E, I,
F lezi v pfimce. (IMO Shortlist 2007, G8)

Ndvod. Oznacte i kruznici vepsanou trojuhelniku CPD a dokreslete jesté kruznici m, ktera se
dotyka stran DA, AB, BC (trik!).
Interpretuje body A a K (resp. B a L) jako stfedy vhodnych stejnolehlosti a pomoci tvrzeni

odvodte, ze F' je stfedem zaporné stejnolehlosti zobrazujici ¢ na m.

Vzpomerite si (nebo dokazte), ze kdyz se kruznice vepsané trojuhelnikim CPD a APD dotykaji,
existuje kruznice vepsana ¢tyithelniku APCD (pfeneste vhodné délky a odvodte |[AP| + |CD| =
|PC| + |AD]).

Podobné jako vyse interpretujte E jako stfed kladné stejnolehlosti zobrazujici ¢ na m a tlohu
dokoncete.



Timto zanechme kapitolu pojednavajici o sklddani stejnolehlosti za sebou a zaméime se na
to, jak se stejnolehlost sklada se shodnymi zobrazenimi. Za¢neme piipadem, kdy za ono shodné
zobrazeni volime osovou soumeérnost.

Osova stejnolehlost

Osova stejnolehlost je zobrazeni uréené primkou o, bodem O na této pfimce a koeficientem k > 0.
Bodu A pfifadi bod A’ spliujici

(i) o je osa thlu AOA’,

(ii) |OA'| = k- |OA]|.

D
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Osova stejnolehlost je tedy sloZzenim osové soumérnosti podle pfimky o a stejnolehlosti se stie-
dem O a koeficientem k v libovolném poradi. Je-li k& = 1, je osova stejnolehlost zaroven osovou
soumérnosti (pfipadné osovym posunutim, je-li bod O soucasné nevlastni).

Cviceni. Ukazte, ze osova stejnolehlost uréend koeficientem k& < 0, bodem O a pfimkou o je
totoznd s osovou stejnolehlosti uréenou koeficientem [ = —k, bodem O a pfimkou p kolmou na o a
prochézejici bodem O.

Uvedme si nejdfive jednu pfimocarou aplikaci osové stejnolehlosti.

Priklad. Oznaéme pismeny K, L stfedy stran AB, CD tétivového ¢&tyiuhelniku ABCD a E
prusecik polopfimek AD a BC. Dokazte, ze osa thlu AE B protina tsecku K L.

Resend. Jelikoz |<EAB| = |{ECD|, osova soumérnost podle osy thlu AEB nasledovan4 stejno-
lehlosti s koeficientem |EC| : |[EA| zobrazi use¢ku AB na tsec¢ku CD. Zejména tedy zobrazi stfed
K tsecky AB na stfed L tsecky C'D. Body K a L proto lezi v opa¢nych polorovinach uréenych
osou thlu AED, coz jsme méli dokazat.

Na tomto misté poznamenejme, Ze osova stejnolehlost tzce souvisi s konceptem antirovnobéz-
nosti. Je-li dan thel AV B, pak o ptimkach p a g fekneme, Ze jsou antirovnobézné vzhledem k thlu
AV B, jestlize obraz pfimky p v osové soumérnosti podle osy thlu AV B je rovnobézny s pfimkou g.
Jak jsme vidéli v pfedchozim prikladu, na tétivové ¢tyituhelniky lze ¢asto s vyhodou nahlizet jako
na dvojici antirovnobéznych piimek.

Piimkam, které jsou antirovnobéZzné vzhledem k thlu AV B a prochézeji jeho vrcholem, fi-
kame isogondlni’. S isogonalnimi p¥imkami se jeité setkdme v kapitole o kruhové inverzi. Nyni
jen poznamenejme, Ze prikladem isogonalni dvojice pfimek vzhledem k libovolnému thlu obecného
trojuhelniku je spojnice vrcholu s ortocentrem a se stfedem kruznice opsané.

Cviceni. Ozna¢me pismeny M, N stfedy uhlopticek AC, BD tétivového ¢tyituhelniku ABCD a
E prusecik polopfimek BA a C'D. Dokazte, ze osa thlu AED protina tsecku M N.

Cviceni. V trojuhelniku ABC ozna¢me O stied kruZnice opsané a H prusecik vysek. Dokazte,
ze |<BAH| = |<<OAC] (tj. dokazte, ze pfimky AH a AO jsou isogonélni vzhledem k uhlu BAC).

Ndvod. Vyuhlete, Ze oba doty¢né uhly jsou rovny 90° — .

Cvicéeni. (téz8{) Uvnitf trojuhelnika ABC je dan bod P. Ukazte Ze obrazy polopfimek AP, BP,
C'P podle prislusnych os thli se protinaji v jednom bodé. Tento bod se nazyva isogonal conjugate®
bodu P.

Ndvod. Pouzijte goniometricky tvar Cevovy véty.

"Isogonalni byly tedy v piedchozim piikladu piimky EK a EL.
8V estiné zatim pro tento termin neexistuje preklad.



Na zavér jesté uvedme jednu obtiznéjsi tlohu, ve které lze zajimavé uplatnit osovou soumérnost
a podobnost.

Piiklad. Necht ABCD je konvexni ¢tyftuhelnik. Pfedpokladejme, Ze body P, @ lezi po fadé na
stranach AD, BC tak, ze

AP| _ |BQ| _ |AB|
|PD| ~ |QC| ~ |CD]

Dokazte, ze piimka PQ svird s pfimkou AB stejny uhel jako s pfimkou CD.
(IberoAmerican Olympiad 1987)

Reseni. Zobrazme ¢tyfuhelnik ABCD osové podle piimky PQ a ozna¢me jeho obraz A’B’C'D’.
Stac¢i dokazat, ze A’B’ || CD. Pro ptehlednost polozme PQ vodorovné a ozna¢me spole¢nou hod-
notu t¥i zlomkt pismenem k.

B/

Al o
A

B

Jelikoz tisecky PD a PA’ sviraji s PQ stejny thel, je bod A’ od pfimky P(Q piesné k-krat dal
nez bod D a totéz plati pro body B’ a C. Ted uz by mél byt vysledek ziejmy.

Skutecné, pokud oznac¢ime Dg resp. A6 kolmé priiméty bodtét D, A’ na kolmice k PQ vedené
body C, B’, dostaneme |B’A{| = k - |CDg|, coz spolu s |A’B’| = k - |DC| znamen4, ze pravouhlé
trojuhelniky A’B’Aj a DCDq jsou podobné, a jelikoz CDq || B'A{), tak i CD || A’B’.

Skutecnym skvostem mezi podobnymi zobrazenimi je ovSem zobrazeni, které vznikne slozenim
stejnolehlosti a otoceni. Rika se mu spiralni podobnost.

Spiralni podobnost

Spirdlni podobnost S je zobrazeni urcené stiedem S, thlem otoceni ¢ € (0°,360°) a koeficientem
k > 0. Bodu A v roviné ptifadi takovy bod A’, Ze

(i) [QA'SA| = ,

.t SA’
(ii) ‘\SA|‘ =k.




Pojdme si spiralni podobnost trochu osahat. Upozornéme jesté, Ze pti studiu spirdlni podobnosti
nebudeme pracovat s nevlastnimi body.

Pro ¢ = 0°, resp. ¢ = 180° se ze spiralni podobnosti zfejmé stava stejnolehlost s kladnym, resp.
zapornym koeficientem, a pro k = 1 otoceni. Celé zobrazeni si tedy lze predstavovat jako otoceni
nasledované stejnolehlosti se stejnym stfedem nebo naopak (na potradi sklddani v tomto pripadé
ziejmé nezalezi).

Jakozto slozeni shodného a podobného zobrazeni je spiralni podobnost pochopitelné téz podob-
nym zobrazenim. Zejména se tedy zachovaji velikosti uhli, pfimky se zobrazi na pfimky, kruznice
na kruznice a libovolny rovinny utvar na ttvar sobé podobny.

Na zavér si jesté povSimnéme, ze spiralni podobnost ,vyrabi“ podobné trojuhelniky. Skutec¢né,
trojuhelniky majici za vrcholy stied spiralni podobnosti, bod a jeho obraz se totiz vSechny shoduji
ve velikosti jednoho thlu (p) a poméru stran, které ho sviraji (k), a jsou si tak diky vété sus
podobné.




Konstrukce stfedu spiralni podobnosti

Nyni ukdZeme, ze pro libovolnou dvojici vzortt A, B a jejich obrazti A’, B’ spliujici AB }f A’B’
existuje unikatni spiralni podobnost, ktera zobrazi A na A’ a B na B’, a tedy i celou (orientovanou)
tsetku AB na A'B’.

Oznaéme P priisecik piimek AB a A’B’ a pro jednoduchost at je vzajemna poloha bodt jako
na obrazku (ostatni pfipady se dokazi obdobng).

Je-li S stied spiralni podobnosti zobrazujici AB na A’B’, musi byt thel svirany pfimkami AB
a A’ B’ roven tihlu otoceni, tedy
|[<A'PA| = ¢ = |[<A'SA| = |<<B'SB|.
To znamend, ze ma-li stfed spirdlni podobnosti existovat, musi to byt druhy pruasecik kruznic

opsanych trojuhelnikiim PAA’ a PBB’. Na druhou stranu se snadno presvédéime, Ze tento bod
stfedem hledané spiralni podobnosti opravdu je.

Spiralni podobnost chodi po dvou

nych trojuhelnika. Slogan, ktery tento fakt vystihuje nejlépe, zni

Spirdlni podobnost chodi po dvou!
Presnéjsi formulaci pak dava nasledujici lemma.

Lemma. Piedpoklddejme, Ze S je stied spiralni podobnosti, kterd zobrazuje A na A’ a B na B’.
Pak nejen ASAA' ~ ASBB’, alei ASAB ~ ASA’'B’ a spiralni podobnost, ktera zobrazuje A na
B a A’ na B’, méa za sviij stied rovnéZ bod S.




Dikaz.  Jelikoz |SA’| : |SA| =k =|SB’|: |SB| a |<A'SA| = ¢ = |<{B’SB|, mizeme psat
|SA|: |SB’| = |SA|:|SB| a |<A'SB'|=¢+|<ASB’|=|<ASB],

takZe skutecnd ASAB ~ ASA'B’.
7 toho uz okamzité plyne, Ze podobnost, kterd zobrazuje A na B a A’ na B’, m4 stfed v S.

Na tomto misté musime zduraznit, ze ackoliv se zminéné dvé spiralni podobnosti shoduji ve
stfedu, jsou ruzné — lisi se obecné jak thlem otoceni, tak koeficientem. I tak je ale predchozi lemma
nesmirné uzitecné. Kdykoliv narazite na dva podobné trojuhelniky, které sdileji vrchol, muizete si
byt jisti, ze v obrazku je jesté jedna takova dvojice.

Predchozi lemma trivializuje nésledujici (jinak snadno vyuhlitelny) pfiklad.

Priklad. Je déan ¢tyfuhelnik ABCD. Ozna¢me R = ABNCD a Q = AD N BC. Ukazte, ze
kruznice opsané trojuhelnikim RAD, RBC, QAB a QCD prochéazeji vSechny jednim bodem.

Reseni. Ozna¢me M druhy priise¢ik kruznic opsanych trojihelnikim RAD a RBC. Pak M je
stfed spiralni podobnosti zobrazujici AB na DC, a tedy je i stfedem (jiné) spiralni podobnosti
zobrazujici AD na BC. Jako takovy je druhym prusecikem kruznic opsanych trojuhelnikim QAB
a QCD.

Bod M z pfedchozi ulohy mé své jméno; ¥ikd se mu (vnéjsi) Miqueliv bod tyfthelniku ABCD.
Kromé négj existuji jesté v kazdém ¢tyfuhelniku dva (vnitini) Miquelovy body. Jeden z nich je
stfedem spiralni podobnosti zobrazujici AB na CD, a tedy i (jiné!) podobnosti zobrazujici AC na
BD, druhy z nich je stfedem spiralnich podobnosti zobrazujicich BC' na DA, potazmo BD na C A.

Cvigeni. Jsou dany body A, B, C, D, Q, R a M jako v pfedchozim piikladu. Najdéte Sest (!)
dvojic podobnych trojuhelnikid s vrcholy v téchto sedmi bodech.



Klouzani

Zacnéme prikladem.

Priklad. V roviné jsou dany ¢tverce ABCD a A’ B’C’D’ znadené proti sméru chodu hodinovych
rudicek. Oznaé¢me A; stfed tsecky AA’ a body Bi, C1, D; obdobné. Ukaite, Ze A1 B1C1D1 je

Ctverec.

A, By

A B’

Nez si ukazeme teseni prikladu, zamysleme se, co vlastné fika. Pfedstavme si v roviné dva podobné
obrazce (v naSem pfipadé jsou to ¢tverce) a spojme jejich odpovidajici si body usec¢kami. Po téchto
useckach nyni nechme ,klouzat“ body konstantni rychlosti tak, aby po pfedem daném case do-
spély vsechny klouzajici body z prvniho ¢tverce do druhého. Uloha pak tvrdi, e obrazce vzniklé
z klouzajicich bodd budou stile podobné tomu pocate¢nimu a koncovému.

Reseni. Oznacme S stied spiralni podobnosti zobrazujici AB na A’B’. Obraz étverce ABCD
v této podobnosti bude zfejmé opét ¢tverec. Jelikoz ¢tverec je uréeny dvéma sousednimi vrcholy a
svou orientaci, bude timto obrazem piimo A’B’'C’'D’.

ZaméFme se na trojihelnik ASA’ s téznici SA;. Oznacme |[<TASA | = ¢ a |SA1|: |SA| = k.

Bod A; je obrazem bodu A ve spirdlni podobnosti S(.S, ¢, k). Jelikoz trojuhelniky ASA1, BSB1,
CSC1 a DSD; jsou vSechny podobné (jsou uréené parametry spirdlni podobnosti zobrazujici
ABCD na A'B'C'D'), zobrazi S(S, ¢, k) zarovenn B na By, C na C; a D na D;. Ctyfihelnik
A1B1C1D; je obrazem étverce ve spirdlni podobnosti, a je proto sdm ¢tvercem.

Cviceni. Je dan trojuhelnik ABC. Ozna¢me D druhy prusecik kruznice, ktera se dotyka strany
AB v bodé A a prochazi bodem C, a kruznice, kterd se dotyka strany AC v bodé A a prochazi
bodem B. Ozna¢me E ten bod polopfimky AB, pro né&jz |AE| = 2|AB| a F ten bod poloptimky



CA, pro né&jz |CF| = 2|CA|. Dokazte, ze body A, D, E a F' lezi na jedné kruznici.
(Turecko 1998)

Ndvod. 7 tsekovych uhlt odvodte ADBA ~ ADAC. Uvédomte si, %e spirdlni podobnost se
stfedem D zobrazujici BA na AC zobrazi i FE na F a odvodte, z2e ADEA ~ ADFC.

Linearni zobrazeni

Za ucelem dalsiho zobecnéni nahlédneme do analytické geometrie, respektive linearni algebry. Za-
vedeme soustavu soufadnic, tedy stanovime jeden bod O, kterému budeme fikat pocatek, a dva
bdzové vektory v, a vy, pficemz oba maji jednotkovou velikost a jsou na sebe kolmé.

Ze bod B mé soufadnice [z, y], pak znamena, Ze vznikne posunutim bodu O o vektor v, ,x-krat“
a o vektor vy ,y-krat“. Formalné zapsano B = O + xvz + yvy.

Linearnim zobrazenim pak budeme rozumét zobrazeni, které néjak ,Soupne“ vektory ve, vy.
Presnéji je linedrni zobrazeni dano libovolnymi dvéma vektory vl v; a je definovano tak, ze bodu
B = O + xvy + yvy ptitadi bod B’ = O + zvy, + yvy,.

Vy

Hned si viimneme, Ze kdyz budou vektory v;, a vy, lezet v jedné pfimce (specidlné bude-li jeden
z nich nulovy), nebude pfislusné linedrni zobrazeni bijekci. V opaénych piipadech ale bijektivni
bude a inverzni zobrazeni bude opét linearni.

Maéame-li vicedimenzionalni prostor, je linearni zobrazeni definovano stejné, pomoci obrazi bazo-
vych vektort. Jen s tim rozdilem, ze je bazovych vektord vice — tolik, kolik je dimenze pfislusného
prostoru.

Cviceni. (téz81) Existuje linedrni zobrazeni ! z prostoru do prostoru (3D), pro které plati lol # 0,
ale lolol = 0?7 Nulou zna¢ime zobrazeni, které vSechny prvky posle na bod o soufadnicich [0, 0, 0].

Linearni zobrazeni se Casto vyskytuje v pocitacové grafice. Tam je reprezentovano ¢tvercovou
matici® n x n. V k-tém sloupci této matice jsou postupné napsané souradnice obrazu k-tého bézo-
vého vektoru, tedy napriklad matice zobrazeni na obrazku je:

~1,0 —0,5
01 07)°

Cviéeni. Jak z matice a soufadnic bodu B spoé&itdme z-ovou soufadnici bodu B’?

Cviceni. Slozeni dvou linedrnich zobrazeni l; o l2 je opét linedrni. Jak vypada jeho matice v za-
vislosti na maticich l; a l27

Linedrnim zobrazenim je napiiklad stejnolehlost s koeficientem k a stfedem v O nebo otoceni
o a podle O. Prislusné matice budou

k0 cosa —sina
0k)’ sina  cosa )’

9Matice je jen odborny pojem pro tabulku &isel, kterd se ohrani¢uje zavorkami.



Jako ptiklady nepodobnych linedrnich zobrazeni uvedeme naptiklad nerovnomérnou zménu métitka

a zkoseni:
z 0 1 a
0y)/)’ 01)"

Afinni zobrazeni

Pomoci linearniho zobrazeni ale neumime vytvorit posunuti ani otoceni ¢i stejnolehlost podle jiného
stfedu nez poc¢atku. Abychom toho dosahli, pfeneseme se o dimenzi vys.

Oznacime p rovinu danou rovnici z = 1. Nyni pouzijeme néjaké linedrni zobrazeni na cely
prostor, které zobrazi vSsechny body roviny ¢ do roviny o. Chapeme-li toto zobrazeni pouze v ramci g,
nejsme limitovani zadnym pevnym bodem O, jako v pfipadé linedrniho zobrazeni. Takové zobrazeni
budeme nazyvat afinni.

Kdyz si rozmyslime, jakou tlohu v ném hraje tieti vektor, zjistujeme, Ze posledni fadek matice
prislusného linedrniho zobrazeni musi byt 0, 0, 1 a Ze afinni zobrazeni se da chapat jako slozeni
linedrniho zobrazeni s posunutim (nejprve provadime linearni, pak posunuti).

Uvedme nyni zakladni vlastnosti afinniho zobrazeni v roviné:

(i) Zobrazeni je afinni, pravé kdyz kazdou trojici bod na p¥imce zobrazi na trojici bod na
pfimce ve stejném poméru (nebo do jednoho bodu).

(ii) Inverzni zobrazeni k prostému afinnimu zobrazeni je afinni.

(iii) SloZeni dvou afinnich zobrazeni je afinni.

(iv) Je-li dan trojuhelnik ABC a trojice bodt A’, B’, C’, existuje pravé jedno afinni zobrazeni
které zobrazi ptislusné body na jejich predepsané obrazy. Toto zobrazeni bude prosté pravé
tehdy, kdyz bude A’B’C’ opét trojuhelnik.

(v) Afinni zobrazeni obecné nezachovava uhly, kolmost ani kruznice (ty méni na elipsy).

(vi) Pro danou nedegenerovanou elipsu existuje afinni zobrazeni, které ji zobrazi na kruznici.

Z prvni vlastnosti plyne, Ze afinni zobrazeni zachovava stfedy tsecek neboli obraz stiedu dvou
bodu je stfed obrazu téchto bodu. Prosté afinni zobrazeni dale zachovava napiiklad
(i) piimky,
(ii) rovnobézky,
(iii) poméry obsahi,
(iv) elipsy,
(v) tecny k elipsam.
Priklad. Je dan pravouhly lichobéznik ABCD se zakladnami AB, CD, s pravym thlem u ramena
BC, spliujici |AB| > |CD| > |A3—m. Stfedy thlopticek AC, BD oznacime postupné E, F'. Nakonec
prisec¢iky AF N BE a CF N DE oznacime postupné X, Y. Ktery z ¢tyfuhelnikit ADXY, BCXY
ma vétsi obsah?



Reseni. Oznac¢ime T priseéik AD a BC, déle si zvolime né&jaky rovnoramenny trojihelnik A’ B'T".
Vime, Ze existuje afinni zobrazeni, ve kterém bude trojihelnik A’ BT’ obrazem trojihelnika ABT
(vlastnost (iv)).

» T
D y C
E F
Y
A B

Toto zobrazeni nam zachova celou konstrukci az na pravouhlost lichobéznika a pfitom obsahy
Styttahelniktt A’D’X'Y’ a B'C’X'Y’ jsou stejné, protoze jsou jen vzadjemnym osovym obrazem
podle vysky z T’. Jelikoz afinni zobrazeni zachovdvd poméry obsahi, dostavame, Ze obsahy ze
zadani jsou stejné.

Cviceni. Jedéna elipsa e se stfedem S a na ni bod X. Te¢nu k e v bodé X oznaéime t. Rovnobézka
k t vedena bodem S protne e v bodech A, B. Dokazte, ze te¢na k e v bodé A je rovnobézna s X S.

Cviceni. Uvnitr trojuhelniku ABC je dan bod S. Dokazte, ze stredy stran BC, C A, AB, stredy
usec¢ek AS, BS, CS a pruseciky AS N BC, BSNCA, CSN AB lezi vSechny na jedné elipse.

Uloha s lichobéznikem byla vystavena na afinnich pojmech (téch, které afinni zobrazeni zacho-
vava), takze jsme si mohli udélat lichob&znik BUNO rovnoramenny. Ulohy postavené na afinnich
pojmech bohuzel nebyvaji v olympiadé prilis casté, protoze se Casto daji dobfe Fesit analyticky.

Dokonce rozhodnete-li se uz umlétit alohu postavenou na afinnich pojmech analyticky, mtuzete
si zvolit soufadnice t¥i bodi jako dané (a ne jen dvou jako obvykle). KdyZ ji budete fesit pro zménu
elementarné, je dobré si uvédomit, ze neméa smysl ji hlit a hledat tétivové ¢tyfuhelniky.



Geometricka zobrazeni |1l

V poslednim dilu seridlu vice zapojime do hry prostor. Ukazeme si projekci a kolineaci a v samotném
zavéru i kruhovou inverzi.

Projekce

Projekce je obecny a Siroce vyuzivany zptsob, jak zanést trojrozmérny objekt do roviny. Jedna
se o zobrazeni dané stfedem — bodem S (muze byt i nevlastni) v prostoru a rovinou projekce p,
ve které nelezi S. Projekce zobrazuje vSechny body prostoru rtizné od S (i nevlastni) na vSechny
body roviny p a je definovana tak, ze bodu X prifadi prusecik primky SX s p.

Jak projekce funguje, si ukdzeme na nasledujicich prikladech, kde zobrazujeme ,sikmy* obdélnik
na svislou rovinu:

Nejjednodussim typem projekce je takzvana ortogonalni projekce, to je takova,
kde S je nevlastnim bodem kolmym na p. V takovém pfipadé se kazdému bodu
prifadi nejblizsi bod roviny p. Tato projekce, stejné jako vSechny projekce se
stfedem v nevlastnim bodé, zachovava (stejné jako afinni zobrazeni) rovnobéz-
nost a poméry na primce. Projekce se stfedem ve vlastnim bodé uz ovSem tuto
vlastnost nemaji.

Ve skuteéném svété se muzeme s projekci setkat v souvislosti s fotografova-
nim. Stfed projekce je malym otvorem, tim musi projit svétlo, které nasledné
dopadé na fotocitlivou vrstvu (rovina projekce). V takové situaci lezi st¥ed pro-
jekce mezi rovinou projekce a fotografovanym objektem, coz méa za nasledek,
ze vyfoceny objekt je ,obracené“. Na rozdil od ortogonalni projekce jiz funguje
klasicky poznatek, ze ,co je dal, je mensi“.




Nastésti redlnym svétem omezovani nejsme, takze neni problém umistit
stfed za rovinu projekce. Tim docilime stejného efektu jako v pfedchozim
ptipadé s tim rozdilem, Ze obraz prevraceny nebude. Ostatné na umisténi
roviny prilis nezalezi, mizeme ji beze zmény vysledku ,posouvat® pomoci
stejnolehlosti se sttedem v S.

?
/n
/i

Vysledek projekce ale nemusi byt tak intuitivni jako v predchozich tfech pfi-

kladech. To za situace, kdy je stifed projekce ,,v centru déni“. V nasem obrazku )
se bo¢ni strany obdélniku zobrazily nikoli na tsecky, ale na dopliiky tsecky do

primky.

Resime 2D dalohy 3D vhledem

Piiklad. V roviné jsou dany body P, X, Y, Z v obecné poloze.'0 Na piimkich PX, PY, PZ
lezi po fadé body A, B, C ruzné od dfive jmenovanych bodu. Pruseciky dvojic pfimek BZ a CY,
CX a AZ, AY a BX oznacme postupné D, E, F. Dokazte, ze pfimky DX, EY, FZ se protinaji
v jednom (ne nutné vlastnim) bodé.

Vidite spravngé, to je prece zadni vrchol kvadru. Jenze pro¢ se v placaté iloze muzeme odvolavat
na prostor? A je kvadr ,,vidét* i v nasledujicim obrazku?

10Rikame, Ze body jsou v obecné poloze, jestlize z4dné t¥i nelezi v p¥imce.



Ukazme, ze onen placaty obrazek je opravdu obrazem kvadru v jisté projekci.

Uréime stred této projekce a jesté v prostoru body Py, Xo, Yo, Zo, Ao, Bo, Co, Do, Eo, Fo tak,
aby splnovaly pozadavky zadani a jejich obrazem v projekci byly pfislusné neonulované body.

Stied projekce S muzeme zvolit jako jakykoli vlastni bod mimo nasi rovinu ze zadéni. Body X,
Yo, Zo zvolime nevlastni (samoziejmé tak, aby lezely na pfimkach SX, SY, SZ), bod Py zvolime
jako P.

Bod Ag je jiz jednoznaéné uréen — musi byt prisecéikem PpXo (aby spliioval zadani) a AS (aby
jeho obraz byl A). Pfitom tento priise¢ik existuje diky tomu, ze body S, P, X, Xo, A lezi v jedné
roviné. Obdobné jsou jednoznac¢né urceny i body By a Cp.

Pruasec¢ik Do existuje, protoze body Py, Bo, Yo, Co, Zo lezi v jedné roving, stejné tak existuji
pruseciky Eo, Fp.

Zbyva uz jen Fici, ze piimky AoDo, BoEg, CoFp se protinaji v jednom bodé, jeho obraz bude
hledany prusecik v uloze. Ty se ale pfece protnou v zadnim vrcholu rovnobéznosténu neboli v pra-
se¢iku rovin AgEoFy, BoFoDo, CoDoEp. Uloha je tak dokazana.

Abychom ziskali pfimo kvadr, bylo by tfeba volit S tak, aby pfimky SX, SY, SZ byly navzajem
kolmé, coz je mozné jen tehdy, je-li trojuhelnik XY Z ostrotuhly. Jinak byla celd tivaha obecna, a
tedy i ve druhém placatém obrazku je nakresleny rovnobéznostén. Jen se jednd o onen zvlastni
pripad projekce.

Za povsimnuti stoji, Ze jsme vlastné nepotiebovali, aby vznikl rovnobé&znostén (zavéreény ar-
gument by fungoval, i kdybychom body Xo, Yo, Zo neposlali do nekone¢na). OvSem kdyz uz jsme
projekci pouzili, tak proc si ji neudélat co nejintuitivnéjsi, ze?

Priklad. (Desarguesova véta) Jsou dany trojihelniky ABC a DEF. Ozna¢me X, Y, Z po fadé
(ne nutné vlastni) pruseciky dvojic pfimek AB s DE, BC' s EF a CA s FD. Dokazte, ze pfimky
AD, BE, CF se protinaji v jednom (ne nutné vlastnim) bodé pravé tehdy, kdyz body X, Y, Z lezi
v jedné pfimce.

Reseni. Kli¢ovou myslenkou je ptedstavit si trojthelniky ABC, DEF v rtznych rovinich ne-
boli ve smyslu feSeni predchozi tlohy trojuhelniky AgBoCo, DoEoFp v ruznych rovinach zvolit.
Dokazujeme ekvivalenci, tedy postupné dokazeme obé implikace:

1) Pfedpokladame, ze se AD, BE, CF protnou v bodé P. Dokdzeme, ze X, Y, Z lezi v pfimce.
Body Ao, Bo, Co a Py zvolime tak, aby nelezely v jedné roviné. Body Dy, Eo, Fp jsou pak jed-
nozna¢né uréeny (podobné jako A, B, C v pfedchozi tloze), priseéik X pfimek AgBg a DoEo
existuje, protoze body Py, Ao, Do, Bo, Fo lezi v jedné roving, obdobné body Yy a Zy. VSechny t¥i



pak musi lezet v jedné piimce, a to v pruseciku rovin AgBoCo a Do FEoFp, a proto i samotné X, Y,
Z lezi v jedné piimce.

2) Predpokladejme, ze Xo, Yo, Zo lezi v jedné p¥imce. Zvolme body Ag, Do tak, aby nelezely
spolu s pfimkou XoYpZp v jedné roviné. Z toho uz jednoznac¢né vzniknou body Bp, Cp v roviné
AoXoYoZp a body Ey, Fo v roviné Do XYy Zp. P¥imky AoDg, BoEo a CoFp se potom protnou —
v pruseciku rovin AgBoDoEo, BoCoEoFy a CoAogFoDg.

Kolineace — piitahneme si body z nekonecna
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V definici afinniho zobrazeni jsme prohlasili nasi rovinu p za rovinu danou rovnici z = 1 a po
linedrnim zobrazeni jsme nasledné vyzadovali, aby tuto rovinu nechalo na misté. Neméli jsme totiz
jak nalozit s body, které se zobrazi mimo ni. Nyni vSak jiz vime, co s nimi — pouzijeme projekci se
stfedem v pocatku O.

Kolineace je bijektivni zobrazeni z roviny p s nevlastnimi body do sebe. Je ur¢ena bijektivnim
line4drnim zobrazenim prostoru do sebe a je definovana jako slozeni tohoto linedrniho zobrazeni a
projekce se stfedem v pocatku. Nasleduje nékolik poznatk.

Slozeni dvou kolineaci je kolineace, kterd je urcena slozenim ptislusnych linedrnich zobrazeni.
Stejné tak inverzni zobrazeni ke kolineaci je kolineace urcend inverznim linearnim zobrazenim. Line-
arni zobrazeni ovSem neni uréeno kolineaci jednoznacéné — identita vznikne z libovolné stejnolehlosti
se stfedem v pocatku.

Linearni zobrazeni i projekce zobrazuje pfimky na pfimky, takze ma tuto vlastnost i kolineace.

Jelikoz je kolineace zobecnénim afinnich zobrazeni, miiZe zobrazit kruznici na elipsu, kromé ni
mohou byt obrazem kruznice jesté zbylé kuzelosecky, tedy parabola (véetné nevlastniho bodu ve
sméru osy) a hyperbola (véetné dvou nevlastnich bodu ve smérech asymptot). Kolineace samo-
zfejmeé stejné jako afinni zobrazeni zachovava tecny ke kuzeloseckam, ty se ovSem mohou dotykat
i v nevlastnim bodu — nevlastni pfimka u paraboly a asymptoty u hyperboly.

Je-li obraz nékterého nevlastniho bodu pfimky p opét nevlastni, znamena to, Ze obraz pfimky
p v linedrnim zobrazeni je rovnobézny s p, a zobrazime-li pak tento obraz projekci, ziskdme to
samé, jako bychom ho zobrazili néjakou stejnolehlosti. Jak linearni zobrazeni, tak stejnolehlost
zachovavaji poméry na piimce, tedy takova kolineace zachovd poméry na pfimce p.

Je-li obraz nevlastni pfimky opét nevlastni pfimkou, jednad se o bijektivni afinni zobrazeni.
Jsou-li dokonce vSechny nevlastni body pevné, je to stejnolehlost.

Co si miizeme zvolit?

Afinni zobrazeni nam dovolovalo si zvolit obraz tfi bodu, kolineace jde dal:

Véta. Méjme ¢tverec ABCD postupné se soufadnicemi vrcholi [0,0], [1,0], [1,1], [0,1]. Déle
méjme libovolnou étvetici bodi A”, B, C', D" v obecné poloze. Pak existuje kolineace, ktera
prifadi bodim A, B, C, D po fadé body A", B”, C", D".



Drikaz. Chceme nalézt rovnobéznik A’ B'C’' D’ v prostoru tak, aby projekce se stiedem v O zob-
razila jeho vrcholy na A”, B", C", D". Jakmile to budeme mit, zvolime pro linearni zobrazeni
vektor 2’ jako OA’, vektor 2’ jako A’B’ a vektor y’ jako A’D’ a méame kyZenou kolineaci.

Pro konstrukci A’ B’C’ D’ nejprve zvolime bod M (stfed rovnobézniku) kdekoli v priniku rovin
OA”C" a OB"” D" mimo bod O. Nyni sta¢i najit body A’, C’ v roviné OA”C" tak, aby M byl
stfedem tsecky A’C’, a analogicky body B’, D’ v roviné OB’ D" tak, aby M byl stfedem B’D’.
Tim ziskdme &tyithelnik A’ B’C’D’, ve kterém se tihlop¥icky piili, tedy rovnobéznik.

Konstrukce takovych bodi je jiz jednoduché cvideni na stfedovou soumérnost. Bod A’ napiiklad
najdeme jako prisecik OA” a stiedového obrazu piimky OC” podle M.

Pokud pouzijeme jednotkovy ctverec jen jako mezivysledek, dostavame obecnéjsi tvrzeni.

Dusledek. Méjme ¢étverici bodit ABCD v obecné poloze a dale étvefici bodit A’ B'C’ D’ v obecné
poloze. Pak existuje kolineace, ve které se body A, B, C, D zobrazi na A’, B', C’, D'.

Priklad. (vybérové soustiedéni pied IMO 2010) Bod M je stfedem strany AB trojuhelnika ABC.
Na polopfimce opa¢né k MC zvolime bod N a uvnitf Gsecky AM zvolime bod P. Oznaéime Q
prusecik pfimek AC a NP, dale R pruseéik QM a N B a nakonec S prisecik AB a RC. Dokazte
|PM| = |SM]|.

Resent.

A’ s

Na obrazek provedeme kolineaci. Zvolime pfitom obrazy bodd @, B, C' a nevlastniho bodu ve
sméru primky AB.

Pfimku Q' B’ umistime ,,vodorovn&“, C’ bude nevlastni bod ve sméru kolmém na Q’B’ a obraz
nevlastniho bodu pfimky AB bude opét nevlastni. Diky volbé obrazu nevlastniho bodu ve sméru
AB budou na této piimce zachovany pomeéry, tedy M’ bude stiedem A’B’ a stadi ndm ukéazat, Ze
|P'MY| = |S'M|.

Piimky A’C’ a B’C’ jsou rovnobézné a M’'C’ je osou osové soumérnosti, kterd prevadi jednu
piimku na druhou. Diky kolmosti Q'B’ na C’'M’ je Q' obrazem B’ v této osové soumérnosti.
Proto jsou i ptimky B’ M’, B’ N’ osové symetrické s pfimkami Q' M’, Q' N’ a bod P’ tak je osové
symetricky s bodem R’. Tedy bod P’ je stejné daleko od ptimky M’C’ jako bod R’ a ten je
od ni stejné daleko jako S’, protoze piimky M’'C’ a R'S’ jsou rovnobé&zné. Z toho jiz dostdvame
P'M =S"M'.

Cviéeni. (konstrukce ¢tyfuhelniku z PQR) Je déna ¢tvefice bodit PQRA v obecné poloze. Se-
strojte body B, C, D, aby bod P byl pruse¢ikem AC a BD, bod @Q byl prise¢ikem AB a CD a
bod R byl pruseéikem BC a DA.



Ndvod. Predstavte si ¢tverec o velikosti strany 2 s protéjsimi vrcholy A a P, jehoz strany budou
ve smérech bodu @, R. Snazte se pomoci pravitka nakreslit jednotkovou mfizku.

Priklad. (konstrukce tétivového ¢tyithelniku z PQR) Je dan trojuhelnik PQR, kruZznice k ta-
kova, ze te¢ny vedené ke k z bodu Q se dotykaji k na pfimce PR a te¢ny vedené ke k z bodu R se
dotykaji k na pfimce PQ. Dokazte, Ze existuje ¢tyfuhelnik ABCD vepsany kruznici k takovy, ze
P je prusecikem jeho uhlopricek, @ je prusecikem AB a CD a R je pruseCikem BC a DA.

Reseni. Pro zacatek si uvédomime, ze piimka QR neprotina kruznici k. To proto, Zze bod @ lezi
na pfimce PQ az za te¢nou prochazejici bodem R.

Zobrazime si konstrukci néjakou kolineaci, ktera posild body P a @ na nevlastni body. V takové
kolineaci je vzorem nevlastni pfimky pravé pfimka QR. Protoze ji kruznice k neprotind, nezobrazila
se ani na hyperbolu, ani na parabolu, ale ,pouze“ na elipsu. Toho mizeme rovnou vyuzit a slozit
tuto kolineaci jesté s néjakym afinnim zobrazenim, které nam elipsu narovna zpatky na kruznici.
Obrazy bodi Q a R pfitom ztstanou nevlastni.
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Ozna¢me body dotyku kruZnice k' s piimkami vedenymi bodem Q' jako T', U a body dotyku
kruznice k' s pfimkami vedenymi bodem R’ jako V', W. ProtoZe jsou teény v bodech T', U rovno-
bézné, je TU pramérem kruznice k', stejné tak VW. Jejich prisecik P’ je tedy stfedem kruZnice a
diky rovnobéznosti TU s tenami v bodech V', W je dokonce VW kolmé na TU. Tedy TU a VW
jsou kolmé osy kruznice k’ a body B, C, D staci volit tak, aby jejich obrazy v kolineaci byly obrazy
bodu A postupné v osové symetrii podle TU, stfedové symetrii podle P’ a osové symetrii podle
VW.

Konstrukce obrazu, dvojpomér

Maéame kolineaci, kterd zobrazi danou ¢tverici bodit ABCD v obecné poloze na ¢tverici boda
A'B'C’'D’. Dale méme bod X a radi bychom ur¢ili jeho obraz v dané kolineaci za pouziti bodu
ABCD a jejich obrazt.

Oznacime opét @ prusecik AB s CD a R pruseé¢ik BC' s DA, jsme schopni sestrojit jejich obrazy
Q’', R'. Déale oznadime priseéik RX a AB jako Y a priisecik QX a AD jako Z. Pokud budeme
schopni najit obrazy boda Y a Z, budeme z nich schopni zpétné rekonstruovat obraz bodu X.

Projektivni zobrazeni sice nezachovava pomeéry, ale na pfimce ABQ jiz vime, ,,jak je nezacho-
vava“, tedy jak se zméni pomér |AB| : |BQ|. Z tohoto bychom jiz pfece mohli uréit, co se stane



s bodem Y. Jinymi slovy chceme najit pro ¢tyfi body na pfimce jistou neménku — ¢islo, které bude
zachovano jak projekci, tak linearnim zobrazenim. Tim je nasledujici vyraz.

Definice. Dvojpomérem &ty¥ ruznych vlastnich bodd A, B, C, D na pfimce (pofadi je dilezité)
rozumime vyraz

AC -BD
BC - AD’
kde XY znadi orientovanou vzdalenost na pfimce bodu X a Y.

(A,B;C,D) =

Definice. Dvojpomérem ¢tyt ruznych primek a, b, ¢, d v roviné prochazejicich jednim bodem
rozumime vyraz

sin(ac) - sin(bd)

sin(bc) - sin(ad)’

kde zy znaci orientovany thel pfimek z, y, tedy o kolik musime pootocit x proti sméru hodinovych
rucicek, abychom dostali y. Abychom mohli pocitat orientované thly, tak si vSechny Ctyti primky
pred vypoctem Ctyipomeéru néjak orientujeme.

(a7 b; C7 d) =

Je jasné, ze linearni zobrazeni zachovava dvojpomeér bodt na ptrimce, kdyz zachovava i obycejny
pomér. Z nésledujici véty plyne, ze dvojpomér se zachova i v projekei (staci uvazit kromé primky
p jesté dalsi pfimku q).

Véta. Meéjme v roviné Ctyfi ruzné piimky a, b, ¢, d prochazejici bodem S a pfimku p, ktera bodem
S neprochazi. Vlastni priseciky pfimky p s pfimkami a, b, ¢, d po Fadé oznac¢ime A, B, C, D. Pak

(A,B;C, D) = (a,b;c,d).

/'A/'B c D‘\

Dikaz. Néjak si orientujeme piimky a, b, ¢, d, p. Ze sinové véty pro trojuhelniky SAC, SAD
dostavame
sin(ap) _ sin(ac)  sin(ap)  sin(ad)
sc ~ AC ' SD = AD

Tyto vztahy podélime
AC _ sin(ac) CS

AD sin(ad) 'SD’

Analogicky vzorec mizeme dostat, kdyz namisto a, A zvolime b, B.

BC _ sin(bc) CS

BD ~ sin(bd) SD’

Opétovnym podélenim dostavame

A . .
(A, B;C, D) = C BD _ sin(ac) sin(bc)

=_ . = = (a,b;c,d
AD BC  sin(ad) sin(bd) (@, b;c,d)



Aby projekce fungovala i pro nevlastni body, mizeme dvojpomér zobecnit:

(i) Je-li mezi body A, B, C, D pravé jeden nevlastni bod N, definujeme pro potfeby vzorecku
NX =1 pro libovolné X.
(ii) Lezi-li body A, B, C, D na nevlastni pfimce, definujeme jejich dvojpomér pres siny jako
v pfipadé dvojpoméru primek prochézejicich vlastnim bodem.
(iii) Prochéazi-li pfimky a, b, ¢, d nevlastnim bodem, definujeme jejich dvojpomér pomoci ori-
entované vzdalenosti rovnobézek, podobné jako v pfipadé dvojpoméru vlastnich bodu.

Nyni vSak opustime rovny svét pfimek a kolineaci a vrhneme se na néco oblejsiho.

Misto pfimek kruznice

Systém nevlastnich bodt, se kterym jsme dosud pracovali, se nazyva projektivni rozsifeni roviny.
Zavedli jsme ho proto, aby se dobre manipulovalo s pfimkami. Pro praci s kruznicemi se vsak
nehodi — naptiklad jednou ze zdkladnich vlastnosti kruznic je, ze tfemi body je mozné jednoznac¢né
prolozit kruznici. Jenze jak by méla vypadat kruznice, kterd prochézi dvéma vlastnimi a jednim
nevlastnim bodem daného sméru?

Zavedeme tedy jiny systém nevlastnich bodu, takzvanou invertivni rovinu. V tomto systému
se nebudeme vubec starat o pfimky, ale pouze o kruznice. Nevlastni body tentokrat nebudou
v kazdém sméru, ale bude pouze jeden nevlastni bod ,vSemi sméry“. Pf¥imky budeme povazovat
za kruznice, které prochéazi nevlastnim bodem. V terminologii kruznic pak jsou rovnobézky vlastné
dvé kruznice, které se dotykaji v nevlastnim bodé, a riznobézky dvé kruznice, které se protinaji —
v jednom vlastnim bodé a jednom nevlastnim.

Vedle roviny s jednim nevlastnim bodem méme jesté jeden pfirozeny model s kruznicemi, kde
libovolnymi tfemi riznymi body prolozime kruznici — je jim povrch koule neboli sféra. Vezmeme-
li t¥i body na sféfe, urcuje tato trojice jednoznac¢né rovinu a prinik této roviny s nasi sférou je
hledanou kruznici. Nabizi se otézka, jestli neni sféra a invertivni rovina v jistém smyslu to samé,
tedy zda existuje bijekce mezi sférou a invertivni rovinou, kterd zachovava kruznice.

Zatim jsme si predvedli jedno zobrazeni mezi prostorem a rovinou — projekci — a ta vskutku
bude fungovat.

Jako stfed S nasi projekce zvolime jeden bod sféry s. Rovinu projekce p zvolime rovnobézné
s teCnou rovinou k s v bodé S. Libovolnému bodu X # S sféry s pfifadime pruseéik pfimky SX
s rovinou p a obraz bodu S dodefinujeme jako nevlastni bod.

Takto definované zobrazeni je zfejmé bijekce mezi sférou s a rovinou p (véetné jejiho nevlastniho
bodu).

Obrazem kruznice na sféfe prochazejici bodem S je jisté pfimka v roviné p — jde vzdy o néjakou
rovinu prochéazejici bodem S, kterou jednou pronikneme se sférou s a podruhé s rovinou p.

Jesté chceme ukazat, Ze si odpovidaji kruZnice na sféfe neprochéazejici bodem S s kruznicemi
v roviné neprochézejicimi nevlastnim bodem. Pro jednoduchost umistime rovinu p tak, aby se
dotykala sféry s v opac¢ném bodé od S, ktery oznac¢ime T. Nyni vezmeme néjaky bod X sféry s a
zobrazime ho projekci. Usecka ST je priimérem sféry s, tedy TX je vyskou pravothlého trojihelniku
STX' a z Eukleidovy véty o odvésné mame |SX| - |SX’| = |ST|?, ¢ili soucin |SX]| - |SX'| je pro
vSechna X konstantni.



Pohled z roviny p. Kruznice kK’ se jevi jako uisecka.

Méjme tedy kruznici k na sféfe a zvolme sféru a prochézejici k takovou, aby mocnost bodu S
k a byla rovna |ST|? (miiZeme ji najit tieba tak, Ze najdeme obraz X’ jednoho bodu X kruznice
k a sféru opiseme k a X’). Nyni kdykoli vezmeme obraz X’ bodu X, bude diky mocnosti lezet na
sfére a. Tedy vsechny obrazy bodu kruznice k lezi na jedné kruznici — pruniku p a a.

Opacné, kdykoli vezmeme kruZnici k' v roviné p, najdeme opét sféru a s mocnosti |ST\2 pro-
chéazejici k&’ a vSechny vzory tak lezi na kruZnici dané priinikem sfér s, a.

Kruhova inverze

Podobné jako kolineace je zobrazeni z projektivni roviny do projektivni roviny, které zachovava
pfimky a pfitom muize nékteré nevlastni body zobrazit na vlastni a obracené, ukadzeme si zobrazeni



z invertivni roviny do invertivni roviny, které zachovava kruznice a pritom hybe s nevlastnim
bodem. Nebudeme tak obecni jako v pfipadé kolineace, ukazeme si , jen“ ten nejjednodussi priklad
— kruhovou inverzi.

V invertivni roving p je dana vlastni kruznice k se stfedem K a polomérem r (,rovnik“). Na
sféfe s se stfedem K a polomérem r najdeme ruzné body S, T, ve kterych je tecna rovina k s
rovnobézna s p (,severni a jizni pdl“). Kruhovou inverzi podle kruznice k definujeme jako slozeni
projekce z p na s podle bodu S a nasledné z s na p podle bodu T

Snadno nahlédneme, Ze:

(i) Obrazem stiedu S je nevlastni bod, obrazem nevlastniho bodu je S.

ii) Body kruZnice k jsou pevné.

) Pfimky prochézejici stfedem K se zobrazuji samy na sebe.

iv) Kruznice prochézejici sttedem K se zobrazuji na pfimky neprochézejici stfedem a naopak.
) KruZznice neprochézejici stfedem se zobrazuji na kruznice neprochazejici stfedem.

) Dvojim slozenim téze kruhové inverze ziskdme identitu.

Pro vlastni bod X rdzny od K oznaéme X’ obraz v projekci podle bodu S z p na s a nasledné X"’
obraz bodu X’ v projekci podle bodu T z s na p. Pak trojuhelnik X KS je podobny trojihelniku
TX'S (pravy thel a thel u vrcholu S), ktery je zase podobny trojuhelniku TKX (pravy thel

a thel u vrcholu T). Tim dostavdme vztah 5El — w a po upravé dostaneme alternativni
|K S| |KX'|

(neprostorovou) definici kruhové inverze: Kruhova inverze je takové zobrazeni, které bodu X ptiradi
bod X’ na polopiimce KX splitujici |[KX| - |[KX'| = r2.

X/

T

Cvic¢eni. Méjme invertivni rovinu p, na néjaké sféfe s najdeme rizné body S, T, ve kterych je
tend rovina k s rovnobézna s p. Pro které sféry s je slozeni projekci podle bodu S a T kruhovou
inverzi podle néjaké kruznice? A o jaké zobrazeni se jedna, kdyz kruhovou inverzi neni?

Jak inverzi pouZzit?

Na nésledujicim pfikladu dikladné predvedeme, jak se zpravidla kruhova inverze pii feSeni geo-
metrickych aloh pouziva. Volné feCeno jde o to, Ze misto zadané tlohy budeme fesit jinou ulohu
v jiném obrazku, kterd vsak bude té puvodni ekvivalentni.

Priklad. Kolmé pfimky p, ¢ se protinaji v bodé S. Kruznice ki, ko se stfedy na pfimce p, které
maji vnéjsi dotyk v S, protinaji kruznice l1, I se stfedy na piimce ¢ majici rovnéz vnéjsi dotyk
v S podruhé ve étyfech ruznych bodech. Ukazte, ze tyto ¢tyfi body lezi na jedné kruznici.

Reseni. Invertujme cely obrazek podle kruznice i se stiedem S a libovolnym polomérem. Tvrzeni
bude dokazano, pokud se ndm podafi ukazat, ze obrazy zminénych Ctyt prusecikt lezi na kruznici



neprochéazejici bodem S, protoze puvodni ¢tytfi druhé priseciky budou potom muset lezet na obrazu
této kruznice v inverzi podle 4, coz je (jak jiz vime) rovnéz kruznice.

q

k1

Piimky p, q se v inverzi podle i zobrazi samy na sebe. Kruznice k1, k2 prochazeji stfedem
inverze, takze se zobrazi na néjaké pfimky ki, kj.

Jelikoz maji k1 a ko jediny spoleény bod (totiz S), musi mit jejich obrazy také jediny spole¢ny
bod, a to obraz bodu S, tj. nevlastni bod ,00“. Pfimky k] a k) tedy budou rovnobézné. Navic ze
symetrie budou obé kolmé na p.

Obdobné se kruznice l1, l2 zobrazi na pfimky [}, I}, kolmé na ¢q. Obrazy zminénjch ¢tyi druhych
prusecika jsou proto vrcholy obdélnika.

Jelikoz vrcholy obdélnika lezi na jedné kruznici a tato kruznice neprochézi bodem S, lezi na
kruznici i obrazy téchto vrchold v inverzi podle i, coz jsou presné ptuvodni Ctyfi praseciky.

Pii feSeni pfedchoziho prikladu jsme méli Stésti, Ze jsme dokazali ,pfelozit® vSechny prvky
zadani (kolmost pfimek, dotyk kruZnic) a rovnéz dokazovanou vlastnost (4 body lezi na jedné
kruznici) do situace po inverzi. Diky tomu jsme byli schopni vytvofit zinvertovany obrazek a védét,
co v ném mame dokazat.

Ponékud prekvapivé se ukazalo, ze tvrzeni, které jsme méli dokdzat v tomto novém obrazku,
bylo podstatné snazsi nez odpovidajici tvrzeni v pivodnim obrazku. Tak tomu byva cCasto, je vSak
potfeba sikovné zvolit stfed inverze.

Jak jste si jisté vSimli, vySe se nam osvédcilo invertovat podle bodu, jimz prochéazelo hodné
kruznic, protoze z kruznic se staly pfimky a s primkami se pracuje pfece jen snaze. Obecné se
vyplaci volit za stied inverze tzv. ,pretizeny bod“. Na poloméru inverze pfitom zpravidla nezalezi.
Misto o inverzi podle kruznice budeme proto vétsinou mluvit o inverzi podle bodu (jejiho stfedu).

Cviceni. Do pasu mezi rovnobézkami p a g jsou vepsany kruznice k a l. Pak ¢tyfi body dotyku
kruznic s pfimkami lezi na jedné kruznici.
(i) Uvédomte si, ze tvrzeni je zfejmé.
(ii) Zinvertujte tvrzeni podle jednoho ze ¢tyf bodu dotyku. Je stale zfejmé?
(iii) Zinvertujte ho podle obecného bodu na p¥imce p. A co ted?

Cviéeni. (Stiedy kruznic) Pfedpokladejme, ze v inverzi podle bodu I se kruznice k zobrazi na
kruznici k’. Oznaéme S stied k a T stied k'.

(i) Ukazte, ze ackoliv body I, S, T lezi na jedné pfimce, bod T' neni obecné obrazem bodu
S, tj. kruhova inverze na sebe nezobrazuje stfedy kruznic.



(ii) Ukazte, ze bod T neni obrazem bodu S dokonce nikdy.

Ndvod. (i) Ukazte, zZe souéin |IS|-|[IT| je vé&tsi nez soucin vzdélenosti bodu I od dvou bodi, které
si v inverzi odpovidaji.

Prepocitavaci lemma

Jak jsme jiz vidéli, pro uziti inverze je naprosto stézejni umét prekladat vliastnosti zadaného obrazku
do toho invertovaného. Pojdme si tedy ukézat, jak se prepocitavaji délky tsecek a velikosti uhli.

Lemma. (Pfepoé¢itavaci lemma) Je ddna kruznice k(I,r) a body X, Y. Ozna¢me X', Y' obrazy
bodi X, Y v inverzi podle kruznice k. Pak
() |[<UX'Y'| = |[<AXY]]|,

- 2
() (XY = XY ey & XY =XYoo

Dikaz. Podle definice inverze je

>

IX'| = |IY]
[TY] r2 lIx|
Y]

Jelikoz |<{X'TY'| = |<<XIY|, jsou si trojuhelniky X’IY’ a YIX podobné. Speciélné se tedy shoduji
i v dhlech [<UUX'Y’| = |[<<XY ).

Zbyva urcit pomér podobnosti. Ten je roven

<|X’Y’| ) 11X r?

xXy[ ) Y] x| Iy|

z &ehoZ plyne druhy dokazovany vztah. Pieznacenim X’ za X a Y’ za Y dostdvame i posledni
vztah.

Vybaveni prepocitavacim lemmatem uz se mizeme sméle vrhnout na priklady IMO obtiznosti.
Pouziti inverze tentokréat indikuji ,divné podminky“ o uhlech (a jak se ukéze zdhy i o délkach
stran).

Priklad. Bod P uvnitf trojuhelnika ABC spliuje
|XAPB| — |<ACB| = |[<APC| — |<ABC|.

Oznac¢me D, E stiedy kruznic vepsanych trojuhelnikim APB, APC. Dokazte, ze ptimky AP, BD
a C'E prochéazeji jednim bodem. (IMO 1996)

Reseni. 'V tloze ziejmé nejde o stfedy vepsanych kruznic, ale o to, zda osy thla ABP a ACP
protnou usecku AP ve stejném bodé. Jelikoz osa tthlu déli protéjsi stranu v poméru délek prilehlych



stran!!, sta¢i misto toho, Ze t¥i ptimky prochizeji jednim bodem, dokazat

|[BA| _ |CA]
|BP| ~ |CP|

Majice pfepocitavaci lemma na paméti, invertujme podle (pro jednoduchost jednotkové) kruz-
nice se sttedem v A a znaéme obrazy bodt ¢arkované. Aniz bychom si museli kreslit obrazek, jsme
diky prepocitavacimu lemmatu schopni prelozit jak podminku pro tuhly, tak pozadované tvrzeni
o rovnosti pomérti. Pojdme na to.

Podminka se prepise jako
|<<P'B’A| — |<<C'B'A| = |<<P'C'A| — |<B'C’ 4|,

coz da po upravé |<{P'B’C’| = |<{P'C'B’|. Z hruzostrasné pusobiciho vztahu v obrazku pfed inverzi
se tedy stala podminka velmi pohodlna — obrazy bodu P, B, C tvofi rovnoramenny trojuhelnik se
zdkladnou B'C’.

Zbyva zjistit, jaky je v novém obrazku ekvivalent dokazovaného vztahu pro délky tsecek. Jelikoz

— 1
|BA| _ [B74| _lapy Al T AP
IBP| |B'P|apriqapy  1B'P| [T a2 e ——c
staéi ukazat, ze |B’ P’| = |C’ P’|. To ovSem z rovnoramennosti plyne bezprostiedns.

Cviceni. Je dana pulkruznice ¢t nad priumérem AB. Pfimka p kolma na AB protind usecku AB
v bodé C' a pulkruznici ¢ v bodé D. KruzZnice k se dotyka tusecky AC v bodé FE, pulkruznice ¢
v bodé T a pfimky p v bodé F. Dokazte, ze DE je osa thlu ADC. (Izrael 1995)

Ndvod. Zinvertujte podle E a cht&jte ukazat |[{EA'D'| = |[<EC'D’|.

v/ be-inverze

Na samotny zavér si jesté ukdzeme, jaké pozoruhodné zobrazeni vznikne sloZenim jedné velmi
konkrétni inverze s jednou velmi konkrétni osovou soumérnosti. Ackoliv se nebude jednat o inverzi,
ale o inverzi nasledovanou osovou soumérnosti, budeme vyslednému zobrazeni ¥ikat v/bc-inverze.
Pro dany trojuhelnik ABC uvazme inverzi se stfedem v A a polomérem v/be, kde b, ¢ jsou délky
stran AC, AB. V této inverzi se body B, C zobrazi na body B, C1 na polopfimkiach AB, AC
splnujici
(Vbe)®
|AB|

Vbe)®
=b a |ACﬂ:%:c

|AB1| =
Pokud tedy oznaé¢ime B’, C’ obrazy bodti B1, C1 v osové soumérnosti podle osy tthlu u vrcholu A,
dostaneme B’ = C a C' = B.

HPokud je pro tebe toto tvrzeni novinkou, najdi si Angle Bisector Theorem, pouzij sinovou
vétu pro dva sousedni trojuhelniky nebo jen porovnej, jak jsou body A a P ,nad“ ¢i ,,pod“ osou
uhlu, d&as-li si ji vodorovné.



Jiz vime, ze v/bc-inverze prohazuje body B a C. Neni nijak Sokujici, Ze prohazuje i primky
AB a AC (skute¢né, obrazem piimky AB je pfimka AB’, neboli AC). Zajimavéjsi ovSem je, co
je obrazem piimky BC'. Diky vlastnostem inverze to musi byt kruznice B’C’A, coz je ale pfesné
kruznice w opsana trojihelniku ABC'.

Toto tvrzeni ndm pomaha nachazet dilezité dvojice bodii, které si odpovidaji v v/be-inverzi.
Zajiméa-li nas naptiklad, kam se v této inverzi zobrazi pata vysky Ag z vrcholu A, staci si vzpome-
nout, ze vyska AAq je v thlu BAC isogonélni se spojnici vrcholu A se stfedem O kruznice opsané,
a jelikoz pfimka BC' se zobrazi na kruznici w, musi byt (Ap)’ bod ,naproti“ A na kruznici w.

Dalsi dvojici bodt, které si odpovidaji v v/bc-inverzi, popisuje nasledujici priklad.

Piiklad. Je dan trojuhelnik ABC. Uvazme kruznici k, kterd se dotyka stran AB, AC a navic
jeho kruznice opsané v bodé E. Oznacme jesté D bod dotyku kruznice [ pripsané trojuhelniku
ABC vzhledem k vrcholu A se stranou BC. Ukazte, ze |[<BAD| = |<{CAE]|.

Reseni. Ozna¢me w kruznici opsanou trojihelniku ABC a a, b, ¢ postupné pfimky BC, CA, AB.

V Vbe-inverzi se zobrazi b na ¢, ¢ na b a w na a, takze kruznice k (ktera se dotyka piimek b a ¢
a kruZnice w zevnit¥) se zobrazi na kruznici | (kterd se dotyka pfimek ¢, b a a zvenci). Specialné si



tedy v vbc-inverzi odpovidaji body dotyku E a D, coz (krom toho, ze |AD| - |AE| = (v/be)? = be)
znamena, ze D a E lezi na primkach, které si odpovidaji v osové soumeérnosti podle osy thlu
u vrcholu A. Jsme hotovi.

Z predchoziho pfikladu mimo jiné vyplyva, ze Gergonniv bod (pruseéik spojnic vrchold troj-
helnika s body dotykt pfipsanych kruznic s protéjsimi stranami) je isogonal conjugate stiedu HT
kladné stejnolehlosti zobrazujici kruznici opsanou trojihelniku ABC na kruznici jemu vepsanou (ta
totiz diky tvrzeni o sklddani stejnolehlosti lezi na AE). Tento fakt pat¥i uz do pomérné pokrocilych
partii geometrie trojuhelnika.

Cvigeni. Uvédomte si, ze v Vbc-inverzi se prohodi stfed S kratsiho oblouku BC a prisedik D
osy uhlu se stranou BC'. Déle ukazte, Ze stfed I kruznice vepsané se prohodi se stfedem E kruznice
pripsané.

Ndvod. Ve druhé &&sti prelozte dokazované |AI] - |AE| = be do Feéi podobnych trojuhelniki.

Vyklad ukonéime tlohou, v niz bude potieba pred uzitim v/be-inverze provést jesté jedno pozo-
rovani.
Priklad. Na strandch AB, AC trojuhelnika ABC zvolme body K, L tak, aby KL || BC, a bud

P = BLNCK. Oznacéme @ druhy priusecéik kruznic opsanych trojihelnikiim BPK a C'PL. Dokazte,
ze |<BAP| = |[<CAQ)|. (Balkan MO 2009)

Reseni. Protgjsi strany étytiuhelniku K PLA se protinaji v bodech B, C. Bod Q jakozto druhy
prusecik kruznic opsanych trojihelnikim BPK a C'PL je proto Miquelovym bodem ¢tytuhelniku
KPLA a jako takovy lezi i na kruznicich opsanych trojihelnikim ABL a ACK.

A

Bod A je razem zietelné pretizeny, takze urcité budeme invertovat podle néj. Jaky ale zvolit
polomér?
Z KL || BC plyne

|AK|  |AL|

= neboli |AK|-|AC| = |AB| - |AL|.
|AB| ~ |AC|

Polomér inverze tedy polozime roven /|AK]|-|AC|] = +/]AB|-|AL] a rovnou vzniklou inverzi
slozime s osovou soumérnosti podle osy tthlu BAC.

Diky volbé poloméru se ve vzniklém zobrazeni prohodi body B a L a body C a K. Pfimka
BL (neprochézejici bodem A) proto pfejde na kruznici ABL a podobné se piimka CK zobrazi na
kruznici ACK. Bod P se tak zobrazi na bod @ a feSeni je u konce.



U konce je i tfeti (a posledni) dil letosniho seridlu. Doufame, Ze se vam exkurz do svéta pla-
nimetrie a geometrickych zobrazeni libil, pfejeme vdm mnoho zdaru nejen pfi feseni PraSatka a
lou¢ime se s vami.

Mirek Olsak, Pepa Tkadlec



