Teorie her

2. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLAN{: 11.PROSINCE 2013

ULoHA 1. (5 BODD)
Anca s LukdSem hraji hru na schodisti s 2013 schody. Na zacatku je na stupnich schodisté
rozmisténo kone¢né mnoho minci (nemusi byt na kazdém schodu, na jednom schodu jich mize
byt vice). V kazdém tahu si hra¢ vybere jeden schod a z néj pfesune libovolné mnozstvi minci
(nejméné jednu, nejvyse vSechny) o schod niZe. S mincemi, které se po pfesunu z prvniho schodu
ocitnou na podlaze, uz se dél nehraje. Anca zaéina, pravidelné se stfidaji v tazich, kdo nemuze
tahnout, prohral.
Rozhodnéte (a dokazte), které pozice v této hie jsou vyhravajici a které prohravajici.

ULoHA 2. (5 BODD)
Na stole je hromadka sirek, dva hraci se postupné stiidaji v tazich, kdo nemize tahnout, prohral.
Ve svém tahu musi hra¢ odebrat alespon jednu sirku a zaroven smi z hroméadky o n sirkich
odebrat c sirek pouze tehdy, je-li ¢ délitelem n (vetné 1 a n).

Naleznéte SG funkci této hry a dokazte, ze vami nalezend SG funkce je spravna.

ULoHA 3. (5 BODU)
Za dlouhych zimnich vecert vymyslel Viktor nasledujici hru: Na zacatku hry je v roviné rozmis-
téno konec¢né mnoho tecek, nékteré z nich mohou byt pospojovany neprotinajicimi se uzavienymi
kiivkami. Tah sestava z nakresleni uzaviené kiivky prochazejici minimalné jednou teckou a ne-
protinajicil jiné kiivky ani sama sebe. Jednou teckou muZe prochézet nejvyse jedna kiivka.
Hraci se stfidaji v tazich, kdo nemize tahnout, prohral.

Pomozte Viktorovi a urcete, které pozice jsou vyhravajici a které prohravajici.

IDotyk kiivek taktéz neni povolen.



Teorie her

2. SERIALOVA SERIE VZzOROVE RESEN{

Uloha 1. (35; 30; 4,11; 5,0)
Anca s Lukdasem hraji hru na schodisti s 2013 schody. Na zacdatku je na stupnich schodisté
rozmisténo koneéné mnoho minci (nemusi byt na kazdém schodu, na jednom schodu jich miize
byt vice). V kazdém tahu si hraé¢ vybere jeden schod a z néj pfesune libovolné mnozstvi minci
(nejméné jednu, nejvyse vSechny) o schod nize. S mincemi, které se po presunu z prvniho schodu
ocitnou na podlaze, uz se dal nehraje. Anca zacind, pravidelné se stiidaji v tazich, kdo nemize
tahnout, prohral.
Rozhodnéte (a dokazte), které pozice v této hie jsou vyhravajici a které prohravajici.
(Alca Skélova)

RESEN(:

Ocislujme schody zdola ¢isly 1,2,...,2013. Ukazeme, ze na poc¢tech minci na sudych schodech
nezalezi a prohravajici pozice jsou pravée ty, v nichz je Nim-soucet poctt minci na lichych scho-
dech nulovy. Takovym pozicim fikejme $patné, ostatnim dobré.

Hra je zfejmé konecnd a jedinéd koncova pozice je soucasné prohravajici a Spatna. Staci tedy
dokazat, ze z kazdé Spatné pozice vedou tahy jen do dobrych pozic a naopak ze z kazdé dobré
pozice vede alespon jeden tah do néjaké Spatné pozice. To bude znamenat, Ze Spatné pozice
splyvaji s prohravajicimi a dobré s vyhravajicimi.

Uvazme néjakou Spatnou pozici. Jelikoz libovolnym tahem se zméni pocet minci na pravé
jednom lichém schodu, zméni se presné jeden scitanec nami zkoumaného Nim-souctu, a tedy i
jeho hodnota. Byla-li pfedtim nulova, rozhodné nulova neztstane a vysledné pozice bude dobra.

Ted naopak uvazme néjakou dobrou pozici. Pfedpokladejme tedy, Ze na lichych schodech lezi
postupné p1,ps,...,p2013 minci a plati p1 & p3 @ - - - B p2013 # 0. To znamena, ze v klasickém
Nimu je pozice s 1007 hromadkami sirek o velikostech p1, p3, ..., p2013 vyhravajici a podle seridlu
existuje tah, jimz se Nim-soucet vynuluje. Pokud je timto tahem odebrani s sirek z hromadky
o velikosti pog,_1 (k € N), sta¢i v nasi pivodni hfe pfesunout s minci z (2k — 1)-tého schodu na
ten (2k — 2)-ty.

Jsme hotovi.

POZNAMKY:

Vétsina z vés si uvédomila, Ze pozice, v nichz jsou vSechny mince jen na sudych schodech, jsou

prohréavajici, nebot shodi-li prvni hra¢ m minci z nékterého sudého schodu na lichy, miZe druhy

hréac shodit tytéz mince jesté o schod niz, a prvniho hréce tak po koneéné mnoha (1) ,,dvojtazich®

dovede az k nevyhnutelné zdhubé. K prozieni, Ze sta¢i hrat bézny Nim na lichych schodech (a

na piipadné tahy ze sudych schodi na liché reagovat jako vyse) uz pak nebylo tak daleko.
(Pepa Tkadlec)



Uloha 2. (35; 265 3,29; 4,0)
Na stole je hromadka sirek, dva hraci se postupné stiidaji v tazich, kdo nemuze tahnout, prohral.
Ve svém tahu musi hra¢ odebrat alesporn jednu sirku a zaroven smi z hromadky o n sirkdch
odebrat c sirek pouze tehdy, je-li ¢ délitelem n (vcetné 1 a n).

Naleznéte SG funkci této hry a dokazte, Zze vami nalezena SG funkce je spravna.
(Aléa Skélovd)

RESEN(:
Definujeme funkci g: pro g(0) = 0 a déle pro pfirozené ¢islo n je hodnota g(n) o 1 vySsi nez
pocet dvojek v prvociselném rozkladu ¢isla n. Ukdzeme, ze tato funkce odpovidad definici SG
funkce (¢islem n myslime pozici ve hie s n sirkami).

V nule je hodnota SG funkce rovna nule, protoze jde o koncovou pozici. Dale uvazujme n > 1.
Je tieba overit

g(n) =min{k > 0:k € Z,k # g(n —n’) pro z4dné? n' | n}.

Cislo n zapiseme ve tvaru 2°~1 .1, kde [ je liché a k = g(n). Zbyva si rozmyslet:

(i) Pro libovolné celé 0 < k' < k existuje délitel n’ &isla n, pro ktery g(n — n') = k’.
Skuteéns, je-li k' = 0, volime n’ = n. V opaéném piipadé volime n’ = 2¥'—1, pak totiz
n—n'= 2’“/*1(2k*k'l — 1), kde vyraz v zavorce je lichy.

(ii) Neexistuje n/, pro které g(n —n’) = k. To dokdzeme sporem, predpokladejme n —n’ =
2k=1. 1" kde I’ je liché a n’ je délitel n. Pak by ale n’ = 2F=1(1 — I') obsahovalo
v prvociselném rozkladu alespon k dvojek, protoze je vyraz v zavorce sudy. To je ve
sporu s n/ | n.

POZNAMKY:

Slo o veelku jednoduchou tilohu na pochopeni definice SG funkce. R4d bych k fesenim podotknul,
Ze opravdu neni potfeba zvlast dikaz pro k = 1 a k = 2, zato by mél v feSeni byt diikaz pro
obecné k.

Dale délalo nékterym feSitelim problémy ujasnit, co definuji a co dokazuji. Je mozné defino-
vat g jako ve vzorovém fFeSeni a pak o této funkci dokazat, ze je SG funkci. V takovém pripadé
ale nedokazujeme g(2¥1) = k + 1, jelikoz jsme to tak uz definovali. Druhad moznost je definovat
g piimo jako SG funkci, jejiz hodnoty ale zpogatku nezname. Pro dikaz g(2%1) = k 4+ 1 pak
potfebujeme védét, ze na nizsich hodnotach uz ma g tuto vlastnost, neboli ve skutecnosti doka-
zujeme indukci. Jen je na této indukci trochu podivné, ze nepotfebuje prvni indukéni krok pro
g(1). (Nicméné chépu Fesitele, ktefi namisto okecavani, ze ten krok potieba neni, radsi napsali,
Ze ho udélali.) (Mirek Olsék)

Uloha 3. (205 17; 4,25; 5,0)
Za dlouhych zimnich vecert vymyslel Viktor nasledujici hru: Na zacatku hry je v roviné rozmis-
teno konecné mnoho tecek, nékteré z nich mohou byt pospojovany neprotinajicimi se uzavienymi
kiivkami. Tah sestava z nakresleni uzaviené kiivky prochazejici minimalné jednou teckou a ne-
protinajici® jiné kiivky ani sama sebe. Jednou teckou miiZe prochizet nejvyse jedna kiivka.
Hraci se stiidaji v tazich, kdo nemuze tahnout, prohral.
Pomozte Viktorovi a urcete, které pozice jsou vyhravajici a které prohravajici.
(Aléa Skédlova)

2Symbolem a | b rozumime ,,a déli b“
3Dotyk kiivek taktéz neni povolen.



RESENT:

Hru si mizeme pfeformulovat do nasledujici podoby: Je dédno nékolik hroméadek sirek (poétu
sirek v jedné hromédce odpovid4 pocet tedek v jedné souvislé oblasti), ve svém tahu hra¢ musi
odebrat z jedné hromadky alespon jednu sirku (vytvofend k¥ivka prochazi alespoii jednou tec¢kou)
a pokud chce, miize zbylé sirky rozdélit na dvé nové hromadky (¢ast teek novou kiivkou oddéli
od zbyvajicich). Kdo nemize tdhnout, prohral.

Prvné si uvédomme, ze Nim-soucet dvou ¢isel je vzdycky mensi nebo roven jejich klasickému
soudtu (v klasickém souctu se totiz nic ,neztraci“ — v pfipadé souétu dvou jednicek jejich hodnotu
preneseme do dalsiho ¥adu).

Dokazme, Ze prohravajici pozice jsou ty, pro které je Nim-soucet velikosti jednotlivych hro-
madek nulovy, a vyhravajici ty, pro které je nenulovy. K tomu potfebujeme ovérit:

(i) Je-li Nim-soucet nulovy, nelze tahnout do pozice s nulovym Nim-souctem. Vskutku,
méjme pozici (z1,22,...,Zn) S T1 D2 ® - ® xn = 0. Rozdélime-li btno? prvni
hromadku na dvé nezaporné o velikostech y, z, je y + z < x1 a z vySe zminéného
pozorovani plyne y @ z < z1. Aby méla novd pozice nulovy Nim-souéet, muselo by
platit y® z D x2 P --- b xn, = 0, pak by ovsem z Pravidla kraceni plynulo y @ z = x1,
coZ je spor.

(ii) Je-li Nim soucet nenulovy, lze tdhnout do pozice s nulovym Nim-souétem. To uz je
jednoduché. Nevyuzijeme moznosti rozdélit hromadku na dvé a provedeme tah jako
v klasickém Nimu — ze seridlu vime, Ze pozadovany tah existuje.

Vyhravajici pozice jsou tedy pravé ty, pro néz je Nim-soucet poctu tecek v jednotlivych
oblastech roviny nenulovy.

POZNAMKY:

Kromé postupt podobnych vzorovému se ve vasich feSenich objevila jesté varianta vyuzivajici
SG funkci — klicovymi kroky bylo opét rozpoznat v tloze Nim s pozménénymi pravidly, uvé-
domit si nerovnost mezi klasickym a Nim-souétem a ovéfit, ze tipnutd funkce skutecné spliuje
vlastnosti, které ¢ini SG funkci SG funkci.

Céast z vas se ve svém feSeni jesté snazila vysvétlit, pro¢ uzaviena kiivka déli rovinu na dvé
casti, a tedy nékolik kfivek na nékolik casti. Tento dikaz nebyl zamyslenou soucasti reseni.
Ackoliv je totiz intuitivné ziejmé, ze ,hezkd“ uzavienad kfivka rozdéli rovinu na ,vnéjsek® a
wvnitfek®, dikaz je tézky (troufam si tvrdit, ze téméf nikdo z organizatoru PraSatka se s nim na
vysoké jesté nesetkal). Neni se tedy co divit, ze nikomu z vas se spravny dikaz Jordanovy véty
(tak se onomu tvrzeni fika) nepodafil. Tyto pokusy jsem samoziejmé nijak bodové nehodnotila,
ale je chvalyhodné, Ze jste si uvédomili, ze vSechna ,zifejméa“ fakta nemusi byt zfejma. (-:

(Alca Skélova)

4Btino = bez Gjmy na obecnosti. Oblibenad matematické zkratka. (-:
4



