Serial — Teorie her |

Pocinaje 17. ro¢nikem probiha kazdy rok v PraSatku serial na pokracovani. Jde o vyklad néjakého
odvétvi matematiky, se kterym se na stfedni skole s velkou pravdépodobnosti setkas jen v omezené
mife ¢i vilbec ne, ale které je presto mozné vylozit tak, aby bylo stfedoskolaktim ptistupné. Cilem
serialu je tedy rozsirit Tvé matematické obzory o néjaky zajimavy kout matematiky. Letosni serial
na téma Teorie her pro Tebe pise Alca Skdlova. Ve druhych, tfetich a étvrtych komentafich vyjde
vzdy jeden dil a k nému trojice aloh, k jejichz vyfeseni by Ti mély stacit znalosti nabyté pfectenim
a plnym pochopenim doposud vydanych dilid. Na rozdil od ostatnich sérii se Ti z této do vysledného
bodového hodnoceni zapoéitaji vSechny (t¥i) pfiklady.

Uvod

Teorie her se zabyva rozhodovanim v konfliktnich situacich. To jsou takové situace, ve kterych
vysledek nezavisi jenom na tom, jak se zachovame my, ale i na tom, jak se zachovaji ostatni
acastnici (hraci). Dobrym piikladem je hra kdmen-niizky-papir. Teorie her se ovSem umi vypotradat
(i) Kolik mam jakozto investor nabidnout, abych zakazku ziskal a pfitom vydélal co nejvice?
(ii) Kterou cestou jet do préce, abych se vyhnul dopravni zdcpé (zde jsou hraéi vsichni Fidici,
ktefi rdno potiebuji jet stejnou cestou)?

(iii) Pojistit si dim proti zivelnym katastrofam, ¢i nepojistit (,,proti“hracem je pfiroda)?

Znalost teorie her zkratka najde uplatnéni v mnoha oblastech — od abstraktni matematiky, pres

My zacneme zlehka — hranim kombinatorickych her — a uvidime, kam az se v pribéhu roku
stihneme dostat.

1Jedni z méala matematiki, ktefi ziskali Nobelovu cenu, ji dostali pravé za ekonomii. Byli jimi
John Forbes Nash, Reinhard Selten a John Charles Harsanyi v roce 1994.
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Kombinatoricka teorie her

Co je to kombinatoricka hra

V tomto dilu seridlu se budeme zabyvat pouze kombinatorickymi hrami, coz jsou hry spliujici
nasledujici podminky:
(1) Hraji dva hrdci proti sobé.
(2) Hraci se pravidelné stfidaji. Neni-li uvedeno jinak, hra¢ nesmi vynechat tah.
(3) Je dano (zpravidla koneéné mnoho) pozic, ve kterych se hra mize nachéazet. Jedna z pozic
je oznacena jako startovni. Pozicim, ve kterych hra koné¢i — vyhrou jednoho z hraca a
prohrou druhého, nebo remizou — se ¥ika koncové.
4) Pravidla hry urcuji pro kazdého hréace vSechny pripustné tahy z kazdé pozice.
5) Ve hie nejsou zadné nadhodné prvky.
6) Oba hrac¢i maji dplnou informaci.
7) Oba hréci jsou raciondlni.

Py

Pfedné se podivejme, co znamenaji posledni tfi body. Bod (5) vylucuje jakykoliv zdsah nadhody;
zadné hazeni kostkou nebo tahani sirek. Jak se hrac ve svém tahu zachova, zalezi Cisté na jeho vili,
a tedy vysledek hry je ovlivnén pouze schopnostmi obou hracu. Bod (6) fiké, ze veskeré informace
ve hie jsou dostupné obéma hractm. Tedy napiiklad kanasta neni hra s tplnou informaci, nebot
nezname karty svého soupefe, zatimco on je zna. Déle nejsou povoleny zadné skryté tahy, stejné
jako soucasné tahy obou hracu (to je ostatné vylouceno i bodem (2)). Predpoklad (7) jinymi slovy
tika, ze hraci hraji tak, jak nejlépe je to mozné, nedélaji zbyteéné chyby, vzdy védi, jaky tah je pro
né nejlepsi, a tak dale.

Casto se jesté pfidava podminka, ze hra mé byt konec¢na, ¢ili mé skonéit po koneéném poétu kol
bez ohledu na to, jak hraci hraji. Obcas se v kombinatorickych hrach nepfipousti moznost remizy —
spolu s podminkou konec¢nosti to pak znamena, ze hra nutné skonci vitézstvim jednoho z hraca. My
tyto podminky nebudeme vyzadovat, ackoliv vétsina her, kterymi se budeme zabyvat, je spliuje.

Kombinatorickou hrou jsou napfiklad piskvorky na hracim planu 10 x 10. Hradi jsou dva, pra-
videlné se stfidaji. Je-li hrac¢ na rad€, pak je jeho tahem nakresleni svého symbolu na libovolné
prazdné pole uvnitf planu. Pozicemi jsou vSechna mozné ,pokresleni“ planu, kterych bylo dosa-
zeno v souladu s pravidly. Startovni pozice je prazdny plan. Vyhrava hrac, ktery jako prvni vytvori
fadu alespon péti svych symbold, jeho soupef v takovém pfipadé prohrava. Remiza nastava tehdy,
kdyZ neni mozny zadny dalsi tah, nebot hraci plan je zcela zaplnén. V obou ptedchozich pfipadech
se tedy hra dostala do koncové pozice.

Které dalsi znamé hry jsou kombinatorické? Ruleta a vrhcaby nikoliv (prvky nahody), poker
nebo lodé rovnéz ne (zatajovani informace). Kdmen-ntizky-papir neprojdou pfes druhy bod (pravi-
delné st¥idani hraca). Solitaire je jen pro jednoho hrace, a tudiz také nepfipada v uvahu. Volejbal,
softbal, badminton a dalsi micové hry sice jsou pro ,dva hrace“, ale kvili zna¢nym obtizim s defi-
novanim pozice a tahu je také nepovazujeme za kombinatorické hry.

Existuji tedy vubec néjaké dalsi kombinatorické hry kromé piskvorek? Co tieba Sachy? Ano,
Sachy vSechny podminky splniuji. No a dal ... dal je jich jesté spousta!l Za chvili si je pfedvedeme,
nejprve ale par obecnych slov o tom, co je strategie a co jsou vyhravajici a prohravajici pozice.
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Strategie

Strategii hrace rozumime soubor rozhodnuti, jaké tahy volit v jednotlivych pozicich hry.? Vyhréva-
Jjici strategie je takova, ktera vede k vitézstvi hrace bez ohledu na to, jak chytie hraje jeho protihrac
(tedy bez ohledu na protihréc¢ovu strategii). Obdobné, ma-li jeden z hrac¢d neprohrévajici strategii,
znamena to, ze pokud se ji bude drzet, hru neprohraje, at jeho soupef hraje sebelépe.

Posledni dva pojmy se mohou lisit ve hrach pfipoustéjicich remizu nebo v nekoneénych hrach.
Ujasnéme si nejprve, jak vlastné muize hra dopadnout (vSimnéte si, Ze jsme schvalné nenapsali
»Skonéit*):

(A) Vitézstvim prvniho hrace a prohrou druhého.
(B) Prohrou prvniho hréaée a vitézstvim druhého.
(C) Remizou — hra skondila, ale ani jeden z hra¢t nevyhral ani neprohrél.

(D) Hra neskonéi v koneéném poétu tahii, neboli nikdy se nedostane do koncové pozice.?

M4-1i vyhravajici strategii prvni hra¢, pak umi hrat tak, aby nastal pfipad (A). Naproti tomu,
ma-li neprohravajici strategii, je v jeho moznostech ,,pouze“ zabranit ptipadu (B). Analogicky pro
druhého hrace.

Ptipady (C) a (D) nebudeme pro jednodussi vyjadfovéani rozliSovat a oba budeme shodné na-
zyvat remizou.

Vyhravajici a prohravajici pozice

V této kapitole budeme uvazovat pouze konecné hry nepfipoustéjici remizu. V takovych hrach
miizeme kazdou pozici oznacit bud jako vyhravajici, nebo jako prohravajici. Jak uz nazev napovida,
nachéazi-li se hraé¢ ve vyhravajici pozici — V, pak (bude-li hrat, jak nejlépe lze) hru vyhraje. Naopak,
nachdazi-li se v prohrédvajici pozici — P, hru nutné prohraje (pokud jeho soupef neudéld chybu, coz
neudéld, neb jsme se jiz vySe dohodli, Ze oba hrééi jsou raciondlni).

Jak u konkrétni pozice v dané hie pozname, zda je vyhravajici, nebo prohravajici? Pomohou
nam k tomu nasledujici pozorovani:

(i) Jedna-li se o koncovou pozici, pak pravidla urcuji, zda je V, nebo P.

(ii) Vede-li z néjaké pozice alesponi jeden tah do P pozice, pak je tato V. Pokud se totiz pravé
v takové pozici nachazime, miizeme svym tahem do oné prohravajici pozice svého soupeie
postavit a tim mu zarucit prohru a sobé vyhru.

(iii) Vedou-li z n&jaké pozice vSechny tahy pouze do V pozic, pak je tato P. At totiz z takové
pozice hrajeme jakkoliv, vzdy ,pfeddme” soupefi hru ve vyhravajici pozici, tedy my se
musime nachazet v prohravajici.

Ted uZ je snadné postupné u vSech pozic rozhodnout, jaké jsou. Za¢neme od konce (podle bodu
(i)). Déle, vedou-li z néjaké pozice vSechny tahy do jiz oznacenych pozic, mizeme podle pravidel
(i) a (iii) rozhodnout, o jakou pozici se jedna. A protoZe je pozic koneéné mnoho, skuteéné se ndm
postupné podafi oznacit vSechny.

Vsimnéme si jesté, ze bylo dulezité predpokladat konecnost hry. U nekonecné hry bychom totiz

nemuseli ,,mit kde zacit“, ani by se nam nemuselo podarit v konecném case oznacit vsechny pozice.

Nejlepsi bude osvétlit si pravé zavedené pojmy na prikladu.

Hra 1. Na stole je hromadka sedmi sirek. Hrac, ktery je na fadé, mize odebrat jednu nebo dvé
sirky. Kdo nemtize tahnout (na stole uz neni zadna sirka), prohral.

Reseni. Nakresleme si mozné pocty sirek véetné moznych tahii z jednotlivych pozic — viz obréazek.

2Piesnéji lze definovat strategii jako funkci, ktera kazdé mozné pozici piifadi tah hrace.
3To se muze stat naptiklad u piskvorek hranych na nekoneéné velkém hracim planu.
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Koncova pozice je v této hie jedina (na stole nezbyla zadna sirka) a podle pravidel je prohravajici.
Muzeme si to poznacit do nékresu.
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Pokud na stole zbyva jedna nebo dvé sirky, muze je hra¢ ve svém tahu vSechny odebrat a tim
vyhrat (jeho soupef se dostane do pozice, o které uz vime, Ze je prohravajici).
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Zbyvaji-li na stole tfi sirky, pak hra¢ nema jinou moznost nez tdhnout do vyhravajici pozice (coz
jisté pot&si jeho protihrace), a tedy t¥i sirky jsou prohréavajici pozice.

Z hromadky Ctyr, resp. péti sirek lze odebrat jednu, resp. dvé a tim se dostat do prohravajici
pozice — proto jsou obé tyto pozice vyhravajici. Podobné si muzeme rozmyslet, ze Sest sirek je
prohravajici pozice a sedm vyhravajici.
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Po oznaceni V a P pozic v této hie je ihned patrnd vyhravajici strategie prvniho hrace — hraj tak,
aby protihraci zbyly na stole sirky v poctu nasobku tfi. [

Vyslovme si dilezitou vétu o kombinatorickych hrach. Myslenka dikazu neni nijak obtizna — uz
jsme si ji v podstaté rozmysleli spolu se zavedenim V a P pozic.
Véta. (O vyhravajici strategii) V konecné hie nepfipoustéjici remizu ma pravé jeden z hraci
vyhravajici strategii.
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Dikaz.  Z definice V a P pozic plyne, ze pokud je startovni pozice V, muze prvni hra¢ zahrat
takovy tah, aby se soupef béhem svého tahu ocitl v pozici P a musel prvniho hrace dostat opét
do stavu V. Protoze je hra konecnda, dosidhne timto opakovanim prvni hra¢ vitézstvi, a ma tedy
vyhravajici strategii. Pokud je ovSem startovni pozice P, pak vSechny tahy prvniho hrace vedou
do V pozic a druhy hrac¢ se ocitd v roli prvniho hrice v predchozich uvahach. Tedy vyhravajici
strategii ma druhy hrac. L)

Poznamka. Obdobné jako V a P pozice by se daly v koneénych hrach s moznosti remizy za-
vést neprohravajici a nevyhravajici pozice. Rovnéz plati, ze jeden z hrac¢i ma vzdy neprohréavajici
strategii, a to dokonce i v nekonec¢nych hrach. Stac¢i si rozmyslet, co znamend nemit vyhravajici
strategii — pokud ji totiz nemam, pak mi protivnik vzdycky umi zabranit ve vyhte, a tedy sam ma
neprohravajici strategii.

Poznamka. Vsimnéme si jesté, ze diikkaz véty ndm nejen dava jistotu, ze vyhravajici strategie
existuje, ale dokonce ndm dava i presny navod, jak ji najit. Pokud jsme schopni u néjaké hry rozdélit
vSechny jeji pozice na vyhravajici a prohravajici, pak jsme rovnéz hraci s vyhravajici strategii dali
do ruky navod, jak hrat a vyhrat.

Problém muze nastat — a Casto také nastava — v tom, Ze teoreticky jsme sice schopni vSechny
pozice oznacit jako V, ¢i P, ale ve skute¢nosti muze mit hra tolik rtiznych pozic, Ze neni v lidskych
(ani po¢itacovych) silédch se vSemi moznostmi probrat. Takova situace je napiiklad u Sachti — ackoliv
se jedné o kone¢nou kombinatorickou hru, a tedy jeden z hra¢t mé neprohravajici strategii, jiz po
par tazich se pocet pozic rozrusta natolik, Zze si s tim mnozstvim zatim nikdo neporadil.

Metody reSeni

Kdyz uz zname vsechny podstatné pojmy, miizeme se vesele pustit do hrani rozlicnych kombi-
natorickych her. V nésledujicich kapitolach si postupné predstavime rtizné metody hledani vyhra-
vajicich a neprohravajicich strategii. Na konci kazdé kapitoly naleznete par prikladi na samostatné
procviceni.

Podstatnou ¢asti feseni rovnéz byva prijit na to, kterou metodu pouzit. Proto v posledni kapitole
najdete smés tuloh, u kterych vam nikdo pfedem neprozradi, jakou metodou se maji fesit. Obcas
to bude metoda uvedend v tomto textu, jindy bude nutné vymyslet novy zpusob, jak se s danou
hrou vyporadat.

Zpétny rozbor

V kapitole o vyhravajicich a prohravajicich pozicich jsme se naucili, jak v libovolné kone¢né kom-
binatorické hie nalézt vyhrévajici strategii pro jednoho z hrac¢t (mame-li dostatecnou vypocetni
kapacitu). Tuto metodu budeme nazyvat zpétny rozbor, cizim slovem backtracking, nebot hru
vlastné (vy)fesime od konce.

Zkusme s jeji pomoci vyfesit nasledujici hry. Neni-li feceno jinak, pak ,vyfeSsenim“ hry se mini
nejen nalezeni vyhravajici strategie pro jednoho z hracu, ale i jeji popsani.

Hra 2. Na stole lezi 15 sirek. Hrac, ktery je na fadé, mize odebrat 1 az 4 sirky. Kdo nemuze
tahnout, prohral.

Reseni. Hra je velmi podobna té, kterou jsme si podrobné rozebrali v pfedchozi kapitole. Nakres-
lime si tedy, jak to vypada s V a P pozicemi.




Vidime, ze vyhravajici strategii ma druhy hrac¢. Prvni hrad¢ nemé na zacatku jinou moznost nez
tahnout do vyhréavajici pozice, a tim padem druhy hra¢ ho svym tahem umi znovu dostat do
prohravajici pozice.

Vyhréavajici strategii druhého hrace miuzeme popsat slovy ,vzdy seber takovy pocet sirek, aby
na stole zustal lezet nasobek péti.“ Prvni hrac je tak nucen nechat na stole ,nenasobek® péti, coz
dava druhému hraci moznost dorovnat opét na nasobek, az na stole zbude 5 X 0 sirek, a tedy prvni
hra¢ prohraje.

Stejna strategie funguje pro libovolny startovni pocet sirek n. Pro nasobky péti ma vyhravajici
strategii druhy hraé¢, kdezto pro vSechny mozné pocty sirek, které nejsou nasobky péti, ma vy-
hravajici strategii prvni hrac. Popis vyhravajici strategie se nijak neméni, méni se pouze to, zda
startovni pozice je V, nebo P. 'y

Hra 3. V pravém hornim rohu Sachovnice stoji jednostranné véz — mtze se pohybovat jen doleva
nebo doli. Hrédi se stiidaji v tazich, pficemz si mohou vybrat, o kolik poli (minimalné vsak o jedno)
pohnou vézi v jednom z povolenych smért. Kdo nemuze tdhnout, prohral.

Reseni. Rozeberme od konce, které pozice jsou V a které P. Muzeme je ihned zakreslovat na
Sachovnici. Koncova pozice je opét jedind a je prohravajici. Dile muzeme rozhodnout o vsSech
zbyvajicich pozicich v levém sloupci a v dolnim fadku — z téch je totiz mozné se jednim tahem
dostat do levého dolniho rohu a donutit soupefe prohrat (viz obrazek vlevo).
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Vsechny pFipustné tahy z policka (2, 2) vedou do jiz oznaéenych pozic. Ty jsou v8echny s vyhravajici,
tudiz (2, 2) je prohravajici. Diky tomu jsou neoznacené pole ve druhém sloupci i fadku vyhravajici.
Opakovanim téchto uvah dospéjeme k zavéru, ze nasSe startovni pozice — pravy horni roh — je
prohrévajici (obrazek vpravo).

Vyhrévajici strategii ma druhy hra¢ a mtizeme ji popsat slovy ,udrzuj véz na sikmé* diagonale®.

o

Cviceni. V néasledujicich hrach urcete, které pozice jsou vyhravajici a které prohravajici. Na-
leznéte vyhravajici strategii pro jednoho z hract a popiste ji.

Hra 4. Na stole lezi hromadka n sirek, kde n je libovolné prirozené ¢islo. Hraci z ni sirky st¥idave
odebiraji, a kdo nemuze hrat, prohral. Tentokrat ale mtze hrac¢ v jednom tahu odebrat 1, 2, nebo 4
sirky. Ktery hra¢ ma (v zévislosti na n) vyhravajici strategii? A co kdyby se smély odebirat v§echny
mocniny dvojky?

Hra 5. Pravidla jsou stejna jako v predchozi hie, ale kdo nemuze hrat, vyhral.

4Sikmym smérem nazyvame smér z levého dolnfho do pravého horniho rohu (¢i naopak). Smér
z levého horniho do pravého dolniho rohu se nazyva kosmy.
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Hra 6. V pravém hornim rohu Sachovnice stoji jednostranny kral (smi se pohybovat pravé o jedno
pole doli, doleva nebo doleva dolit). Hradi jim stiidavé tdhnou, a kdo nemutze hrat, prohral.

Poznamka. V nésledujicich hrach nejde ani tolik o to, kdo vyhraje, jako (o) kolik vyhraje. Mohlo
by se tedy zdat, ze se jednd o zcela jiny typ her (a v jistém smyslu také ano), nicméné metoda
zpétného rozboru velmi dobfe funguje i na né — jen si to zkuste!

Hra 7. Max a Mina si z Sachovnice vyfezali zubatou desku a na kosmou diagonalu napsali ¢isla
— viz obrazek.

3

Do levého dolniho rohu postavili vymyslenou figurku prince a stfidaji se v tazich — vzdy smi
s princem tdhnout o jedno pole doprava nebo nahoru. Kdyz se dostanou na ocislované pole, hra
kon¢i. Max se snazi, aby princ skonc¢il na poli s co nejvétsim ¢islem, kdezto Mina se snazi vysledné
¢islo minimalizovat. S jakym ¢islem hra skonéi, za¢iné-li Mina? A s jakym, zac¢ina-1i Max?

Hra 8. Max a Mina tentokrat zadnou sachovnici nenicili, jen si jeji pole v hornim fadku a pravém
sloupci popsali ¢isly — viz obréazek.

N | W k& ||| N |0 | N

Do levého dolniho rohu postavili postupné
(i) prince (smi o jedno pole doprava nebo nahoru),
(ii) véz (libovolny pocet poli doprava nebo nahoru),
(iii) krale (smi o jedno pole doprava, nahoru nebo doprava nahoru)
a s kazdou figurou si zahrali stejnou hru jako pred chvili — stfidaji se v tazich, hra kon¢i spoc¢inutim
figury na ocislovaném poli. Max se snazi vysledek maximalizovat, Mina minimalizovat. Jak vSechny
hry dopadnou, je-li Max galantni a nechavd Minu zacinat?

Ndvod. V pripadé (iii) pomize nakreslit si dvé Sachovnice misto jedné.
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Kradeni strategii

Metoda kradeni strategii je zalozena na uvaze ,kdyby mél vyhravajici strategii mutj souper, mohl
bych ji okopirovat (ukrast), a tim padem bychom méli vyhravajici strategii oba, takze on ji mit
nemohl.

Na rozdil od ostatnich metod se jedna o nekonstruktivni metodu — umoznuje nam sice zjistit, kdo
z hrac¢d ma vyhravajici nebo neprohravajici strategii, ale viibec nam nerekne, jak takova strategie
vypadd, a jak m4 tedy onen hraé¢ hrat, aby vyhral/neprohral.

Ukazme si celou myslenku ukradnuti strategie na piskvorkach. Jesté poznamenejme, zZe jelikoz se
nejedné o konecnou hru, nemusi existovat vyhravajici strategie, urcité ale existuje neprohravajici.

Hra 9. (Piskvorky) Na nekoneéné velky Gtvereckovany papir kresli do prazdnych poli dva hraci
stiidavé kfizky (prvni hra¢) a kolecka (druhy hrac¢). Vyhrava ten, ktery jako prvni vytvoii nepfe-
rusenou fadu — svisle, vodorovné nebo diagonalné — alespon péti svych symboli.

Tvrzeni. V piskvorkdach ma prvni hra¢ neprohravajici strategii.

Dikaz. Pro spor predpokladejme, ze druhy hra¢ ma vyhravajici strategii. V tu chvili mtze prvni
hrac¢ svij prvni tah ,zahodit“ — tdhnout na libovolné pole ve hie, nadale si tohoto kfizku nevsimat
a tim se dostat do role druhého hréace, ktery méa dle predpokladu vyhravajici strategii. Pokud by
v prubéhu hry soucésti vyhravajici strategie bylo hrat na pole, na které prvni hraé¢ ,zahodil“ svij
prvni tah, tak hrac¢ svtj ,prebytecny“ krizek ,zahodi“ na néjaké jiné volné pole. Tohoto nové
,zahozeného* kfizku si nev§$ima a tvaii se, jako ze pravé zahral na misto, kam mu vyhravajici
strategie radila (funguje to tak dobfe proto, Zze nezalezi na tom, kdy se kfizek na né&jakém poli
objevil — dilezité je pouze to, zda tam lezi).

Pokud by v pribéhu hry prvni hrac¢ zase potieboval hrat na pole, kde ma svij ,zahozeny“
kiizek, jednoduse soucasny tah opét ,zahodi“ nékam jinam. Timto zptisobem prvni hrac¢ tspésné
okopiroval vyhravajici strategii druhého hrace — ale to je spor, nebot oba hra¢i nemohou mit
vyhravajici strategii najednou.

Dokéazali jsme tedy, ze druhy hra¢ nemuze mit vyhravajici strategii, a proto ma prvni hrac
strategii neprohravajici. L)

Hra 10. (Pfi¢itani déliteld) Zacina se dvojkou. V jednom tahu hra¢ p¥icte k ¢islu jeho libovolného
vlastniho délitele.® Kdo jako prvni prekroéi 5773, prohral. Kdo mé vyhravajici strategii? A co kdyby
ten, kdo prvni ptrekroéi 5773, vyhral?

Reseni. Nakresleme si, jak vypada prvnich par pozic — viz obrazek.

6
[ 4
+2
+1 +1 <'
o—> 06— +1
2 3 4 +1 /
5

Diky tomu, Ze hra je kone¢na a nepripousti remizy, je pozice 6 bud vyhravajici, nebo prohravajici.
Pokud je prohravajici, pak zacinajici hrac, ktery je na fadé rovnéz v pozici 4, bude volit pric¢teni
dvojky, ¢imz se druhy hrac¢ dostane do prohravajici pozice 6.

Na druhou stranu, je-li pozice 6 vyhravajici, pak zacinajici hra¢ muze z pozice 4 tdhnout do po-
zice 5, odkud jeho protivnik musi nutné tdhnout do pozice 6, ¢imz se prvni hrac ocitl ve vyhravajici
pozici.
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5Vlastni délitelé jsou délitelé ostie mensi nez &islo samotné. Napit. vlastni délitelé ¢isla 12 jsou
c¢isla 6, 4, 3, 2, 1.



Tim jsme dokazali, ze prvni hra¢ ma vyhréavajici strategii — vzdy si ji muze pro sebe ukradnout.
[ )

Poznamka. Mohlo by se zdat, ze strategii krade vzdy prvni hra¢ druhému, ale neni tomu tak.
Co kdyz pfedchozi hru nezacneme s ¢islem 2, ale 37

Cviceni. A ted uz si zkuste krast strategie samostatné. Ktery hra¢ ma vyhrévajici/neprohravajici
strategii?

Hra 11. (Dvojité Sachy) Pravidla jsou stejnd jako v klasickém Sachu s jedinym rozdilem — hrag,
ktery je na fadé, dé€la tahy dva.

Hra 12. (Mazéani déliteld) Na tabuli jsou napsdna vSechna pfirozena ¢isla od 1 do 16. Hrag,
ktery je na tahu, smaze néjaké Cislo a spolu s nim vsechny jeho délitele, ktefi na tabuli jesté zbyli.
Prohrava hrac, ktery nemuze tdhnout — tedy ten, na kterého zbyla ¢ista tabule.

Symetrie

Nasledujici technika se da pouzit ve hrach, které jsou urcitym zptisobem symetrické — umoznuji
hraci kopirovat tahy svého soupere. Zakladni myslenka by se dala popsat slovy ,dokud muze hrat
soupef, mohu i ja“.

Hra 13. (Mince na stole) Loupeznici Kenny a Jarda ukofistili truhlu plnou zlatych kulatych minci
a rozhodli se zahrat si o né hru. Odnékud vytahli ¢tvercovy stil a postupné na néj pokladaji mince.
Ten, kdo je zrovna na fadé, na stil polozi jednu minci tak, aby (ani z¢4sti) nelezela na jiné minci a
nepiesahovala okraj stolu.® Za¢ind Kenny. Prohraje ten, kdo uz na stil nemtize polozit dalsi minci.
Kdo mé vyhravajici strategii? (PraSe — 27/2 — Gloha 5)

Reseni. Vyhravajici strategii ma Kenny. Sta¢i, kdyZ ve svém prvnim tahu polozi minci doprostfed
stolu. Pokud se na stil uz zadna dal$i mince nevejde, Kenny hned vyhrava. Pokud se na stul
jesté alespon jedna mince vejde, je na tahu Jarda. Ten at polozi svou minci kamkoliv, ze stiedové
soumeérnosti stolu a prostfedni mince vyplyva, Ze na stole existuje alespon jedno volné misto — obraz
Jardovy mince ve stfedové soumeérnosti podle stfedu stolu. Pfesné na toto misto Kenny polozi svoji
minci. Dale opét poklada Jarda a Kenny reaguje poloZzenim mince na stfedové soumérné misto, a
tak dale.

Jelikoz je stul konecny, nastane po urcité dobé situace, kdy uz nebude mozné mince nikam
pokladat. Nemuze-li nakonec polozit minci Jarda, Kenny zvitézil. Nemuze-li Kenny, znamena to, ze
o tah dfive ani Jarda nemohl polozit svoji minci, nebot Kenny vzdy reaguje na Jardav tah a celou
dobu udrzuje pokryti stolu stfedové symetrické. Mame tedy jasnou vyherni strategii pro Kennyho
(remiza nastat nemize). L)

Hra 14. (Laméni ¢okolddy) Riikka a Jussi dostali velkou (200 gramii, 4 X 8 kosti¢ek) finskou
hruskovou ¢okolddu a rozhodli se zahrat si s ni nasledujici hru. Ve svém tahu mutze hrac rozlomit
(ldme se rovné po vyznacenych carach) libovolny kus cokolddy, ktery jesté rozlomit lze. Kdo roz-
lomi posledni kousek, vyhral a mize celou cokoladu snist. Kdo vyhraje, zaCina-li lamat Riikka a
pravidelné se s Jussim stridaji?

Reseni. Piedstavme si, Zze se nachazime nékde uprostied hry a ¢okoldda je rozldména na n kust.
Dalsim tahem dojde k rozlomeni jednoho z kusti na dva nové — celkovy pocet kusd tim vzroste na
n+1. Z toho je patrné, ze at oba hra¢i hraji jakkoliv, hra skonéi po 31 kolech — za¢indme s cokolddou
v jednom kuse a konéime, kdy# je viech 32 dilkti samostatnych. Hru-nehru” tudiz vyhrava Riikka,
a ani ji to nedd moc préace. ®

6Vsechny mince jsou stejné velké a still je tak obrovsky, e se na néj vejde alespoii jedna mince.

"Pokud se vam zd4, Ze takovéhle hra pfeci neni ,pofadna“ hra, nebot hraci nijak nemohou
ovlivnit jeji vysledek (dokonce ani kdyby chtéli hrat ve sviij neprospéch), nenechejte se zmést —
definici kombinatorické hry spliuje.



Hra 15. (Lamani cokolady bez 1 x 1) Na Vénoce Riikka s Jussim dostali jinou velkou (4 x 8
kosti¢ek) finskou ¢okoladu, tentokrat peprmintovou. Protoze minule se jim hra moc nelibila, pfidali
pravidlo, ze se nesmi ulamovat dilky velikosti 1 X 1. Kdo nemuze v souladu s pravidly tahnout,
prohréal. Ma zacinajici Riikka vyhrévajici strategii, nebo si na ¢okolddé pochutné pro zménu Jussi?

Reseni. 1 tentokrat ma vyhravajici strategii Riikka. V prvnim tahu rozlomi ¢okoladu napil po-
dél svislé osy a podle tohoto lomu se bude celou hru osové symetricky ridit. Pokud Jussi ve svém
tahu rozlomi kus nalevo/napravo od osy, rozlomi Riikka osové symetricky odpovidajici kus na-
tomu, ze hru celou dobu udrZuje osové symetrickou. Cokolada je kone¢nd, a tim padem jednomu
z hraca jednou dojdou tahy jako prvnimu. Podle pozorovani vyse to musi byt Jussi.

Poznamka na zavér — Riikka mohla misto osové symetrie stejné dobfe vyuzit stfedovou symetrii.

[
Cviceni. V nésledujicich hrach naleznéte vyhravajici/neprohravajici strategii pro jednoho z hrac¢u
a popiste ji.
Hra 16. Dva hraci stfidavé kresli kiizky do tabulky 3x 3. Vyhraje ten, kdo prvni vytvori souvislou
trojici k¥izku (vodorovné nebo svisle).

Hra 17. Dvé Sachu znald PraSatka — Kuba a Anicka — stfidavé poklddaji jezdce své barvy na
Sachovnici tak, aby se zadna dvojice znepfatelenych jezdcti neohrozovala. Kdo nemtiZe polozit
dalsiho jezdce, prohral. Kuba je galantni a nechd Anicku zaéinat.

Hra 18. Je dana tabulka o rozmérech 17 X 68. Hrac si ve svém tahu vybere néjaky podctverec
tabulky, ve kterém jesté neni vybarveno zadné policko, a cely ho vybarvi. Dva hréaci se pravidelné
stiidaji v tazich. Kdo nemutze tdhnout, prohral.

Parovani a obarvovani

Pokud neni mozné nalézt ve hie takovou symetrii, ktera by nam dovolila pouzit pfedchozi metodu,
miizeme zkusit metodu parovani. Myslenka je stéle stejnd — ,,dat hraci do ruky odpovéd na kazdy
protihractv tah“. Casto se tak d&je rozdélenim pozic do parti, odtud také nazev metody. Zahraje-li
soupef na jednu z pozic v paru, ja zahraji na druhou. Dalsi moznosti je rozdéleni pozic/tahti do
obecnéjsich skupin — viz nasledujici priklad.

Hra 19. (Prouzek ¢isel) Na prouzku papiru je za sebou napsano 2n &isel, kde n je libovolné
prirozené ¢islo. Miso s Hanou ¢isla postupné odstfihavaji — ten, ktery je na fadé, si vybere jeden ze
dvou koncu a ¢islo na ném si ustfihne. Na konci oba seCtou vSechna ¢isla, ktera si pro sebe ustfihli,
a kdo ma vétsi soucet, vyhral. Je-li soucet stejny, nastava remiza. Ktery z nich ma neprohréavajici
strategii, kdyz Hana za¢ind a pravidelné se v tazich stiidaji?

Reseni. Neprohravajici strategii ma Héana bez ohledu na to, jaka ¢isla jsou na prouzku napsané a
kolik jich je (dulezité je pouze to, aby jich byl sudy pocet).

Obarvéme ¢isla na lichych pozicich Sed&, na sudych bile (viz obrazek pro n = 6) a spocitejme,
je-li vétsi soucet cisel na Sedych mistech, nebo na bilych.

NN EEE

Predpokladejme, ze vétsi soucet je na Sedych polich. Hané k vitézstvi staci ustfihnout si v kazdém
svém tahu cislo na Sedém poli. Misovi tim padem vzdycky preda prouzek, jehoz oba kraje jsou
bilé. MiSo jeden z nich ustfihne, ¢imz se Hané zpfistupni dalsi Sedé pole, a tak dale. Na konci ma
Hana vsechna cisla, kterd byla na sedych polich, a Miso vSechna, kterd byla na bilych, a jak jsme
predpokladali, soucet na Sedych je vyssi, tedy Hana vyhrala.

Pokud by soucty na Sedych i bilych polich byly shodné, umi si vyse popsanym postupem Hana
zarucit remizu, a tedy méa vskutku neprohravajici strategii. [
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Hra 20. (Piskvorky do étverce) Lukése s Viktorem uz prestalo bavit hrat pfi hodinach obycejné
piskvorky, a tak vymysleli obménu — hraji na ¢tvereckovaném papife 10 x 10, a pravidelné se stfidaji
v tazich. V kazdém tahu hrac¢ nakresli sviij symbol do volného pole. Lukas vyhraje, pokud vytvori
ze svych symbolu ctverec 2 X 2, a Viktor vyhraje, kdyz se mu v tom podari zabranit. Lukas zacina.
Ktery z nich ma vyhravajici strategii?

Reseni. Vyhravajici strategii ma druhy hra¢ — Viktor. Vzhledem k pravidliim mu staci, kdyz
v kazdém mozném ctverci 2 X 2, ktery se na hracim planu vyskytuje, bude mit alespon jeden
svij symbol dfiv, nez Lukas vSechny ¢tyfi. Aby toho dosahl, staci si chytfe rozdélit hraci plan na
pomyslna domina — viz obréazek.

Ted uz je Viktorova strategie jasnd — at Luka$ umisti sviij znak kamkoliv, Viktor nakresli sviij
do odpovidajiciho domina. Jelikoz kazdy ctverecek 2 X 2 obsahuje alespon jedno celé domino a
v kazdém dominu je nejvyse jeden Lukastv znak, nemtze Lukas vyhrat. Hra je konecna a remizu
pravidla nepfipoustéji, z ¢ehoz plyne, Ze vyhravajici strategii ma opravdu Viktor. [

Cviéeni. V nasledujicich hrach naleznéte vyhravajici/neprohravajici strategii pro jednoho z hraca
a popiste ji.

Hra 21. (Razitka) Vejtek se z dlouhé chvile pustil do nésledujici hry. Postupné dava na prazdné
Sachovnicova pole razitka, stiidavé Cervené a zelené, a to tak, Zze nové orazitkované pole musi
hranou sousedit s polem, které bylo orazitkovano tésné pfed nim. Prvni — zelené — razitko muze
dat Vejtek kamkoliv. Prohrava ta barva, jejiz razitko uz Vejtek nikam dat nemuze. Béhem celé
hry Vejtek samoziejmé hraje co nejlépe podle toho, kterou barvu zrovna zastupuje — je-li na tahu
zelené razitko, hraje Vejtek v jeho prospéch, a je-li na tahu razitko ¢ervené, pak hraje ve prospéch
Cervenych.

Hra 22. (Trojthelnikové piskvorky) Dva hraéi hraji piskvorky na nekoneéné velkém trojihelni-
kovém papife a stfidaji se v tazich. Ten, kdo je na tahu, vzdy nakresli svou znacku do nékterého
volného policka. Vyhraje hrag, ktery ma jako prvni nepferusenou rovnou fadu® alesponn n svjch
znakil, kde n je né€jaké prirozené Cislo. V zavislosti na n urcete, kdo mé vyhravajici nebo neprohra-
vajici strategii.

8Sméfujici jednim ze t¥ moznych smért podél éar trojihelnikové sité.
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kole¢ek je radou. (PraSe — 27/2 — 8. Gloha)

Zkuste si sami!

Ted uz si miizete sami vyzkouset, co jste se nauéili v predchozich kapitolach. Ukolem je vzdy popsat
vyhréavajici ¢i neprohravajici strategii jednoho z hrac¢a. A pokud ji ndhodou popsat neumite, tak
alespon zjistit, kdo ji mé. Nezapomente, Ze zpétnym rozborem se sice teoreticky daji vyresit vSsechny
kone¢né hry, mnohdy je ale lepsi zkusit pfijit na n&jaky elegantnéjsi zpiisob feseni — vzdyt kdo by
se chtél rozepisovat se vSemi pozicemi napt. v Piskvorkdch do ¢tverce nebo v Mincich na stole?
A kdyz uz se do rozebiréni pfipadt pustite (nékdy to ani jinak nejde), zkuste to Sikovné — pokuste
se objevit v tloze néjaky skryty princip a usetfit si zbyteénou praci. Nestaci se tfeba jen podivat
ze spravného konce (viz dalsi ptiklad)?
Ulohy jsou piiblizné sefazené podle obtiznosti.
Dobfe si zahrajte!

Hra 23. (Délitelnost 7) Dva hréaci pisi dvaceticiferné éislo tak, ze zleva doprava st¥idavé pFipisuji
jednu cifru. Prvni hra¢ vyhraje, pokud vysledné ¢islo nebude délitelné sedmi. Druhy vyhraje, pokud
délitelné sedmi bude.

Reseni. Posledni cifru (na misté jednotek) pige druhy hra¢, a ten ma také vyhréavajici strategii.
Prvnich devét tahii muize zahrat libovolné, k vitézstvi mu staci zvolit spravnou cifru ve svém
poslednim tahu, coz se mu podari, jelikoz v kazdé desetici po sobé jdoucich ¢isel alespont jedno
délitelné sedmi je. ®

Hra 24. (Délitelnost 13) Stejna hra jako pfedchozi, pouze vyménime 7 za 13.

Hra 25. (Mocnéni) Dva hraci hraji takovouto hru: Prvni si vybere libovolné pfirozené &islo od 2
do 9 a pfeda ho druhému. Druhy si rovnéz vybere prirozené cislo od 2 do 9 a to cislo, které dostal,
na néj umocni. Vysledek vrati prvnimu. Ten si zase vybere jedno z ¢isel mezi 2 a 9, umocni na néj
to obdrzené, atd. Vyhraje ten, kdo jako prvni vytvori ¢islo vétsi nez 1000.

Hra 26. (Plus minus) V fadé za sebou je napsano nékolik minust. Matéj s JondSem st¥idavé
prekresluji jeden az dva sousedni minusy na plus. Vyhraje ten, ktery ptfekresli posledni minus.

Hra 27. (Plus minus podruhé) Uvazujte pfedchozi hru s jedingm rozdilem — minusy jsou napsany
do kruhu (tedy kazdé znaménko mé na zacatku dva sousedy).

Hra 28. (Kocoufi) Dva kocoufi dostali fetéz z n buitl a stfidavé prehryzavaji spojnice mezi
nimi. Bufty, které ve svém tahu osamostatni (tedy ty, které uz nebudou spojeny s zadnym jinym
buitem), snédi. Vyhraje ten kocour, ktery sni vice buitt. Reste postupné pron =6, n =7, n €N
libovolné.

Hra 29. (Sestithelniky) Heléa s Aléou se neznamo kde dostaly k éokoladdm ve tvaru pravidel-
ného Sestithelniku. Kazda cokoldda je rozdélena na trojuhelnikové dilky. Na obrazku jsou ¢okolady
o hrané 2 a 3.

12
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Hrécky si vybraly jednu ¢okolddu o hrané n a hraji s ni nésledujici hru. Ta, ktera je na tahu, rozlomi
(lame se rovné po vyznaenych &aréch) ¢okolddu na dvé ¢asti, z nichZ jednu sni a druhou pfeda
zpatky souperfce. V tazich se pravidelné stfidaji, zac¢ind Helca. Kdo nemiize tdhnout, prohrava.
Reste postupné pron =2, n = 3, n € N libovolné.

Hra 30. (Dvé hromadky) Savlik s Monéou maji dvé (ne nutné stejné podetné) hromadky kavovych
bonbdéni. Hrac, ktery je na tahu, sni vSechny bonbény z jedné hromadky a druhou hroméadku rozdéli
na dvé — dle vlastniho uvazeni, ale v obou novych hroméadkach musi byt alespon jeden bonbédn.
Pravidelng se stfidaji v tazich. Kdo nemize tdhnout (coz nastane pravé tehdy, bude-li na obou
hromadkach po jednom bonbénu) prohral.

Hra 31. (Chomp) Tabulka ¢okolddy je rozldmana na kosticky. Kosti¢ka v levém dolnim rohu je
otrévend (kdo ji sni, prohraje). Hrac si ve svém tahu vybere kosticku, sni ji a spolu s ni sni rovnéz
vechny kosticky v pomyslném obdélniku, jehoz levym dolnim rohem je pravé vybranéa kosticka.?
Hraci se pravidelné st¥idaji v tazich. V zavislosti na rozmérech urcete, kdo zvitézi, je-li ¢okolada
(1) c¢tvercova,
(ii) obdélnikova.

Hra 32. (Barveni bodi) Pepa a Mirek obarvuji body v roviné. Za¢ind Pepa obarvenim jednoho
bodu oranzové, poté Mirek obarvi 100 bodu zlutg, Pepa jeden oranzové, Mirek 100 zluté, ... (pfe-
barvovat jiz jednou obarvené body neni mozné). Dokazte, ze Pepovi se podafi vytvofit rovnostranny
trojahelnik s oranzovymi vrcholy.

Hra 33. (Piskvorky 2 : 1) Majkl s Ancou hraji piskvorky na nekoneéné velkém papife s nasledujici
upravou pravidel. Zacinajici Anca v kazdém svém tahu nakresli jeden kiizek, zatimco Majkl nakresli
v kazdém tahu dvé kolecka. Majkl vyhraje, kdyz vytvori neprerusenou fadu sta kolecek — bud svisle,
nebo vodorovné. Anca se mu v tom samoziejmé snazi zabranit. Dokazte, ze Majkl mé vyhravajici
strategii. 10

9Tedy véetné kosticky samotné a kosti¢ek pfimo napravo a nahoru od ni.
10Jak vime, obecné méa u nekoneénych her jeden z hraét pouze neprohravajici strategii. V této
hie si ale Majkl umi zajistit vyhru.
13



Serial — Teorie her |l

Predstavte si, ze hrajete se svym kamaradem turnaj zaroven v Odebirani sirek, Piskvorkach do
Gtverce a Mincich na stole (viz hry éislo 1, 9 a 13 z pfedchoziho dilu). Ten, kdo je na tahu, si jednu
z her vybere a udéla v ni tah podle jejich pravidel, zatimco zbylé dvé hry neché beze zmény. Poté
hraje souper — opét v jedné z her dle svého vybéru. Cely turnaj konc¢i ve chvili, kdy neni mozné
v zadné z her udélat dalsi tah. Hrac, ktery se do takovéto nepfijemné situace dostane jako prvni,
prohral.

Z minulého dilu zname a umime popsat vyhravajici strategii pro zacinajiciho hrace v kazdé
z jednotlivych her. Znamena to, ze ma zacdinajici hra¢ vyhravajici strategii i v celém turnaji?
A umaéli bychom to né&jak dokazat? Ci onu strategii dokonce popsat?

Dokud budeme pozice ve hie oznacovat pouze jako vyhravajici (V) nebo prohravajici (P), nejspis
se nam to nepodari. Neni totiz jasné, je-li vyhodnéjsi predat spoluhraci napt. P pozici v Mincich na
stole a V pozici v Odebirani sirek, nebo naopak. Zkratka V a P pozice v sobé sice nesou dostatek
informace, jak vyhrat jednu hru, ale chceme-li hry kombinovat, nemusi nam to stacit.

Co kdybychom vsak uméli kazdé herni pozici pfifadit nezdporné celé ¢islo — jakousi jeji ,,hod-
notu“ — a tahli vzdy ve hte, jejiz ¢islo je ,nejvyhodnégjsi“ (at uz to znamena cokoliv)?

Piedchozi tvaha zjednodusené popisuje myslenku takzvaného scitani her, coz je metoda na
hledéani vitézné strategie, kterou se nauc¢ime v tomto dile seridlu. Porozuméni celému postupu nam
ale chvili zabere, tak uz sméle do toho!

Hra Nim

Hra Nim je jednou z nejznaméjsich kombinatorickych her. Nejde o nic jiného, nez o odebiranil!

sirek, jehoz obmény jsme potkali v minulém dile. Zakladni varianta hry je nasledujici:

Hra 34. (Nim) Na stole je n hromadek (n € N) obsahujicich postupné z1 az z,, sirek. Dva hraci
se stfidaji v tazich. Ve svém tahu si hra¢ vybere jednu hromadku a odebere z ni libovolny pocet
sirek, minimalné vSak jednu. Hrag, ktery nemuze tdhnout (na stole uz neni zadnd sirka), prohrél.
Pro hru s n hromadkami a pocty sirek 1, ..., 2z, budeme pozice zapisovat ve tvaru (z1,...,ZTn).

Cviceni. Zkuste si zahrat Nim s hroméadkami (2, 3,1) ¢&i tézsi variantu (5,7, 9).

Prvni zamysleni. Koncové pozice je pro kazdé n jediné: (0,0, ..., 0). Podle pravidel se jedna
o P pozici.

Pokud je hromadka pouze jedna, hra je trivialni — prvni hrac¢ odebere vSechny sirky z oné jediné
hromadky, ¢imz zvitézi.

Jsou-li hromadky dvé, neni tézké si rozmyslet, ze pozice je prohravajici pravée tehdy, je-li na obou
hroméadkach stejny pocet sirek. V takovém ptipadé totiz hra¢ A, ktery je na fadé, musi z jedné
hromadky néjaké sirky odebrat, na coz jeho soupef B zareaguje odebranim stejného poctu sirek
z druhé hromadky, ¢imz pocty v obou hromadkéach opét vyrovna. A tak porad dokola, dokud hrac
B svoji reakci nedorovna obé hroméadky na nulu, a A tedy prohraje.

1Vgak také samotny nazev hry nejspis pochazi z némeckého ,Nimm!“, tedy ,Ber!“.
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Nastésti existuje metoda, jak i pro hromadky s vétsim poctem sirek rychle urcit, zda se jedna
o V, nebo P pozici. A co vic! Stejnd metoda funguje nejen pro tfi hromadky, ale i pro ¢ty¥i, pét,
... Pro jeji pochopeni se nejprve seznamime s dvojkovou soustavou.

Binarni vsuvka

Pokud jiz dvojkovou soustavu znate, jedinou novinkou v této kapitole pro vas bude nejspis
definice Nim-sou¢tu a mozna Pravidlo kraceni (Tvrzeni 2). Klidné tedy zbytek kapitoly preskocte
a pfipadné se k nému vratte, pokud pfece jen v dalsim textu narazite na néco, co vim ohledné
dvojkové soustavy neni jasné.

V nasi civilizaci jsme zvykli zapisovat Cisla v desitkové soustaveé. Zapis 5702 je ve skuteCnosti
zkracenim rozpisu 5-10% 4+7-10%240-10 42109, z ¢ehoz je hned patrné, pro¢ mu fikame desitkovy
— vyuziva rozlozeni ¢isla na soucet mocnin desitky. Neni to ovSem jediny mozny zapis. Nam se bude
hodit binarni zapis, neboli zapis Cisla ve dvojkové soustave, ¢i chcete-li v bazi o zakladu dva.

Plati, ze kazdé pfirozené cCislo x lze jednoznacné rozepsat pomoci mocnin dvojky s koefici-
enty 0 nebo 1. Jinymi slovy, ke kazdému z existuje pravé jedno m € Np a jednoznacné urcena
Tms Tm—1,--.,20 € {0,1}, xm = 1, takova, ze

T=Tm 2" +Tm_1 2" Lt g2 42020,

Bindrnim zépisem ¢&isla x pak rozumime vyraz (zm@m—1...2120)2. Nulu zapisujeme jako (0)2.
Zavorku budeme obcas vynechavat, bude-li bez ni zapis prehlednéjsi. Tedy naptiklad

26=1-16+1-84+0-4+1-240-1=(11010)2 = 110102.

Vypustime-li podminku z,, = 1, pak je bindrnim zépisem ¢isla 26 nejen (11010)2, ale i (011010)2
nebo tfeba (00000011010)2. V jistém smyslu jsme ztratili jednoznacnost binarniho zépisu'?, ale zase
nam to umozni snazsi zapis v definici Nim-sou¢tu. MuzZeme totiz predpokladat, ze kazda dvé ¢isla
maji stejné dlouhy bindrni zapis — stacéi to ,kratsi“ doplnit nulami ,na zacatku“.

Jak prevadét ¢isla do binarniho zépisu. Pro mald ¢isla neni pfevod mezi desitkovou a dvoj-
kovou soustavou nic tézkého. Prosté se ¢loveék ,koukne“, jakd nejvétsi mocnina dvojky se v jeho éisle
nachézi, poznamena si ji, odeCte a pokracuje dal. Pfevod druhym smérem — z dvojkové soustavy
do desitkové — neni nic jiného nez secteni spravnych mocnin dvojek.
Nicméné c¢isla z desitkové soustavy se do dvojkové daji prevadét i nasledujicim algoritmem.
Vznikajici binadrni zapis piSeme zprava doleval
(1) Je-li ¢islo sudé, zapis si nulu. Je-li liché, zapis si jednicku a odecéti ji od svého éisla.
(ii) Vydél ¢islo dvéma a dale pracuj s novym ¢islem.
(iii) Opakuj kroky (i) a (ii), dokud ti nezbude nula.

Cvicéeni. Prevedte éisla 7, 11, 38 a 325 do dvojkové soustavy.
Cviéeni. Prevedte ¢isla (1010)2, (10111)2 a (100101)2 do desitkové soustavy.

Nyni uz zndme vse potiebné k definici Nim-souc¢tu. Abychom jej odlisili od klasického souctu,
budeme namisto + pouzivat @.

12 Jeji podstatné vlastnosti ale ziistaly zachovany — nemtze se stat, ze by jedno ¢&slo mélo dva
binarni zapisy lisici se v ciffe 1 na kterékoliv pozici.
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Definice. (Nim-soucet) Nim-souctem cisel (Tm ...20)2 @ (Ym ... y0)2 je &islo (zm ... 20)2 takové,
ze pro kazdé k = 0,1...,m plati zx = zr +yx (mod 2), neboli z, = 1, pokud 2 +yx, =1,a 2z, =0
jinak. PiSeme
(zm ... 20)2® (Ym ---y0)2 = (2m ... 20)2-

Poznamka. ,Nim-secist* dvé ¢isla je vlastné velmi jednoduché — stejné jako v pripadé desitko-
vého zéapisu séitdme ¢islice na odpovidajicich si pozicich!3, ovéem pokud nam diléi soudet vyjde
roven 2, nestarame se na rozdil od klasického sc¢itani o ,prenos jednotky o fad vyse“.

Priklad. Nim-souc¢tem (11010)2 @ (1010011)2 je ¢islo (1001001)2. Tedy 26 @ 83 = 73, nebot

(11010)2 = 26, (1010011)2 = 83 a (1001001)2 = 73.
Pro nazornost si miuzeme scitance zapisovat pod sebe:

110102
@ 10100112

10010012.

Tvrzeni 1. Pro Nim-soudet libovolnych tfi nezapornych celych ¢isel x,y, z plati
(1) 2@ (y®2)=(xPy)®z (asociativita),
(i) r®dy=y@®x (distributivita),

(iii) 0@z ==z (neutralni prvek),

(iv) x®@x =0 (opaény prvek),

(v) z®y =0« x =y (jednoznacnost opacného prvku).

Dukaz Tvrzeni 1 jisté zvladnete sami — vSe plyne pfimo z definice Nim-souctu, paty bod navic
z Tvrzeni 2.

Diky vlastnosti (i) nezalezi na poradi s¢itani, a tedy piebytecné zavorky budeme vynechavat.
Bod (iv) znamend, Ze v Nim-séitani je kazdy prvek opa¢ny sdm k sobé. Bod (v) budeme &asto
mlcky vyuzivat pfi hledani ,vitéznych“ tahti (taht vedoucich do P pozic).

Tvrzeni 2. (Pravidlo kraceni) Pokud pro nezdpornd celd ¢isla x,y, z plati x @y = = & z, potom
nutné y = z.

Dikaz. Prictenim x k obéma strandm rovnosti * @y = = @ z dostaneme t B Py=x P D 2.
Potom ze vztaht t @z =0, 0y =y a 0@ z = z (viz Tvrzeni 1) uz vyplyva y = z. &»

Nyni jiz vSe potfebné o dvojkové soustavé a Nim-séitani zndme, proto si to pojdme procvicit na
par prikladech a pak zpatky k teorii her.

Cviceni. Kolik je 41 ¢ 137

Cviceni. Kolik je 5 ® 14 d 247

Cvicéeni. Naleznéte x, pro které plati 57 & = = 42.
Cviceni. Naleznéte x, pro které plati x & 7 4 20 @ 25 = 10.
Cviceni. Pro jakd z, y plati, ze x By =z + y?

Jak vyhrat Nim

Nasledujici vétu dokazal v roce 1902 Charles L. Bouton. Na prvni pohled neni jasné, jak spolu
souvisi Nim a binarni zapis ¢isel, ale nenechejte se tim zmést. Funguje to!

13V ptipadé desitkového zapisu hovoiime o cifrich na misté jednotek, desitek, stovek atd. Ana-
logicky by se v pfipadé dvojkového zapisu dalo hovotit o cifrdch na misté jednotek, dvojek, ¢tytek,
osmicek, ...
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Véta 3. (Bouton) Ve hie Nim (viz Hra 34) s n hromadkami je pozice (1,2, . ..,%n) prohravajici
pravé tehdy, kdyz je Nim-soucet jednotlivych hromadek roven nule, ¢ilix1 @2 P --- B xpn = 0.

Dukaz. Oznac¢me si P mnozinu vSech pozic, pro néz je Nim-soucet jednotlivych hromadek nulovy,
a V mnozinu téch pozic, pro néj je Nim-soucet hroméadek nenulovy.

Podle pravidel Nimu je jedina koncova pozice — (0,0, ..., 0) — prohravajici. To je zcela v souladu
stim, ze 00 --- 0 =0, tedy pro koncové pozice tvrzeni plati. Dale se budeme zabyvat pouze
nekoncovymi pozicemi.

Potfebujeme tedy dokazat jednak to, ze

(A) z kazdé pozice z P vedou pripustné tahy pouze do pozic typu V (coz je charakteristika
prohravajicich pozic — viz prvni dil seridlu)

a jednak to, ze

(B) z kazdé pozice z V existuje alesponl jeden tah do néjaké pozice z P (coz je pro zménu
charakteristika vyhravajicich pozic).

Cést (A): Mé&jme pozici (z1, 2, ..., Tn) z mnoziny P. Ve svém tahu si hra¢ vybere jednu z hromadek
— bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze se rozhodne pro prvni hromadku, v opacném
pfipadé sta¢i preznacit hromadky — a snizi v ni pocet sirek na z’. Vzhledem k pravidliim musi
odebrat alespoii jednu sirku, a tedy z’ < z7.

Kdyby vysledna pozice (z/,z2,...,zn) byla rovnéZz z mnoziny P, platilo by

T B2 Brn=0=21O22D - DTn

a podle Pravidla kréceni (Tvrzeni 2) by bylo ' = z1. To je ovSem spor, procez musi platit =’ @
T2 @ - - Bz # 0. Libovolny tah z pozice typu P tedy vede vidy do pozice typu V.
Cést (B): Mgéjme pozici (z1,2,...,Tn) z mnoziny V. Zapis$me si &sla z1 az z, ve dvojkové
soustavé pod sebe — tak, aby ve stejném sloupci byly odpovidajici si fady. Jelikoz je Nim-soucet
vSech ¢isel nenulovy, musi existovat sloupec, ve kterém je lichy pocet jednicek. Z takovych sloupctu
si vezméme ten nejvic nalevo (coz je sloupec odpovidajici nejvyznamnéjsi mocniné dvojky) a jedno
z Cisel, které ma v tomto sloupci jednicku, zménme tak, aby byl pocet jednicek v kazdém sloupci
sudy. Tim jsme dané ¢islo urc¢ité zmensili, nebot zména na nejvyznamnéjsi pozici (tedy na pozici
odpovidajici nejvétsi mocniné dvojky) byla z 1 na 0. Tudiz takovy tah je podle pravidel a jedna se
o tah do pozice z P.

Tim jsme dokézali, Zze prohravajici pozice jsou pravé ty, pro néz je Nim-soucet jednotlivych
hromédek nulovy. &

Myslenka dukazu. V zépisu velikosti hromédek ve dvojkové soustavé a hledani sloupct co
nejvic nalevo se spravnym poctem jednicek se muze ztratit hlavni myslenka dikazu. Zkusme se na
ni podivat z trochu jiného uhlu.

Pokud hrajeme pouze se dvéma hromadkami, rozmysleli jsme si uz, Ze prohravajici pozice jsou
ty se stejné velkymi hromadkami. Opét je za tim skryta mysSlenka pdrovani a obarvovani, se kterou
jsme se seznamili v pfedchozim dile — totiz mit na kazdy protivnikav tah protitah. Dulezité v této
Casti bylo to, ze hroméadky jsou dvé, coz je sudé cislo.

Pokud hrajeme s vice hromadkami, pak si kazdou z nich muzeme rozdélit na ,,podhromadky*
podle binarniho zépisu (takZe z hromédky o velikosti 11 udélame tfi mensi o 1, 2 a 8 sirkach).
V tuto chvili odpovidaji prohravajicim pozicim opét praveé ty, ve kterych se kazdy typ podhromadky
vyskytuje ,sud€krat®. Z vlastnosti zapisu ¢isla ve dvojkové soustavé plyne, ze v kazdé hromadce je
kazdy typ podhromadky zastoupen maximalné jednou — nemiize se tedy stat, ze by hrac¢ ve svém
tahu odebral nenulovy pocet sirek z jedné hromadky a pfitom nepozmeénil ,sudo-lichou bilanci“.

Neméné dilezité je to, ze podhromadku o velikosti 2 umime rozdélit na podhromadky o veli-
kostech 1, 2 az 27!, a jesté nam zbude jedna sirka, kterou beztak musime ve svém tahu odebrat.
Vybereme-li si tedy podhromadku s 2" sirkami, mtzeme jejim pfeskupenim zmeénit ,sudo-lichou
bilanci“ ve vSech mensich podhromadkach. Q
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Poznamka. Vsimnéme si jedné zajimavosti — pocet moznych taht z V pozice do néjaké P po-
zice odpovida poctu jednicek ve sloupci nejvic nalevo s lichym poctem jednicek. To jinymi slovy
znamena, ze z V pozice vede vzdycky lichy pocet vitéznych tahu.

Poznamka. Diky pravé dokdzané vété mizeme nejen rychle uréit, je-li dand pozice V, ¢i P, ale
také kyzeny tah z V pozice do P pozice najit. Zkusme si to na prikladé.

Priklad. Je pozice (12,9, 8, 3) prohravajici? Pokud neni, naleznéte tah vedouci do P pozice.

Reseni. Spoctéme Nim-soucet jednotlivych hromédek:

12 = 11002
9 = 10012
8 = 10002
3= 112
@® = 11102.

Vysledek je nenulovy, tedy se jedna o vyhravajici pozici. Ted potifebujeme najit néjaky vitézny tah,
tedy zménit (zmensit) jednu z hromadek tak, aby v binarnim zipise byl v kazdém sloupci sudy
pocet jednicek. Jednim moznym tahem je odebréani deseti sirek z prvni hroméadky. Potom na ni
totiz zbudou dvé sirky a Nim-soucet pozice (2,9,8,3) je:

= 102
9 = 10012
8 = 10002
3= 112
@® = 00002.

Podle predchozi véty existuji jesté dva jiné tahy z (12,9, 8,3) do né&jaké P pozice — v prvnim
sloupci zleva jsou totiz tfi jednicky. Ovéfte, Ze odebranim dvou sirek ze tieti hromadky ziskate P
pozici. Jaky je tfeti mozny vitézny tah? [

Cviceni. Je pozice (12,19, 27) prohravajici? Pokud neni, naleznéte vSechny vitézné tahy (¢&ili tahy
vedouci do P pozice).

Cviceni. Jak spolu souviseji hry (a,b,¢) a (a, b, c, 10, 10) pro libovolna pfirozena a, b, ¢?

Cviceni. Znéte-li uz vSechny pozice ve hie (3,5,6) a nyni hrajete hru (3,5,6,9,13, 21), je nutné
rozebirat celou hru, nebo by stacilo zjistit, jak se hraje (9,13,21) a ,hrat kazdou hru zvlast“?
Fungovalo by to i v pfipadé, ze by pozice (3,5, 6) nebyla prohravajici?

Cvicéeni. Zahrajte si s nékym Nim a trénujte hledani vitéznych tahu.
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Nim v previeku

Ve chvili, kdy umime hrat (a z kazdé vyhrévajici pozice také skuteéné vyhrat) Nim, umime razem
hrat Sirokou §kélu dalsich her (alesponi teoreticky), nebot velka ¢ast koneénych kombinatorickych
her se da na Nim pfevést. Co to pfesné znamend a jak se néco takového dokéze, si povime v dal-
$ich kapitolach. Ted zkusme najit vyhravajici strategie v nasledujicich hrach. Napovéda je jasna —
alespon zcasti je v nich ukryty Nim.

Hra 35. (Zelvy) V fadé za sebou stoji/lezi n zelv. Kazda Zelva bud stoji, tedy je nahoru krunyfem
— K, nebo je vzhtiru nohama — N, napiiklad takto:

K KNKNNNUKNK
1 2 3 45 6 7 8 910

Dva hraci stiidavé zelvy obraceji. V jednom tahu si hra¢ vybere zelvu, kterd je vzhiru nohama,
obrati ji nahoru krunyiem, a pokud chce, mtze jesté prevratit jednu libovolnou zelvu nalevo od ni
— at uz je nahoru krunyfem, nebo nohama. Hra¢, ktery uz nemuze pfevratit zddnou zelvu (vSechny
stoji na nohou), prohrél.

Reseni. Misto Zelvy lezici na n-tém misté nohama nahoru si mtizeme pfedstavit hromadku o n
mincich. Pozice na obrazku v tu chvili odpovida nimové porzici (3,5,6,7,9), a tedy by méla byt
vyhravajici. Z této nimové pozice vede pouze jeden tah do prohravajici pozice — vzit dvé mince
z posledni hromadky. Je v tom ale jeden hacek. V Zelvach je na kazdém policku (kazdé velikosti
hromadky) vzdy pravé jedna Zelva — nemtizeme mit dvé Zelvy vzhiru nohama, které by znacily dvé
hromadky o velikosti 7.

Nastésti v Nimu plati, Ze jsou-li ve hie dvé hromadky stejné velikosti, hra se nezméni, pokud
obé hroméadky odstranime. To nahlédneme snadno diky tomu, Ze Nim-soucet dvou stejnych cisel
je roven nule, a tedy neovlivni, zda se jednd o V ¢i P pozici. Pfipadné si staci uvédomit, ze pokud
soupef sebere sirky z jedné ze stejnych hromadek, miazeme sebrat stejny pocet z druhé hromadky,
¢imz ob€ zmensime, ale zbytek hry tim neovlivnime. Tim padem pokud nadm taktika v klasickém
Nimu radi ,,hromadku o velikosti m zmens$i na hromadku o velikosti p*, bude nagim tahem v Zelvach
,,otoC Zelvu na m-té pozici krunyfem nahoru a dale oto¢ zelvu na p-té pozici — bez ohledu na to,
zda byla vzhiru krunyfem nebo nohama“. To jsou pfesné tahy, které mame v Zelvich povolené,
tedy z vyse uvedenych divodu hra dopadne stejné jako odpovidajici Nim. [

Hra 36. Me¢jme pasek poli oc¢islovanych 0,1,2,3,... a na pasku konecné mnozstvi minci. Kazda
mince je na néjakém policku, pricemz na jednom policku jich mutze byt i vice — tfeba jako na
obrazku.

Dva hraci se stfidaji v tazich. Ve svém tahu si hra¢ vybere néjakou minci a posune ji na libovolné
pole nalevo od puavodniho. S mincemi, které lezi na nultém poli, uz nejde hrat. Kdo nemutze tadhnout,
prohral.

Hra 37. (Northcott) Northcottova hra se hraje na Sachovnici, na jejimz kazdém radku je umistény
pravé jeden bily kdmen a praveé jeden Cerny kdmen. Dva kameny nikdy nesméji lezet na stejném
poli. Jedna z moznych pozic je na obrazku.
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Dva hracéi — Bily a Cerny — se pravidelné stiidaji v tazich. Hra¢, ktery je na tahu, pohne jednim
svym kamenem o libovolny pocet poli doprava nebo doleva, pficemz nesmi opustit Sachovnici ani
preskocit soupetruv kdmen. Kdo nemuze hrat, prohral.

Poznamka. Northcottova hra sice neni konecnd, ale pfesto mé jeden z hrac¢u vyhravajici strategii.

Hra 38. (Mizerny Nim) Hraje se stejné jako klasicky Nim s jedinou zménou — hréé, ktery nemutze
tahnout, vyhral.

Hra 39. (Nimj) M¢é&jme pevné dané ¢islo k. Hra je podobnd jako Nim — na stole je n hromadek
sirek, dva hraci z nich stfidavé odebiraji. Tentokrat smi ale hrac¢ ve svém tahu odebrat sirky z az
k rtznych hromadek. Z kazdé hromadky muze vzit libovolné mnozstvi, celkem vSak musi odebrat
alespon jednu sirku.
Poznamka. Tuto variantu Nimu vymyslel v roce 1910 Eliakim Hastings Moore. Pro k = 1 se
jedna o klasicky Nim.

Podobné jako v piipadé klasického Nimu se pro Nimj da dokazat, ze pozice (z1,x2,...,Zn) je
prohravajici pravé tehdy, kdyz v binarnim zapise cisel z1, x2, ..., £ pod sebe je pocet jednicek
v kazdém sloupci délitelny k + 1. Zkuste to dokazat!

Sprague-Grundyho funkce

Tahy a pozice v koneéné kombinatorické hie si miZeme nakreslit jako ,puntiky“ a odpovidajici
»Sipky* mezi nimi. Napfiklad pro Nim (1,2) dostaneme nasledujici schéma.

(1,2)

(0,0)
Takovému rozkresleni fikdme graf hry'4, ony ,,puntiky“ nazyvame vrcholy, ,Sipky* uréujici mozné

tahy nazyvame orientované hrany. Nasledniky vrcholu p rozumime vSechny vrcholy, do kterych

M Neplette si graf hry s grafem funkce, jedna se o zcela odlisny pojem. Grafy (témi, co nejsou
grafy funkce) se dokonce zabyva celé odvétvi matematiky — teorie grafd.
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vede z p hrana (¢ili vSechny pozice, do kterych se lze z pozice p dostat jednim tahem). Mnozinu
néaslednikt vrcholu (pozice) p budeme znaéit N(p). Pro koncové pozice je N(-) prazdnd mnozina.

Na kone¢nou kombinatorickou hru se tedy muzeme divat i jako na dvojici (X, N), kde X je
mnozina vSech pozic a N funkce pfifazujici pozici jeji nasledniky (pfesné podle pravidel hry). Nyni
uz nam nic nebrani v definovani Sprague-Grundyho funkce.

Definice. Sprague-Grundyho funkce hry (X, N) je funkce g pfifazujici pozici p € X nejmensi
celé nezdporné ¢islo, které neni Sprague-Grundyho hodnotou zadného z jejich néslednik, neboli

g(p) =min{n >0:n € Z,n # g(z) pro z € N(p)}.

Namisto celého Sprague-Grundy budeme pro zkraceni psat casto jen SG.

Stejné jako v pfipadé V a P pozic definujeme hodnoty SG funkce ,od konce“. Pokud uz pro
néjakou pozici zndme hodnotu SG funkce vsech jejich néaslednik®i, mizeme urcit i jeji SG hodnotu.
SG hodnota koncovych pozic je z definice nulova.

Jesté poznamenejme, ze v grafu konecné hry se zjevné nemohou vyskytovat zadné ,cykly“ —
jakmile jednou pozici opustime, uz se do ni nikdy nemutzeme vratit.

Priklad. Naleznéte SG funkci pro Nim s poéateéni pozici (1, 2).

Reseni. Mame-li hledat SG funkci a graf hry neni p¥ilis rozsahly, je nejjednodussi si ho nakreslit a
presné podle definice postupovat od koncovych vrcholi dal. Graf je shodny s grafem v avodu kapi-
toly, pouze vynechdme popisky a budeme k vrcholim pripisovat hodnoty SG funkce. Koneckonci,
mame-li graf hry, nepotfebujeme vlastné védét, ze které hry vznikl — vSechny podstatné informace
jsou v ném zanesené.

([
NN

S o —
c0e—eo,

BN D
* [0

Koncovy vrchol je jediny — a — a ma SG hodnotu 0. Pro vrcholy b a c plati, ze a je jejich jediny
naslednik, tedy muZzeme uréit i jejich SG hodnotu: g(b) = g(c) = 1. Vrchol d ma za néasledniky
vrchol a s SG hodnotou 0 a vrchol b s SG hodnotou 1, tedy g(d) = 2. Vrchol e méa rovnéz dva
nasledniky — b a ¢, tentokrat je ale g(b) = g(c) = 1, a tudiz g(e) = 0. Nakonec vrchol f ma za
nasledniky ¢ (g(c) = 1), d (g(d) =2) a e (g9(e) =0), a tim padem g(f) = 3. »

Cvicéeni. Naleznéte SG funkci pro Nim o jedné hromadce velikosti n.

Definice. O kombinatorické hie fekneme, ze je progresivné omezena, pokud existuje takové pfi-
rozené cislo m, ze kazda hra skonci nejvyse po m tazich bez ohledu na to, jak hraci hraji.

Je ziejmé, ze nekonecné hry progresivné omezené nejsou. Existuji ale i kone¢né hry, které nejsou
progresivné omezené — napriklad ta nasledujici. Nedejte se zmést tim, ze pokud bude chtit druhy
hra¢ vyhrat, maze hru ukoncit ve chvili, kdy se poprvé dostane na tah. V definici progresivni
omezenosti nezohlednujeme to, jak ,mtze byt hra rychld“, nybrz ,jak mutze byt pomald“.

Hra 40. (Nim®) Prvni hréé¢ ve svém prvnim tahu zvoli pfirozené ¢islo n. Poté se hraje klasicky
Nim s jednou hromadkou o n sirkach.
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V tomto dile seridlu se budeme déle zabyvat jen hrami, které progresivné omezené jsou. Nim
mezi né zjevné patfl — pro pocéateéni pozici (z1,z2,...,Zn) skondi kazda partie nejpozdéji po
r1 + x2 + - - - + xp, tazich, jelikoz kazdym tahem ubude minimé&lné jedna sirka.

A pro¢ nés zajimaji pouze progresivné omezené hry? Protoze pro kazdou progresivné ome-
zenou hru existuje SG funkce, a navic je jednoznaéné urcena! Dokazat to neni tézké
— hodnoty SG funkce definujeme od koncovych pozic a diky progresivni omezenosti budou mit
vSechny pozice kone¢nou hodnotu.

Pokud hra neni progresivné omezend, SG funkce pro ni existovat muze, nicméné teorie kolem

Definice. Hram, ve kterych prohrava hra¢ nemajici tah (neboli vSechny koncové pozice jsou
prohravajici) fikdme normélni (anglicky under the normal play rule). Pokud naopak hra¢ nemajici
tah vyhrava (koncové pozice jsou vyhravajici) nazgvdme hru mizernou ¢i misére (anglicky under
the misére play rule).

Pozorovani. Pro normélni hru plati, Ze prohravajici pozice presné odpovidaji pozicim, ve kterych
je SG funkce nulova.

Dukaz. Staci ovérit, ze z kazdé pozice s nulovou SG hodnotou vedou tahy pouze do pozic s kladnou
SG hodnotou a ze z kazdé pozice s kladnou SG hodnotu vede alespon jeden tah do pozice s nulovou
SG hodnotou. Ale to plyne pfimo z definice SG funkce! &

Pro progresivné omezené normalni hry se nam tedy pomoci SG funkce podafilo pfifadit kazdé
pozici nezaporné celé cislo, pfi¢emz kladnym hodnotam odpovidaji V pozice a nulovym P pozice.
Muze se zdat, ze jsme odvedli nezanedbatelny kus prace a pritom zavedenim SG funkce neziskali
nic nového. Nenechejte se mylit — pravé SG funkce ndm v nasledujici kapitole umozni hry scitat.

Cviceni. Naleznéte SG funkci pro Hru 2 z minulého dilu seridlu (na stole je 15 sirek, hraci
stfidajici se v tazich mohou odebrat 1 az 4 sirky, kdo nemuze tahnout, prohral).

Cvicéeni. Naleznéte SG funkci pro hru s nasledujicim grafem:

Scitani her

Soucet her zavedeme pouze pro progresivné omezené normalni kombinatorické hry. Pro takové hry
totiz existuje jednoznacénd SG funkce takova, Ze prohravajicim pozicim odpovidaji pravé pozice
s nulovou SG hodnotou — viz vyse.

varianty pfevést jen s malymi zménami na FeSeni normélni varianty (to plati naptiklad pro pfizna¢né
pojmenovany Mizerny Nim (viz Hra 38)), mnohdy je ale pfevedeni obtizné, ¢i dokonce dosud neni
zZnamé.
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Az do konce tohoto dilu tedy budeme hrou vzdy rozumét progresivné omezenou normalni kom-
binatorickou hru, aniz bychom to explicitné vypisovali. Nejdiiv jedna formalni definice:®
Definice. Méjme n her Hi az Hy, ve formé grafu, tedy Hi = (X1,N1), Ha = (X2, N2), ...
H, = (Xn, Nyn). Sou¢tem her Hy az H, je takova hra H = (X, N), pro kterou

(A) mnozina vSech jejich vrchold je kartézsky soucin X = X1 X Xo X -+ X Xp, ¢ili mnozina
vSech usporadanych n-tic x = (z1,22,...,%n), kde z1 € X1, x2 € X2, ..., n € X,
(B) naéslednici vrcholu « = (x1,22,...,2n) € X jsou prvky mnoziny

N(z) = N(z1,22,...,2n) = Ni(z1) x {z2} X -+ x {zn}
U{z1} x Na(z2) X -+ x {zn}
U---
U{z1} x {x2} X -+ X Np(zn).
Soudet her znac¢ime také H = Hy + Ho + --- + H,.

Jak si predchozi definici vylozit? Souctem n her je jedna nova hra — jeji pozice jsou vSechny
mozZné n-tice pozic z ptuvodnich her (vidy takové, Zze v prvni sloZce je n&jakd pozice z prvni hry,

ve druhé z druhé, ... a v posledni slozce je néjakd pozice z n-té hry). Tah v sou¢tu her sestava
z vybéru jedné hry, ve které chceme zrovna hrat, a v zahrani tahu podle jejich pravidel. Nasledniky
pozice © = (r1,x2,...,%n) jsou tedy vSechny pozice, které se od z 1isi pouze v jedné (i-té) slozce,

a to tak, ze pokud se hra¢ rozhodl hrat ve hie H; = (X;, N;), je T; naslednikem pozice ;.

Soucet péti her si muzeme predstavit také tak, ze mezi ndmi a protihracem je pét stold a na
kazdém jedna hra, pri¢emz se v kazdém tahu rozhodneme, na kterém stole zrovna chceme hrat
(stejné svobodné se rozhoduje i soupef — obecné ho nic nenuti ,odpovidat® na nas tah tahem na
stejném stole).

Poznamka. Jsou-li vSechny hry H; az H, normélni a progresivné omezené, je jejich soucet rovnéz
normalni a progresivné omezeny. Normalnost nahlédneme snadno — prohrava pravé ten, kdo nemuze
udélat tah, ¢ili nemuze udélat tah ani v jedné hre.

Pokud hra H; skonci nejvySe po mj tazich, hra Ho nejvySe po mo tazich, ..., pak hra Hy +
Hz + --- 4+ Hy skond¢i nejvyse po mi1 + ma + - - - + my, tazich, tudiz je progresivné omezena.

Priklad. Na Nim s n hromadkami (z1,z2,...,2n) miZeme nahlizet jako na soudet n Nimi
s jednou hromadkou postupné o velikosti (z1) az (zn). Z toho je patrné, ze ackoliv jednotlivé
hry mohou byt trividlni (nad tim, jak vyhrat jednohromadkovy Nim, neni t¥eba se néjak zv1ast
zamyslet), jejich soudet mize byt vyrazné komplikovanéjsi.

Nésledujici véta ndm umozni zjisfovat SG funkci souc¢tu her. Myslenka je jednoducha — SG
funkce souctu her je Nim-soucet SG funkci jednotlivych ¢asti. Pfipomenme, Ze Nim-soucet znacime
symbolem .

Dikaz je podobny dukazu Véty 3. Pro zdarné feSeni seridlovych tloh neni nutné mu porozumét,
nicméné samoziejmé pomaha hlubsimu pochopeni toho, ,0 co vlastné v teorii her kraci“.

Véta 4. (Sprague-Grundy) Bud g; SG funkce hry H; proi = 1,...,n. Potom soudet her H =
Hy+ Hs + ---+ H,, ma SG funkci

9(33173327 su 71',71) = gl(xl) @92(332) S gn(ivn)
Dikaz. Bud z = (z1,22,...,%n) libovolna pozice ve hie H. Ozna¢me b = g1(z1) ® g2(z2) D - P
gn(xn). Potfebujeme ovéfit nasledujici dvé vlastnosti funkce g(z1,z2,...,2n):

(A) Pro kazdé nezaporné celé &islo a < b existuje naslednik y pozice z, pro néjz g(y) = a.
(B) Neexistuje naslednik pozice z, v némz by funkce g nabyvala hodnoty b.

15Pokud je pro Tebe nasledujici matematicky zapis nezndmy, nezoufej, za formalni definici
nasleduje slovni popis a jeji vysvétleni.
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Potom totiz SG hodnota pozice x musi byt z definice SG funkce rovna b.

Céast (A): Oznaéme d = a @ b. Jelikoz a < b, je d nenulové. Oznaéme k pocet cifer v bindrnim
zapisu d (tedy d mé prvni cifru 1 na k-té pozici zprava). Proto, jelikoz a < b, mé b v binidrnim
zapisu na k-té pozici zprava cifru 1 a a cifru 0.

Dale jelikoz b = g1(z1) @ g2(x2) B - - B gn(xn), tak pfinejmensim pro jedno z; plati, ze g;(z;)
ma v bindrnim zépisu na k-té pozici zprava cifru 1. Pro jednoduchost pfedpokladejme, ze to plati
pro ¢ = 1. Tim padem d® g1 (z1) < g1(x1), a jelikoz g1 je SG funkce, musi existovat tah ve hie H;
z pozice x1 do né&jaké pozice Z1, pro kterou je g1(Z1) = d ® g1(z1).

V takovém piipadé je tah z (z1,z2,...,2n) do (Z1,22,...,Zn) legalnim tahem ve hie H a plati

91(Z1) B g2(22) B B gnlzn) =dd gi1(z1) P g2(z2) B - B gn(zn) =dBb=a.

Cést (B): Pro spor piedpoklddejme, Ze ve hie H existuje naslednik (z1,x2,...,Zn), v némz mé
funkce g stejnou hodnotu. Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze tah probéhl v prvni
hie, tedy ze (ZT1,x2,...,%n) je naslednikem (z1,x2,...,zn) a pfitom

g1(%1) ® g2(z2) @ -+ D gn(xn) = g91(21) @ g2(22) B -+ - © gn(2n).

Z Pravidla kréceni (Tvrzeni 2) ovSem plyne ¢1(Z1) = g1(x1), coZ je spor, nebot g1 je SG funkce hry
Hj a jako takova nemize nabyvat stejné hodnoty zaroven v nékteré pozici a v jejim naslednikovi.

L)

Uvédomme si, co z pravé dokazané véty plyne — kazda progresivné omezend normalni hra,
pokud ji uvazujeme jako soucast souc¢tu her, se chova jako néjakd nimova ,hroméadka“. Jinymi
slovy, kazdou takovou hru muzeme nahradit nimovou hromadkou se stejnym poctem sirek, jako
byla hodnota SG funkce, aniz bychom zménili vysledek. Diky tomu mtzeme formulovat nasledujici
zajimavy zaver:

Dausledek. Kazd4 progresivné omezend normalni hra je ekvivalentni néjaké nimové hromédce.
Cviéeni. Pokud jste ne(vy)fesili druhé a tfeti cviceni v kapitole Jak vyhrat Nim, zkuste je ted.

Hra 41. Nastole je hromadka n sirek, dva hraci se stridaji v tazich. V jednom tahu lze z hromadky
odebrat bud libovolny sudy podcet sirek, ne vSak celou hromadku, nebo vsechny sirky, pokud jich
je lichy pocet. Kdo nemiize tdhnout, prohral.

Reseni. Ve hie jsou dvé koncové pozice — 0 a 2. Spocitejme indukci SG funkci pro mala n.

z |01 |2]|3|5|5|6|7|[8|9|10(11|12
glz){o|1]0|2]|1|3|2|4|3|5|4|6]|5

Zda se, ze g(2k) =k — 1 a g(2k — 1) = k pro vSechna celd k > 1. Dokazme to poradné.
Pozice 0 a 2 jsou koncové pozice v normalni hte, tudiz g(0) = g(2) = 0. Hodnoty SG funkce
odvodime pomoci matematické indukce, zvlast pro liché a sudé pozice.
Priedpokladejme tedy, ze hodnoty g odpovidaji nasemu pozorovani az do pozice 2k — 2 vcCetné.
Z pozice 2k vedou tahy do vSech sudych pozic s mensim poétem sirek (s vyjimkou 0) a dle
definice
g(2k) =min{n >0:n €Z,n # g(z) prox € N(2k)} =
=min{n >0:n € Z,n # g(x) pro z € {2,4,6,...,2k —2}} =
=min{n >0:n €Z,n# g(2m) prom=1,2,...,k—1} =
=min{n>0:n€Zn#m—1lprom=1,2,...,k—1} =
=k-—1,

kde jsme pii pfechodu mezi tfetim a ¢tvrtym fadkem vyuzili indukéniho predpokladu.
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Z pozice 2k — 1 vedou tahy jednak do vSech lichych pozic s mensim poctem sirek a jednak do
pozice 0. Podle definice tedy

g(2k—1)=min{n > 0:n € Z,n # g(z) prox € N2k — 1)} =
=min{n >0:n € Z,n # g(z) proz € {0,1,3,5,...,2k — 3}} =
=min{n>0:n€Z,n#0an#g2m—1)prom=1,2,...,k—1} =
=min{fn>0:n€Zn##mprom=12,....k—1} =
=k,
kde jsme pii pfechodu mezi tfetim a ¢tvrtym fadkem opét vyuzili indukéniho predpokladu.

Nas predpoklad byl tedy spréavny a skuteéné pro SG funkci této hry plati g(2k) = k — 1,
g(2k — 1) = k pro vSechna celd k > 1 a g(0) = 0. ®

Cviceni. Naleznéte SG funkce (a tim paddem i vyhravajici strategie) v néasledujicich hréach —
pokud ne pro celou hru, tak alespon pro mald n. VSechny hry jsou normaélni, neboli kdo nemuze
tahnout, prohrdl. Nezapomenite rovnéz, ze nestacéi ,myslet si“, jak SG funkce vypada — je tfeba to
i spravné odtvodnit (dokazat).

Hra 42. Na stole je nékolik hroméadek sirek. V jednom tahu lze odebrat libovolny sudy pocet
sirek z jedné hromadky, nebo libovolnou hromadku, na které uz je jen jedna sirka.

Hra 43. Na stole je n&kolik hromdadek sirek. V jednom tahu lze bud odebrat libovolné mnozstvi
sirek z jedné hromadky, nebo jednu hromadku rozdélit na dvé neprazdné hromadky (v takovém
pfipadé hra¢ zadné sirky nebere).

Hra 44. (Vlocka) Hra zaé¢ind s vloc¢kou V;, o n ramenech — na obrazku je vlocka se sedmi rameny.

V7

Jedn4 se vlastné o graf na n+ 1 vrcholech. V jednom tahu hra¢ smaze jeden vrchol a vSechny hrany
s nim spojené. V kazdém tahu musi byt smazana alespon jedna hrana, ¢ili nelze smazat vrchol,
ktery jiz neni ,spojeny“ s zadnym jinym.

Hra 45. (Cesta) Hra je stejnd jako ta predchozi, ale po¢atecnim grafem neni vlocka, nybrz cesta
Ch, coz je n+ 1 vrcholi pospojovanych ,za sebou“ n hranami. Na obrazku je pfiklad cest C3 a Cs.

C3 o—eo—o—o
Cs; o—eo—o o —o o

Obdobné lze hrat dalsi hry — vymysleni novych a kombinovéani starych se meze nekladou!
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Serial — Teorie her Il

V tomto dile opustime koncept kombinatorickych her, které jsme zkoumali doted, a pustime se
do dalsi velké skupiny — fikejme ji pracovné ,maticové hry“. Hlavni rozdil bude v tom, ze za-
timco v kombinatorickych hrach se hraci pravidelné st¥idali v tazich, v maticovych hrach tdhnou
oba/vsichni hrac¢i souc¢asné. Musime tedy n&jak odhadnout, jak bude hrat nas protihraé, pricemz
v tvahu samoziejmé bereme i to, ze protihrac zaroven uvazuje, jaky je nejvyhodnéjsi tah pro nas
v reakci na jeho nami o¢ekdvany tah, a tak poradd dokola. Nebojte, z tohoto bludného kruhu se da
dostat. (-: Podotknéme jesté, ze déleni na kombinatorické, maticové a dalsi typy her neni nijak
striktni.

Matematizace realného svéta

Jak jsme si kratce nastinili v avodu prvniho dilu, teorie her se zabyva rozhodovanim v konflikt-
nich situacich. Pro kazdého hrace se snazi najit tu nejlepsi strategii — postup, kterym dosahne co
nejlepsiho vysledku. V predchozich dilech bylo jasné, co je onim kyzenym vysledkem: vyhrat.
Pokud se chceme ptiblizit popisu redlného svéta a konfliktnich situaci v ném, musime se néjak
vyporadat s tim, co pro jednotlivé hrace znamend dobry, potazmo nejlepsi vysledek. Jelikoz v ma-
tematice se Spatné pracuje s vyroky ,vyhrat dvé hrusky je o trochu lepsi, nez vyhrat jedno jablko,
a o hodné lepsi, nez vyhrat kokos“, ohodnotime si vSechny mozné vysledky herni situace readlnymi
isly tak, aby preferovangjsi vysledek mél vétsi ¢islo (hodnotu) nez méné preferovany. Pokud je pro
hréce vysledek negativni, ohodnotime ho zapornym éislem. Vzdyt ztrata je vlastné zaporna vyhra.
Pokud by se jednalo naptiklad o sazky, mohli bychom za ohodnoceni vzit pfimo pocet vyhranych
nebo prohranych korun.
Stejny vysledek ale mtize mit pro rizné hrace riznou hodnotu. Uvazme hru, ve které 1ze vyhrat
jednu ze t¥i cen:
(i) vikend v Pafizi,
(ii) vikend na Havaji,
(iii) osm hodin v zubafském kiesle.

Osoba zajimayjici se o francouzskou kulturu by mohla mozné vyhry ohodnotit postupné 100, 25
a —100 ,body“. Naopak pro vasnivého surfafe mohou mit vyhry cenu postupné 10, 100 a —100.

Dilezité je, Ze ve vSech hréch (alesponi v téch, kterymi se budeme zabyvat) predpoklddame, ze
pro kazdého hrace zname jeho numerické ohodnoceni vSech moznych vysledku.

Dalsi uskali, které nas v matematizaci realné situace ceka, je ujasnit si, co znamena, ze je jeden
tah lepsi nez druhy. Chtélo by se Fici, ze ,to je pfece jasné, lepsi je ten tah, ktery povede k hod-
notnéjsimu vysledku*, ale tak jednoduché jako v kombinatorickych hrach to neni. Velikou vyhodou
kombinatorickych her je totiz pravidlo, ze hraci tAhnou postupné, a pokud maji dostatecnou vypo-
¢etni kapacitu na to, aby hru zanalyzovali az do konce, nic jim nebrani ve volbé toho tahu, ktery
k nejhodnotnéjsimu vysledku skutecné povede. V maticovych hrach je nicméné situace odlisna —
o svém tahu se rozhodujeme ve chvili, kdy nezname tahy ostatnich hract a naopak oni neznaji
nas. Muze se potom stat, ze strategie, kterd je v jistém smyslu nejrozumnéjsi, vede k vysledku,
ktery neni nejlepsi (a dokonce existuje vysledek, ktery je ostfe lepsi pro vSechny hrace zaroven).
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Priikladem budiz véznovo dilema, ke kterému se dostaneme na zavér.

Hry v normalnim tvaru

Az do konce seridlu se budeme zabyvat tzv. hrami v normélnim tvaru. Formalni definici uvedeme
na konci této kapitoly, nyni se seznamme s potfebnymi pojmy.

Méjme néjakou konfliktni situaci pro n hraca, tedy hru. Strategii hra¢e budeme rozumét jednu
konkrétni volbu, jak se v dané situaci zachovat.'® Mnozinu vSech strategii n-tého hrace budeme
obecné znacit Sy,. V ptipadé her dvou hra¢t budeme mnoziny strategii znac¢it S a T'. V celém seridlu
budeme uvazovat pouze kone¢né mnoziny strategii.

Pro kazdého hrace rovnéz potfebujeme znat vyplatni funkci up — funkci, kterd k-tému hraci
pfifadi jeho vyplatu (ono subjektivni ohodnoceni vysledku z poviddni o matematizaci redlného
svéta) v zavislosti na tom, jaké strategie jednotlivi hraci zvolili. Pokud prvni hrag zvolil strategii s1 €
S1, druhy s2 € Sa, ..., n-ty sp € Sp, zapisujeme hodnotu vyplatni funkce jako ug(s1,s2,. .., Sn)-

V pripadé hry dvou hra¢t muzeme vyplatni funkci pro kazdého z nich prehledné zaznamenat do
vyplatni matice.l” Zapisujeme hru vzdy tak, #e prvni hra¢ svoji volbou uréuje fadky, druhy hrag
sloupce. Vyslednou vyplatni funkci pak vy¢teme z ptislusné kolonky.

Pro kratsi zapis se na chvili omezme na pfipad, kdy prvni hra¢ ma pouze dvé mozné strategie
(S ={s1,s2)) adruhy hrac tii (T = {t1, t2, t3}). Vyplatni matici prvniho hrace budeme znacit A1,
vyplatni matici druhého Az. Piseme tedy:

A1 t1 to t3 Ao t1 to t3

S1 (ul(sl,tl) u1(s1,t2) ul(sl,ts)) S1 (uz(sl,tl) u2(s1,t2) u2(81,t3))

s2 \ui(s2,t1) wui(s2,t2) wui(s2,t3) s2 \u2(s2,t1) wua(s2,t2) wu2(s2,t3)

Chceme-li uSetfit jesté vice mista, mizeme pouzit vyplatni dvojmatici A. Zname-li konkrétni
hodnoty vyplatnich funkci, je dvojmatici A, resp. dvojici matic Aj, Az urcena celd hra.

A t1 to t3

51 <(u1(51,t1), ua(s1,t1))  (wi(si,t2), ua(si,t2))  (wi(si,ts), U2(81,t3))>

s2 \ (ui(s2,t1), ua(s2,t1))  (wi(s2,t2), ua(s2,t2)) (ui(s2,ts), ua(s2,ts))

P#i zépisu pomoci (dvoj)matice budeme ob¢as vynechavat prvni fadek a prvni sloupec, nebot jde
v podstaté pouze o pojmenovani strategii — podstatna informace je v samotném ,téle“ (dvoj)matice.
Osvétleme si pravé zavedené pojmy na konkrétnim ptikladu:

Priklad 46. Ve hie kdmen-nizky-papir (KNP) je strategii prvniho hrace naptiklad volba hrat
kédmen. Mnozinou strategii prvniho hrace je mnozina S1 = {kdmen, ntizky, papir}. Mnozina strategii
kazdého dalsiho hrace je v KNP stejna jako pro prvniho hrace, neboli S1 = {kdmen, nizky, papir}.

Pokud KNP hraji dva hréaci a dohodli se, Ze v pfipadé vitézstvi dostane vyherce od porazeného
pétikorunu, je vyplatni funkce prvniho hrace ui(kdmen, nizky) = 5, ui(kdmen, papir) = —5,
u1 (kdmen, kdmen) = 0 a tak dale. Vyplatni matice A1, Ag, resp. vyplatni dvojmatice A jsou o par
radka nize. Pripomenme jesté, ze strategie prvniho hrace jsou uvedeny v levém sloupci a strategie
druhého hrace v prvnim fadku. Ve dvojmatici je vyplata prvniho hrace na prvnim misté a vyplata

16Pozor, neplette si tento pojem s pojmem vyhravajici/prohravajici strategie v kombinatoric-
kych hrach. V kombinatorickych hrach byl strategii minén cely soubor na sebe navazujicich taha.
17Pokud znate pojem matice z linearni algebry, na chvili na néj zapomeiite. Matice v nasem
pojeti je jen lep$i nazev pro tabulku.
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druhého na druhém.

Aq K N P A K N P A K N P

K [0 5 -5 K (0 -5 5 K [ (0,0) (5-5) (-5,5)

N -5 0 5 N 5 0 =5 N | (-5,5) (0,0) (5,-5)

p 5 -5 0 P \-5 5 0 P \(5,—-5) (=55 (0,0)

Nyni uz mizeme pristoupit k formalni definici hry v normalnim tvaru.
Definice. Méjme mnozinu n hra¢a @, mnoziny jejich strategii Si, Sz, ..., Sn a jejich vyplatni
funkce ui, ug, ..., Un, coz jsou redlné funkce definované na kartézském soucinu S; x Sg X - -+ X Sp,.

Hrou n hraéi v normélnim tvaru rozumime uspofadanou (2n + 1)-tici
(@, S1,82,..., Snyu1,uz, ..., un).

Jak si jisté umite predstavit, pod takto obecnou definici 1ze pojmout velmi Sirokou $kélu rozho-
dovacich situaci. Tak se pojdme alespon s ¢asti z nich vyporadat!

Hry s nulovym souctem

Pfipomenme, ze ve hie dvou hra¢a v normdalnim tvaru zna¢ime mnoziny strategii postupné S, T a
vyplatni funkce w1, uz. Hrace pojmenujeme I a II.

Definice. Hra s nulovym souctem je hra dvou hrac¢d v normalnim tvaru, pro kterou navic plati,
ze pro kazdou strategii s € S a kazdou strategii t € T je ui(s,t) = —ua(s,t), neboli ve vSech
pripadech je vyhra jednoho hrace ztratou druhého.

Vyplatni matice A1, Az se v takovém pripadé lisi pouze ,pfendsobenim —1¢, staci nam tedy
znat naptiklad pouze vyplatni matici A;. Musime si vSak dat pozor a nezapomenout, ze ,zisky“
druhého hrace jsou s opacnym znaménkem.

Dohodnéme se, ze pokud budeme mit hru zadanou matici, nikoliv dvojmatici, bude to automa-
ticky znamenat, Ze se jedna o hru s nulovym souctem a Ze zadand matice je vyplatni matici pro
hrace I.

Mezi hry s nulovym souctem patii napriklad kdmen-ntzky-papir z Piikladu 1, stejné jako hra
nasledujici.

Hra 46. (Lichy a Sudy) Hraci Lichy a Sudy ve stejny okamzik vyfknou bud &islo jedna, nebo
¢islo dva. Lichy zvitézi, pokud soucet vyicenych ¢isel bude lichy, Sudy zvitézi, pokud bude sudy.
Porazeny vyplati vitézi soucet obou ¢isel v korunach.

Jeden z hrach je v této hie ve vyhodnéjsi pozici. Uhodnete, ktery?

Reseni. Zjevné se jedna o hru s nulovym souétem. Matice hry A (tedy vyplatni matice prvniho
hrace) je
1 2

1 (-2 43
2 \+3 —4),.

Analyzujme hru z pohledu Lichého. Necht v opakované hie hraje ndhodné ,1¢ ve 3/5 ptipadil a
»2¢ ve 2/5 pfipadt. Tim padem:

(a) Pokud Sudy hraje ,,1“, Lichy prohraje 2 koruny ve 3/5 pfipadii a naopak vyhraje 3 koruny
ve 2/5 piipadt. Jeho prumérny zisk je —2(3/5)+3(2/5) = 0. Tudiz bude-li se hra opakovat
dostateény pocet krat (a Sudy hrat stéle ,,1¢), Lichy v priméru nic neziskd ani neztrati.

(b) Pokud Sudy hraje ,,2“, Lichy s pravdépodobnosti 3/5 vyhraje 3 koruny a s pravdépodob-
nosti 2/5 vyhraje —4 koruny. Jeho o¢ekdvand priamérna vyplata je tedy 3(3/5) —4(2/5) =
1/5.
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Vidime, ze pokud Lichy bude ndhodné volit mezi strategiemi ,,1¢ a ,2“ v poméru 3 : 2, zajisti si
tim, Ze v praméru nebude ve ztraté (dokonce mtize byt v plusu, bude-li Sudy hrat casto ,,2¢). Mtze
si Lichy zajistit jesté lepsi ocekdvany vysledek?

Zkusme najit takovou pravdépodobnost p € [0, 1], Ze pokud Lichy bude hrat ,1“ s pravdépo-
dobnosti p a ,,2“ s pravdépodobnosti 1 — p, bude jeho ocCekavanad vyhra stejna bez ohledu na to,
zahraje-li Sudy ,,1¢, nebo ,,2“. Pro takové p by tedy mélo platit:

—2p+3(1-p)=3p—4(1 -p),
12p=1T7.

Tudiz bude-li Lichy ndhodné hrat ,,1“ s pravdépodobnosti 7/12 a ,2“ s pravdépodobnosti 5/12,
vyhraje v priméru —2(7/12) 4+ 3(5/12) = 1/12 koruny bez ohledu na to, jak se zachova Sudy.
Vidime, ze hra je vyhodna pro Lichého.

Miize si Lichy zarucit jesté lepsi pramérny zisk nez 1/12 koruny na hru? Nikoliv, pokud druhy
hra¢ hraje racionalné.'® Zopakujme pro Sudého stejny postup, jaky jsme pouzili pro Lichého:
Hleddame pravdépodobnost ¢ € [0,1] tak, aby primérny zisk Sudého nezavisel na volbé Lichého.
Bud si uvédomime, Ze ze symetrie hry musi g vyjit rovnéz 7/12, nebo stejné jako pfedtim muZeme
vytesit rovnici:

2 -3(1 —q¢) = -3¢ +4(1 —q),
12 =T.

Bude-li Sudy nédhodné volit mezi ,1¢ a ,2“ v poméru 7 : 5, jeho pramérny zisk bude 2(7/12) —
3(5/12) = —1/12 koruny.

Z toho uz ptfimo vyplyva, ze jelikoz si Lichy uvedenym postupem umi zarucit pramérny zisk
alespont 1/12 a Sudy primérny zisk nanejvys —1/12 (coz odpovidd minus zisku Lichého), nemuze
si ani jeden z nich o¢ekavany zisk vylepsit. L)

Motivovani prikladem zavedeme nékolik novych pojmu.

Definice. Ve hie s nulovym sou¢tem méjme mnozinu strategii S = {s1, s2, ..., Sm} prvniho hrace.

Prvkam S se fikad ryzi strategie, zatimco strategie, kterd pro danou m-tici ¢isel p1,p2,...,Pm,

pi € [0,1], p1 + p2 + -+ + pm = 1, ndhodné voli strategii s1 s pravdépodobnosti pi, strategii s

s pravdépodobnosti pa, ... , strategii s,, s pravdépodobnosti p,,, se nazyva smisSena strategie.
Analogicky pro druhého hréce.

Poznamka. Na ryzi strategie lze nahlizet jako na specidlni pfipad smiSenych strategii — pro ryzi
strategii s1 volime pravdépodobnosti p; = 1, p2 = p3 = -+ = pm = 0; podobné pro dalsi.

Definice. SmiSend strategie, kterd hrac¢i zarucuje stejny prumeérny zisk bez ohledu na rozhodnuti
protihrace, se nazyva rovnovazna.

Poznamka. Cislo 1/12 z piedchoziho piikladu se nazyva hodnota hry (hodnotu hry vzdy uva-
dime se znaménkem platnym pro prvniho hréce). Postup zajistujici hra¢i zisk rovny hodnoté hry
se nazyva optimalni strategie. V pfedchozi hie je optimalni strategie prvniho hrace (7/12,5/12),
optimalni strategie druhého hrace je stejna.

Miuzeme se ptét, zda pro kazdou hru s nulovym souétem existuje jeji hodnota (tedy zisk, ktery si
umi zarucit kazdy z hraca). Piipomenime, Ze v seridlu uvazujeme pouze konec¢né hry, coz jsou takové
hry, ve kterych m4 kazdy hra¢ kone¢né mnozstvi ryzich strategii. V takovém ptipadé je odpoved
kladna — viz nasledujici véta. Nazev minimax je odvozen od zpusobu, kterym se hodnota hry hleda:
prvni hréé se snazi maximalizovat sviij zisk, druhy minimalizovat (uvazujeme-li v hodnotach danych
vyplatni matici prvniho hrace).

Vétu si nedokazeme, ale pfi FeSeni tloh ji budeme vyuzivat.

18Coz ostatné ve vsech uvadénych hrach mlcky predpokladame.
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Véta 2. (Minimax) Pro kazdou kone¢nou hru s nulovym soudtem

(i) existuje ¢islo V, nazyvané hodnota hry,
(ii) existuje smisend strategie pro prvniho hréce takovd, Ze jeho prumérny zisk je alespori V
nezavisle na tazich druhého hrace,
(iii) existuje smiSend strategie pro druhého hrédce takovd, zZe jeho primérny zisk je nejvyse V
nezavisle na tazich prvniho hrace.

Poznamka. Vsimnéme si, Ze pokud se ndm poda¥i najit smisenou strategii p = (p1,-..,Pm) pPro
prvniho hrace a smiSenou strategii q = (q1,...,qx) pro druhého hréde tak, Ze primérna vyplata
prvniho hrace se bude rovnat minus primérné vyplaté druhého hrace, jedna se o optimalni strategie
a prislusnd primeérna vyplata prvniho hrace je hodnota hry. Vyfesenim hry s nulovym souctem
budeme rozumét nalezeni hodnoty hry a alespon jedné dvojice optimalnich strategii.

Cviceni. V nasledujicich hrach naleznéte vyplatni matici, analyzujte hru a urcete jeji hodnotu a
optimalni strategie pro oba hrage. Jsou tyto hry fér??

Hra 47. UvaZujme hru Sudy a Lichy (viz Hra 46) s tim rozdilem, Ze porazeny zaplati vitézi sou¢in
vyféenych ¢isel namisto souétu (ovSem to, kdo vyhraje, stale zavisi na souctu).

Hra 48. (Karty) Ada mé v ruce ¢erné eso a ¢ervenou osmicku. Hela méa ¢ervenou dvojku a ¢ernou
osmicku. Ve stejné chvili obé zvoli jednu ze svych karet a vylozi ji na stil. Jsou-li barvy stejné,
vyhrava Ada, jsou-li rizné, Hela. Porazend zaplati vitézce soucet na kartach (eso pocitame jako 1).

Sedlové body a dominujici strategie

V pripadé, ze vyplatni matice je vétsi nez typu 2 X 2, nemusi byt snadné ji vyresit. V nékterych
ptipadech si mizeme pomoci nalezenim sedlovych bodu nebo vyskrtnutim dominovanych strategii.
Jak na to, si vysvétlime v této kapitole.

Méjme konec¢nou hru s nulovym souctem a oznacme si (a;;) prvky vyplatni matice A (uz bez
oznaceni strategif):

ail  ai2 a1k

a1 a2 a2k
A=

aml Am2 ... Qmk

Kazdou smiSenou strategii hrace I si miizeme zapsat jako m-tici pravdépodobnosti (jejichz soucet
je jedna) p = (p1,p2,-..,Pm), stejné tak smiSenou strategii hréce II jako k-tici q = (q1, 92, .- ., qk)-
Pokud hrac¢ I hraje se smiSenou strategii p a hrac¢ II hraje ryzi strategii j, je prumérna vyplata

hréace I rovna

m

Zpiaij-

i=1
Naopak, hraje-li hra¢ II smiSenou strategii q a hrac I se drzi ryzi strategie i, je prumérna vyplata
hrace II rovna

k
=2 asais
j=1

Obecné, hraje-li hra¢ I smiSenou strategii p a hra¢ II smiSenou strategii q, je prumérna vyplata
hréace I rovna

m k
Z Z DiqjQij-

i=1j=1

9Hra je fér, je-li jeji hodnota nula.
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Definice. Pokud pro prvek a;; matice A plati
(i) aj; je minimum é-tého Fadku, a zaroven
(ii) a;; je maximum j-tého sloupce,
nazyvame prvek a;; sedlovym bodem.
Je-li a;; sedlovy bod, pak hra¢ I mize vyhrat pfinejmensim a;; volbou i-tého Fadku (ryzi i-té
strategie) a hra¢ II muZe ztratit nejvyse a;; volbou j-tého sloupce. Tudiz a;; je hodnota hry a
prislusné ryzi strategie jsou optimalni.

Priklad 3. Vyfeste hru danou matici A,

W~
—
|
w

A=(3 2 5
0

—
=]

Reseni. Prvek na pozici ago je sedlovy bod, jelikoz je to nejmensi hodnota ve svém Fadku a nejvétsi
ve svém sloupci. Optimélni pro hrace I je tedy druhy fadek a pro hrace II druhy sloupec. Hodnota
hry je 2 a (0,1,0) je optimalni strategie pro oba hrace. »

Pro vétsi matice byvad vyhodné napsat si ke kazdému raddku minimum a ke kazdému sloupci
maximum. Pokud se néjaké dvé hodnoty rovnaji, je na jejich ,kfizeni“ sedlovy bod.

Priiklad.

min fadek min Fadek
3 2 10 0 3110 0
A= 01 20 0 B = 01 2 0 0
1 0 2 1 0 1 0 2 1 0
31 2 2 1 31 2 2 1
max sloupec 3 2 2 2 max sloupec 3 1 2 2

Reseni. V matici A zadny sedlovy bod neexistuje. Zménime-li ale prvek ais na 1, dostaneme
matici B, kterd uz sedlovy bod ma. Je jim prvek bs2, nebof minimum ¢&tvrtého fadku je rovno
maximu druhého sloupce. L)

Cviceni. Dokazte, ze existuji-li ve hie s nulovym souc¢tem dva sedlové body, pak jsou jejich
hodnoty stejné.

Poznamka. Je-li vyplatni matice typu 2 X 2, neni tézké hru vyfesit. Bud existuje sedlovy bod,
nebo mizeme najit rovnovazné strategie podobné jako ve Hie 46. Takto lze dokazat Vétu 2 pro
~malé“ matice — coz je ostatné vasim tukolem v seridlové sérii.

Jak si ale poradit v pfipadé vétsich matic bez sedlovych bodu? Obcas mizeme vyskrtnout
Fadky ¢i sloupce, které jsou pro daného hrace zjevné nevyhodné (a pii trose $tésti takto celou hru
zredukujeme na matici typu 2 x 2).

Definice. Rekneme, %e fadek i matice A = (a;;) dominuje ¥adek k, pokud pro vSechna j plati
a;j > ay;. Tato situace se d4 rovnéz vyjadrit slovy, ze fadek k je dominovédn fadkem 4.

Podobné, sloupec j dominuje sloupec k (resp. k je dominovan sloupcem j), pokud a;; < a;; pro
kazdé i.

Necht je v n&jaké hie fddek k dominovan faddkem 4. Jelikoz hrac¢ I ziskd volbou ryzi strategie
i vzdy alespon tolik, co volbou ryzi strategie k, je rovnéz ve smiSenych strategiich vyhodnéjsi
»brenést“ pravdépodobnost pfislusnou strategii k£ na strategii <. Tudiz mtzeme k-ty fadek z matice
vymazat, aniz bychom ovlivnili hodnotu hry. Poznamenejme jesté, ze odstranénim dominovaného
fadku muizeme prijit o nékteré optimalni strategie, které ho vyuzivaji. Nicméné vzdy zbyde alespon
jedna optimalni strategie, kterd jej nevyuziva.
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Zkusme si redukci pomoci dominujicich fadkii/sloupcd na piikladu.

Priklad. Vyfeste hru danou matici
2 0 4
A=11 2 3
4 1 2

Reseni. Vidime, Ze posledni sloupec je dominovan prostiednim. Miizeme tedy matici zredukovat
na A’. Dale je prvni fddek v matici A’ dominovan tfetim (vSimnéme si, Ze v matici A toto neplatilo).
Smazanim prvniho fadku obdrzime matici A” typu 2 x 2.

2 0
A=[1 2 A”:(i f)
41

Matice A’ nem4 sedlovy bod, ale hledanim rovnovaznych strategii jako ve Hfe 46 mtzeme dospét
k vysledku p = 3/4, ¢ = 1/4, hodnota hry je 7/4. Optimalni strategie hréd¢e I v ptvodni hie je
(0,3/4,1/4) a pro hrace II je to (1/4,3/4,0). ®
Pozorovani. Radek/sloupec matice mize byt odstranén rovnéz v piipadé, je-li dominovan prav-
dépodobnostni kombinaci jinych fadkt/sloupci. I v takovém ptipadé je totiz pro hrace vyhodnéjsi
(pfinejhorsim stejné vyhodné) hrat misto tohoto fadku/sloupce pfislusnou smisenou strategii.

Priklad. Uvazujme hru

Reseni. Prostfedni sloupec je dominovan okolnimi dvéma s pravdépodobnosti 1/2 pro kazdy
z nich. Po zredukovani matice na A’ vidime, Ze nyni je prostfedni fddek dominovany kombinaci
horniho s vahou 1/3 a dolniho s vahou 2/3. Redukovand matice A" uz je typu 2 x 2.

0 6
A/ — 5 4 A// — 0 6
9 3 9 3
Hodnotu hry a optimalni strategie zkuste nalézt sami. [

Poznamka. Ne vSechny matice mohou byt redukovany pomoci dominujicich fadki/sloupct. Do-
konce ani kdyz ma matice sedlovy bod, nemusi existovat dominovany radek/sloupec. Zkuste si to
ovérit na matici 3 x 3 z Prikladu 3.

-1 -3

-2 2 )

Cviceni. Vyfeste hru s vyplatni matici v zavislosti na redlném parametru t. Nacértnéte si graf
hodnoty hry, jakozto funkce parametru t € R.

(¢ 3)

Cviceni. Vyfeste hry dané vyplatnimi maticemi

Cvicéeni. Vyfeste hru s vyplatni matici

4

Z 3 ; 1 10 0 7 1 1 3 5 3
B = 0 -1 4 3 ) C={2 6 4 7], D=4 0 2 2
1 9 1 2 6 3 3 5 3 7 3 5



Hra 49. Predpokladejme, ze o dva trhy, A a B, se zajimaji dvé firmy, I a II. Na trhu A se
ocekavaji zakazky predstavujici zisk 150 milionti, na trhu B zisk 90 miliont. Kazda z firem ma
finance bud na velkou propaga¢ni akci na jednom z trhii, nebo na mensi kampan na obou trzich.
Ucinnost propagace obou firem je stejnd a zakazky se rozdéluji podle téchto pravidel:

(i) Vede-li na trhu reklamni kampan pouze jedna firma, ziska z tohoto trhu vSechny zakazky.
(ii) Vedou-li obé firmy na trhu kampaii téhoz ,typu® (vCetné zadné kampané), ziskaji obé
polovinu zakazek.
(iii) Vede-li jedna firma na trhu malou kampan a druha velkou, ziskd firma s malou kampani
1/3 zakézek a firma s velkou kampani 2/3.

Obé¢ firmy se musi rozhodnout ve stejnou dobu nezavisle na sobé (napfiklad museji objednat bill-
boardy, reklamni tiskoviny, ...). Jaké jsou jejich optimalni strategie? Jelikoz z principu nejde
o opakovanou hru, zajimaji nas hlavné ryzi strategie.

Navod. Nejedné se o hru s nulovym souctem, ale s konstantnim souc¢tem — trh, ktery si mezi sebou
chté&ji firmy rozdélit, je stale stejné velky. Rozmyslete si, Ze na zptsobu FeSeni to nic neméni (neboli
kazda hra s konstantnim souctem je ekvivalentni néjaké hie s nulovym souctem).

Dvojmaticové hry

Hram dvou hract v normalnim tvaru, po kterych nepozadujeme konstantni soucet vyplatnich
funkci, se fika dvojmaticové. Jelikoz nelze obecné odvodit jednu vyplatni funkci z druhé, nestaci
nam k jejich zadani matice, ale potfebujeme bud ob& matice vyplatnich funkci, nebo ptislusnou
dvojmatici.

stantnim souc¢tem. Neni-li soucet vyplatnich funkci konstantni, nemuazeme cekat, ze maximalizace
vynosu jednoho hrace bude ekvivalentni minimalizaci ztrat druhého.

Zakladni déleni dvojmaticovych her je na hry nekooperativni a hry kooperativni. V pripadé
nekooperativnich her neni hra¢im umoznéno se predem domlouvat, pfipadné neexistuje zpusob,
jak mezi sebou uzaviit zavaznou dohodu. Rovnéz neni mozné délit se po skonceni hry o vynosy.
Hry s nulovym souétem jsou ze své podstaty (,ztrata jednoho je zisk druhého“) nekooperativni.
Teorie kooperativnich her zahrnuje moznost domluvit se dopfedu se spoluhraci na (ne)spolupraci,
ptripadné se podélit o zisk. My se budeme vénovat pouze nekooperativnim hram.

Ve hrach s nulovym souctem byla nejlepsi strategie ta, kterd hraci umoznila zisk rovny hod-
noté hry. Avsak jak jiz bylo feCeno, ve dvojmaticovych hrach nemame nadéji na platnost Véty 2
(Minimax), a tim pddem ani na zavedeni hodnoty hry. Potfebujeme tedy najit jiny koncept, jak
posuzovat ,optimalnost“ strategii.

Nasledujici teorii 1ze rozvinout pro hru n hract v normalnim tvaru, my ji vsak budeme vyuzivat
jen pro hry dvou hrac¢u, a tak si potfebné pojmy zavedeme pouze pro n = 2.

Definice. Méjme hru dvou hract v normalnim tvaru s mnozinami strategii S, T a vyplatnimi
funkcemi u1, uz. Dvojice ryzich strategii (s*,t*), s* € S, t* € T, se nazyva rovnovazny bod, plati-li
(1) wi(s,t*) < wui(s*,t*) pro kazdé s € S, a zaroven
(ii) u2(s*,t) < ua(s™*,t*) pro kazdé t € T

Klic¢ova vlastnost rovnovazného bodu je, ze se zadnému z hract nevyplati jednostranné odchy-
leni od strategie. Jinymi slovy, hrac¢ si nepolepsi, pokud strategii z rovnovazného bodu vyméni za
libovolnou jinou, v pripadeé, ze jeho protihra¢ bude hrat stale stejné.

Priklad. Uvazujme nasledujici dvé hry:

_(3:3) (0,0 (33 @3)
A‘((om (5,5>)’ B‘(<3,4> (5,5>)'
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Reseni. Znacme pro jednoduchost prvky dvojmatice stejné, jako jsme prve znagcili prvky matice,
tedy napfiklad dvojici v prvnim fadku a druhém sloupci matice A budeme znaéit aja.

Prvek a1 je rovnovazny bod s vyplatni ,dvojfunkci“ (3,3). Pokud oba hraci véfi, Ze protihraé
zvoli svoji prvni strategii, ani jeden nebude chtit hrat druhou strategii. Prvek a22 je také rovnovazny
bod, a jelikoz jeho vyplatni funkce je (5,5), zd4 se pro oba hrace vyhodnéjsim. Problém je, ze
v nekooperativni hie se spolu hra¢i nemohou domluvit. Pokud se hra hraje opakované a z néjakého
diivodu oba doted volili prvni strategii, je nejrozumnéjsi volbou hrat opét prvni strategii, ackoliv
by oba mohli souc¢asnou zménou strategii dosdhnout lepsiho zisku.

Tento jev se vyskytuje cCasto, obvykle ve hrach s vice hrac¢i. Snaha zménit strukturu jazyka,
systému méfeni nebo casu prednéasky vyzaduje zménu po mnoha lidech soucasné, a to dfiv, nez z ni
vyplynou jakékoliv vyhody.

V matici B je prvek by; podle definice rovnéz rovnovazny bod — ani jeden hrac¢ neziskd zménou
strategie nic navic. Na druhou stranu, ani jeden hrac¢ zménou strategie nic neztrati, a pokud ji
zméni oba, dokonce oba ziskaji. Rovnovazny bod b11 nazyvame nestabilni. [

Priklad 4. Naleznéte rovnovazné body hry

t1 to
s1 ((1,-1) (-1,1)
52 (7171) (1771) .
Reseni. Zaénéme napiiklad s dvojici strategii (s1,%1). V tuto chvili se druhému hraéi vyplati
zménit strategii na t2 a polepsit si tak z —1 na 1. Ov8em hraje-1i hra¢ II (tfeba pfi opakované
hie) strategii ¢2, vyplati se hra¢i I zménit s; na s2. Tim si ovSem hra¢ I pohorsil na —1, coz
miize jednostrannou zménou strategie zlepsit — za¢ne hrat ¢;. Ted si ovSem pohorsil hraé I. Zméni

tedy strategii zpatky na s1, ¢imz se dostavame opét na zacatek. Dokud se budeme drzet jen ryzich
strategii, z kruhu se nevymotame. [

Vidime, Ze ne vSechny hry maji rovnovazny bod v ryzich strategiich. Pomuzeme si, kdyz podobné
jako u her s nulovym souétem zavedeme smisené strategie? Zkusme to. Navic si zadefinujme jesté
takzvané ocekavané hodnoty vyhry.

Definice. Ve hie dvou hra¢t v normalnim tvaru s mnozinami strategii S = {s1,s2,...,5m} a
T = {t1,t2,...,tx} a vyplatnimi maticemi A, B definujeme pro kazdou dvojici smiSenych strategii
p = (p1,p2,---,0pm) a4 =(q1,92,-..,qr) ofekdvanou hodnotu vyhry hrace I vztahem

m k

71'1(1)7 Q) = Z Zpinaij

i=1j=1
a ocekavanou hodnotu vyhry hrace II vztahem
m k
m2(p,q) = Z Zpiquij-
i=1j=1

Definice. Dvojice smiSenych strategii (p*,q+*) se nazyva rovnovdzny bod, pokud pro vSechny
smisené strategie p, q plati nasledujici nerovnosti:

m1(p, q*) < 71 (p*, qx) a m2(p*, q) < m2(pP*, g*).

A ted uz kone¢né muzeme vyslovit slavnou a dtlezitou vétu, diky niz matematik John Forbes
Nash dostal v roce 1994 Nobelovu cenu za ekonomii. Na Nashovu pocest se rovnovaznym bodim
fik4 mimo jiné Nashova ekvilibria.
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Véta. (Nash, 1951) Ve smiSenych strategiich mé kazda konecénd hra v normélnim tvaru alespon
jeden rovnovazny bod.

Ditkaz Nashovy véty vyuziva hlubsi matematickou teorii (mimo jiné Brouwerovu vétu o pevném
bodé), a v seridlu ho tudiz vynechame.
Vzéajemné nejlepsi odpovédi

Kdyz uz vime, ze rovnovazny bod musi existovat v Gplné kazdé kone¢né hie v normalnim tvaru,
bylo by dobré ho i umét najit. Pustme se do toho!

Rovnovazné strategie s*,¢* tvofici rovnovazny bod (s*,t*) jsou podle definice vizdy nejlepsi
odpovédi jedna na druhou v tom smyslu, ze zvoli-li prvni hrac¢ svou rovnovaznou strategii s*, pak
si hra¢ IT odchylenim od ¢t* nemuze polepsit. Podobné hrac I si nemuze polepsit odchylenim od s*,
zvoli-li druhy hrac strategii t*. Presnéji feCeno:

Definice. Nejlepsi odpovédi hrace I na strategii ¢ hrace II se rozumi mnozina
Ri(t) ={s* € S :ui(s",t) > ui(s,t) pro kazdé s € S}.
Podobné nejlepsi odpovédi hrace II na strategii s hrace I se rozumi mnozina
Ra(s) ={t* € T : ua(s,t*) > ua(s,t) pro kazdé t € T'}.
Ma4é-li kazdy z hraci na vybér pouze dvé strategie, pfedstavuji mnoziny Ri, Rz kfivky v roviné —

tzv. reakcni krivky.
Cviceni. Dokazte, ze (s*,t*) je rovnovazny bod pravé tehdy, kdyz plati:
s* = Ri(t¥) a zaroven t* = Ra(s™).
Hledame-li rovnovazny bod, mizeme postupovat tak, ze sestrojime reakcni kiivky a nalezneme
jejich prusecik.
Priklad. Vzpometime si na hru z Piikladu 4 danou dvojmatici A a naleznéme vSechny jeji rov-

novazné body.
t1 to

S1 (17_1) (_171)
52 (7171) (1771)
Reseni. Jak jsme si jiz rozmysleli, rovnovazny bod v ryzich strategiich tato hra nema. Odpovidaji
tomu i nejlepsi odpovédi na ryzi strategie, které jsou
Ri(t1) = 51, Ra(te) = s2,
RQ(Sl) = ta, RQ(SQ) =t1.
Vidime, ze v tomto pfipadé neexistuje dvojice strategii, které by byly nejlepsi odpovédi jedna na
druhou.
Rovnovazny bod musime hledat ve smisenych strategiich. Pro hrace I méjme smiSenou strategii
p = (p,1—p) a pro hrace II smiSenou strategii q = (¢, 1 —¢q). Oekdvané hodnoty vyhry jednotlivych
hract jsou nasledujici:
m(pa)=1-pg—1-p-(1-¢)—1-(1-p)-g+1-(1-p)-(1—-q) =
=p(4g—2)—2q+1,
mpa)=-1-p-g+1-p-1-¢)+1-1—-p)-q—1-(1-p)-(1-q) =

=q(-4p+2)+2p-1
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Hledejme nejlepsi odpovédi hrace I v zavislosti na q.

(1) Jeli 0 < g < %, je m1(p,q) pro pevnou hodnotu ¢ linedrni funkce, kterd je klesajici.
Nejvétsi hodnoty tedy bude nabyvat pro nejmensi mozné p, kterym je p = 0. V tomto
piipadé plati Ri(g) = 0.

(ii) Pro g = 3 je m1(p, (%, %)) konstantni (nulova) funkce. Vysledek tedy nezalezi na volbé p,
a proto Rl(%) =[0,1].

(iii) Je-li % < q < 1, je m1(p,q) pro pevnou hodnotu g rostouci funkce. Nejvétsi hodnoty
nabyva pro nejvétsi mozné p, kterym je p = 1. V tomto pfipadé plati R1(q) = 1.

Podobné pro hrace II odvodime nejlepsi odpovéd v zavislosti na p:

1, pokud0§p<%,
R2(p) =< [0,1], pokud p = 3,
0, pokud % <p<1l

Reakeni kfivky si mtizeme zakreslit do roviny:

q
[
[
1
| Ri(q)
[
[
‘ 11
1! A(E’ 5)
2 \/
Ra(p)
----- - b
b1 1
Jediny rovnovazny bod je tedy
11 11
2’2)°\2'2/))"
Budou-li se hraci drzet téchto strategii, vyhra kazdého z nich bude rovna nule. [

Vyse uvedenym postupem umime najit vSechny rovnovazné body v normadalnich hrach dvou
hrac¢t, mé-li kazdy z nich jen dvé strategie. OvSem ani nalezeni vSech rovnovaznych bod nemusi
znamenat, ze s vysledkem budeme spokojeni. Nasledujici hra je toho dobrym ptikladem — ackoliv
nalezneme vSechny rovnovazné body, neumime hra¢tm poradit, kterou strategii zvolit (pohybujeme-
li se stéle na poli nekooperativnich her). Co s tim dal? Nic. Smifme se s tim, Ze ani teorie her neni
vSemocna a nékdy to zkratka lépe nejde. Na druhou stranu nekone¢né mnozstvi moznosti, které
méli hraci diky volbé smisenych strategii na vybér, alespon zredukujeme na tfi relativné smysluplné.
Hra 50. (Manzelské dilema) Manzelé se rozhoduji, kam vecer pijdou. Zena by rdda na box,
kdezto muz do opery. Oba pfitom budou spokojenéjsi, kdyz ptjdou spolu, nez kdyz bude kazdy
jinde, viz vyplatni dvojmatice (muz voli fadky, Zena sloupce).

O B
O ((2,1) (0,0)
s (o (3)



Reseni. Pokud bychom si dovolili hru fesit jako kooperativni, feseni by bylo nasnadé: v poloviné
veceril ptjdou na box, v druhé poloviné na operu. Primérna vyplata kazdého z nich by byla 3/2.

My se ovSem zabyvame nekooperativnimi hrami. Rovnovazné body v ryzich strategiich jsou
(0,0) a (B, B), pficemz muz preferuje prvni z nich, zatimco Zena druhy. Zkusme jesté zjistit, zda
ve smisenych strategiich neexistuje dalsi rovnovazny bod. Ocekavané hodnoty vyhry jsou

m(p,a) =2pg+1(1 -p)(1 —q) =p(3¢g—1) — g+ 1,
m2(p,q) = 1pg+2(1 —p)(1 —q) =q¢(Bp—2) —2p+ 1

a prislusné reakeni kiivky jsou

0 pro p € [0, 3), 0 pro p € [0, 2),
Ri(q) =1 [0,1] prop= 3, R2(p) =< [0,1] prop= 2,
1 prope(%,l}, 1 prope(%,l].
q
|
|
Tqr-emreemnneens
|
|
|
| Ra(p) Ri(q)
|
1 ! O
3 A
p il S
2 1

Manzelské dilema mé tedy celkem t¥i rovnovazné body (jiz dfive nalezené rovnovazné body
v ryzich strategiich se samoziejmé objevi i pfi analyze reakénich kiivek — viz nacrtek), a jak jsme
predeslali, neumime manzelim poradit nic jednozna¢ného.

Rovnovazny bod Ocekavana vyhra
((1,0),(1,0)) (2,1)
((3.3).3.%) (3.3)
((0,1),(0,1)) (1,2)

o

Cviceni. Naleznéte vSsechny rovnovazné body v nasledujicich hrach.

Hra 51. (Samaritanovo dilema) Pfredstavme si, Zze Ministerstvo prace a socidlnich véci Fesi pro-
blém, do jaké miry podporovat nezaméstnané. Jestlize se dotycny snazi najit praci, pak je vyhod-
néjsi jej podporit, aby se mohl napfiklad rekvalifikovat a ziskal 1épe placené misto — statu pak
odvede vyssi dané. Jestlize se vSak nikterak nesnazi, je vyhodné&jsi jej nepodpofit (nepocitame-li
pfipadny narast kriminality). Z hlediska nezaméstnaného je vyhodné hledat préci jen tehdy, kdyz
nemuze byt na statni podpore.

Uvazujme napfiklad néasledujici hodnoty odpovidajici jednotlivym situacim:

Snazit se Flakat se
Podpoftit 3,2) (-1,3)
Nepodpofrit ( (-1,1) (0,0) )
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Hra 52. Snéhurka hodi spravedlivou kostkou tak, aby Trpaslik nevidél vysledek, a poté mu povi,
kolik ok padlo, pricemz nemusi mluvit pravdu. Trpaslik se rozhodne, zda ji véri, nebo nevéii.
Pravda se poté ovéri pohledem na kostku. Pokud je Snéhurka pfistizena pfi 1zi, velmi ztraci, pokud
je Trpaslik nespravedlivé neduvéfivy, ztraci téz, ale méné. Pokud Snéhurce véfi a ona jej podvadi,
pak Snéhurka ziskava a Trpaslik trochu ztraci. V pripadé, ze ji Trpaslik opravnéné véri, nic se
nedéje. Vyplatni dvojmatice by mohla vypadat tieba takto:

Nevérit  Veérit

Lhat (=6,0) (2,-1)
Mluvit pravdu ( (0,—2) (0,0) )

Poznamka. Ackoliv se zdé, ze v posledni hfe hraji hraci postupné, nikoliv najednou, jedna se
stale o hru v norméalnim tvaru. Celd rozhodovaci situace je postavena tak, ze nezdlezi na tom,
rozhodnou-li se hraci ve stejnou chvili, nebo jeden po druhém.

Véziovo dilema

Hra 53. (Véziovo dilema) Policie zatkla Boba a Bobka. Ihned po zatceni je od sebe oddélila, aby
se nemohli domlouvat, a sdélila jim nasledujici ortel:

(i) Pokud budou oba dva zapirat, stravi ve vézeni kazdy 3 roky.
(ii) Pokud se ale jeden z nich p¥izna a druhy bude zapirat, vyfasuje prvni 1 rok a druhy 25
let.

(iii) Pfiznaji-li se oba, odsedi si kazdy 10 let.

Prislusna dvojmatice je
Zapirat Priznat se
Zapirat (=3,-3) (—25,-1)
Pfiznat se ((717 —25) (-10, 710)) .

Dilema se této hie fikd proto, Zze pro oba by bylo vyhodnéjsi zapirat a odsedét si pouze tfi
roky. Zadrhel je v tom, Ze se nemohou domlouvat a stale je tu pokuseni zkratit tfi roky na jeden,
spojené navic s mnohonasobné horsim trestem pro toho, kdo vydrzi a bude zapirat. Ovsem jedinou
racionalni volbou je se pfiznat, ackoliv ve vysledku to mé horsi dopad na oba dva hrace.

Zd4 se, ze neni co vic v této hie fesit — jedinym rovnovéznym bodem je dvojice (Pfiznat se,
Ptiznat se), a tak to také dopadne.

Poznamka. Pojmem Vézriovo dilema se obecné mysli kazdé dvojmaticova hra typu
(a,a) (b,c)
(e,b) (d,d) )’

c>a>d>b a a>((b+c)/2.

kde

Z uvedenych nerovnosti plyne, ze vzajemna spoluprace (fadek 1, sloupec 1) je lepsi, nez vzdjemna
zrada (fadek 2, sloupec 2), a pokud se bojite, ze protihra¢ zradi, je nejlepsi zradit téz. Posledni
nerovnost Fika, ze pokud si hraci mohou vérit, je nejlepsi volbou spoluprace.

Neékteré konflikty typu Véznova dilematu jsou takové, zZe je 1ze hrat pouze jednou, jiné jdou hrat
opakované (sta¢i napiiklad ve H¥e 53 interpretovat vyplatni funkei jako penézni obnos, nikoliv roky
v zalafi, a rdzem se da hrat mnohem castéji).

Uvazujme misto jedné hry superhru sestévajici z velkého mnozstvi opakovani zédkladni hry (pro
nas Véznova dilematu). Hrédi sice stdle nemaji moznost uzavirat zavazné smlouvy o tom, jak
se zachovaji v pristi hfe, mohou ale vyuzivat informaci, jak hral protihra¢ v predchozich kolech.
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Strategie v superhfe je kompletni plan, jak se hrac¢ zachova v prubéhu celé hry ve vSech moznych
situacich, v nichz se muze ocitnout.
Strategie v superhfe mohou byt napriklad:

(i) Zlaté pravidlo: Vzdy spolupracuj.
(ii) Zelezné pravidlo: Vzdy zrad.
) Nahodna: Spolupracuj s pravdépodobnosti % a zrad rovnéz s pravdépodobnosti %
v) Nevrazivec: Spolupracuj, dokud té protihré¢ nezradi. Pak vzdy zrad.
) Pujcka za oplatku: V prvnim tahu spolupracuj, v dalsim opakuj tah protihrade z pfred-
choziho kola.

(vi) Postupna: Spolupracuj, dokud protivnik nezradi. Po jeho prvni zradé jednou zrad a dva-
krat spolupracuj, a tak stale dokola. Po druhé zradé dvakrat po sobé zrad a dvakrét
spolupracuj, ..., po n-té zradé n-krat po sobé zrad a dvakrat spolupracuj.

(vii) Vlidna vétsina: Poprvé spolupracuj, pak pouzij strategii, kterou do té doby pouzil pro-
tivnik nejvickrat. Jsou-li ¢etnosti obou strategii stejné, spolupracuj.

(viii) Krutéa vétsina: Poprvé zrad, pak pouzij strategii, kterou do té doby pouzil protivnik

nejvickrat. Jsou-li ¢etnosti obou strategii stejné, zrad.

(ix) ...

Na prelomu osmdesatych a devadesatych let byly pofadany pocitacové turnaje, do nichz odbor-
nici na teorii her zasilali jednotlivé strategie, aby se utkaly kazda s kazdou v superhfe zalozené na
Véznové dilematu. Kazdé strategii byl pfifazen soucet pres vSechny odehrané superhry.

Setrvalym vitézem turnaju byla Pujcka za oplatku. To je zajimavé jednak proto, ze se jednd
o pomérné jednoduchou strategii, a jednak proto, ze 1lidé ji mnohdy instinktivné pouzivaji v mnoha
konfliktnich situacich. Ackoliv Pujcka za oplatku vyhréla turnaj nasbiranim nejvétsiho souctu pres
vSechny superhry, v zddné jednotlivé superhfe neziskala oproti jiné strategii vétsinu.

Cviceni. Dokazte, ze Pujcka za oplatku skuteéné nikdy neziskd v jedné superhfe vic nez strategie
protihrace, at je tato jakakoliv.

Letosni serial je u konce. V §irém svéte teorie her jsme se stihli jen letmo projit, pfesto doufam,
ze se vam prochazka libila a pfi ¢teni serialu jste se dozvédéli néco nového. Loudi se s vami a hodné
dobrych napadt nejen pfi FeSeni PraSatka preje

Alca Skélova
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