Konecno a nekonecno

3. PODZIMN{ SERIE TERMIN ODESLAN{: 3.PROSINCE 2012

ULoHA 1. (3 BODY)
Po obdélnikovém stole lezou mravenci, pricemz kazdy zac¢ina jinde. Pokud pfijde na totéz misto
soucasné vice mravenct, oto¢i se vsichni &elem vzad, jinak chodi rovné konstantni (navzajem
stejnou) rychlosti. Kdyz doleze mravenec na okraj stolu, spadne. MuZe se stat, ze zadny mravenec
nikdy nespadne?

ULoHA 2. (3 BODY)
Kikina si vzala néjaké ptirozené ¢&islo! a jala se ho postupné ménit. V kazdém kroku své &islo
vynasobila néjakym lichym ¢islem k& > 1 (Gislo k mlze byt pro kazdy krok rtzné) a posléze
vydélila ¢islem k — 1. Dokazte, Ze po konecné mnoha krocich nutné dostala ¢islo, které neni
prirozené.

ULoHA 3. (3 BODY)
Mé&jme body kruznice obarveny dvéma barvami. Rekneme, Ze trojihelnik s vrcholy na kruznici
je nudny, pokud je rovnoramenny s alespon jednim vnitfnim thlem velikosti 36° a vSechny jeho
vrcholy maji stejnou barvu. Ukazte, Ze nudnych trojahelniki je nekone¢né mnoho.

ULoHA 4. (5 BODU)
Lze obarvit poli¢ka nekonecné ¢tvercové sité dvéma barvami (zluté a modie) tak, aby v kazdém
rfadku bylo koneéné mnoho zlutych policek a v kazdém sloupci kone¢né mnoho modrych?

ULOHA 5. (5 BODU)
Je déna koneéna mnozina? M redlnych éisel takové, Ze pro kazda tii rtzna ¢isla a, b, c z M
plati, ze alespon jedno z ¢isel a + b, b+ ¢, ¢+ a lezi v M. Dokazte, ze M nemuze obsahovat vice
nez 7 prvki a uvedte piiklad vyhovujici sedmiprvkové mnoziny.

ULOHA 6. (5 BODD)
Ve svété PraSatek je koneéné mnozstvi koneénych posloupnosti cifer zakazanych. Vime vsak,
ze existuje nekonecna posloupnost cifer, jejiz zadny usek zakadzany neni. Dokazte, ze existuje i
nekonecénd periodicka posloupnost cifer bez zakazaného tseku.

ULOHA 7. (5 BODD)
Mirek si koupil polynom stupné ostre vétsiho nez 1, ktery ma vsechny koeficienty celociselné.
Aby ho dikladné prozkoumal, napsal si na papir vSechny jeho funkéni hodnoty v celych éislech.
Papiru si vsak v§imla Kaja a protoze chtéla mit néco uplné jiného, rozhodla se najit polynom
stupné jedna s celociselnymi kofecienty takovy, ze zadna z jeho funkénich hodnot v celych ¢islech
nebude napsana na Mirkové papiru. Dokazte, ze se ji to podafi bez ohledu na to, jaky polynom
si Mirek koupil.

INulu za pfirozené ¢&islo nepovazujeme.
2V mno#iné se prvky nemohou opakovat.



ULoHA 8. (5 BODD)
O kone¢né neprazdné mnoziné uzavienych intervalt® fekneme, ze je zajimavd, pokud spliiuje
nasledujici podminky:
(i) dolni meze jsou navzajem riiznd pfirozena ¢isla,
(ii) bud jsou vSechny navzajem disjunktni*, nebo je priinik vSech nedegenerovany® interval,
(iii) pocet intervali v mnoziné je ostie vétsi nez nejmensi z dolnich mezi téchto intervali.

Pepa mél zajimavou mnozinu intervald, jenze priSel hurikdan a kazdému intervalu v mnoziné
zménil horni mez. Nastésti mohl Pepa nékteré intervaly zahodit tak, Zze mu zase zbyla zajimava
mnozina. Dokazte, Ze pro kazdé n € N muze Pepa najit zajimavou mnozinu intervali, se kterou
takto urcité vydrzi alespon n hurikant.

3Meze uzavienych intervaltl jsou vidy relna ¢sla.

4Dvé mnoziny nazveme disjunktni, pokud nemaji zadny spoleény prvek. Specialné uzaviené
intervaly se nesmi ani dotykat.

5Uzavieny interval nazveme degenerovang, pokud obsahuje jen jeden bod, neboli pokud se
jeho horni a dolni mez rovnaji.



Povidani ke treti podzimni sérii

Nekonecno je pojem, ktery mnohy laik pouziva, ale maloktery chape jeho podstatu a dokaze
s nim spravné pracovat. Nicméné pfi spravném pouziti nekonecna se leckteré pojmy a dukazy
zjednodusi, ba co vic, néktera tvrzeni bez pouziti nekonecna ani neni mozné dokazat.

Nekone¢no je negace pojmu kone¢no. Koneéné je to, jehoz velikost (pocet) se da vyjadrit

¢islem®.

Nekonecné tedy pak jsou takové mnoziny, jejichz velikost se pfirozenym ¢islem (ani nulou)
vyjadrit neda. Takova situace nastava zpravidla z jediného divodu, dand mnozina je na to prilis
velkd. Z takto zavedeného nekone¢na plyne jeden podstatny fakt: Nekoneéno neni ¢islo.
Nekoneéno neni néco, co bychom méli séitat, odéitat, nasobit nebo délit”.

Z vlastnosti koneCna a nekonecna jmenujme napriklad

(i) V kazdé kone¢né mnoziné redlnych ¢isel najdeme nejmensi a nejvétsi éislo. V nekoneéné
mnoziné jiz ani jedno byt nemusi, napiiklad v mnoziné celych ¢isel nebo v otevieném
intervalu.

(ii) Podmnozina kone¢né mnoziny je koneénd, tedy nadmnozina nekoneéné mnoziny je ne-
konec¢na. Toto presné k4, ze ,nekonecné mnoziny jsou ty velké“.

(iii) Kdyz sjednotime kone¢né mnoho kone¢nych mnozin, dostaneme opét koneénou mno-
zinu. Obmeénou tohoto tvrzeni dostavamé takzvany nekoneény Dirichletuv princip:
Kdyz rozdélime nekoneénou mnozinu na kone¢né mnoho ¢asti, pak alespon jedna ¢ast
bude nekonecna.

Piiklad. Mame nekonecnou prostou (neopakujici se) posloupnost realnych cisel {an}$°. Do-
kazte, e z ni je mozné vybrat nekoneé¢nou monoténni® podposloupnost.

Reseni. (Takhle ne!!) Podle Erdos-Szekeresovy véty v posloupnosti dlouhé n? + 1 najdeme
monoténni podposloupnost délky n + 1. Takto mtzeme volit nekonecné velké n, podivat se na
prvnich (n — 1)2 + 1 prvki a najit tak nekone¢nou podposloupnost dlouhou n, coz jsme chtéli
dokazat.

Co je na tom fesSeni Spatné? Erdos-Szekeresova véta opravdu riké, co se tam pise. Plyne z ni
ovSem pouze to, Ze v posloupnosti a, najdeme libovolné (ne nekoneéné) dlouhou podposloup-
nost. Najdeme tam monoténni podposloupnost délky 20, nebo néjakou jinou dlouhou 1000000,
tieba i dlouhou 10%0, ale nekone¢no je stale ,vétsi“, nenagli jsme zddnou nekoneéné dlouhou
monoténni podposloupnost.

6Zde myslime &islo ptirozené & realné. Znalec teorie mnozin by totiz mohl namitnout, Ze
velikosti nekonecnych mnozin méri takzvana kardindalni cisla.

7Znalec matematické analyzy by mohl oponovat, 7e k realnym ¢islim miizeme piidat prvky
400 a —o0, ale to je jind teorie, kterou nebudeme potiebovat.

8Monoténni posloupnost je takova, ktera je cela rostouci nebo cela klesajici.
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Podivejme se napriklad na posloupnost definovanou takto: vezmeme rostouci posloupnost,
napfiklad a,, = n, a tu upravime tak, Ze na tseku (1, 2) a dale na vSech (pro pfirozena k) usecich

(K> +2,k*+3,... ,(k+1)2+1)

prevratime poradi. Zacatek vysledné posloupnosti je znédzornén na obrazku.
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V takové posloupnosti na prvnich (n — 1)2 + 1 mistech najdeme vzdy klesajici posloupnost
délky n, rostouci tam tak dlouhd neni. Pfesto v této posloupnosti nenajdeme zaddnou nekonecné
dlouhou klesajici posloupnost, pouze rostouci.

Tak jak Ze se ta uloha méla fesit? Uplné jinak:

Reseni. (Spravné) Zvolime si by = aj. Pro ngj existuje v posloupnosti a nekoneéné mensich
prvkii nebo nekoneéné vétsich. BUNO tedy existuje nekoneéné vétsich prvka. Dale se pokusime
vybrat rostouci podposloupnost b takto:

Jako b;41 zvolime prvni dalsi takovy prvek posloupnosti a, ktery ma nad sebou nekonecné
mnoho prvkia posloupnosti a a navic je vétsi nez b;.

Pokud postup nikdy neselze, ziskali jsme rostouci nekone¢nou podposloupnost. Co by se
muselo stat, aby postup selhal? Nenajdeme zadny prvek, ktery by spliioval podminku pro b;1.

V posloupnosti @ mame za b; nekonecné mnoho prvka vétsich nez b;. Presto zadny z nich
uz nad sebou nemé nekone¢né mnoho prvku, tedy kazdy z nich ma nad sebou pouze konecnou
mnozinu prvka posloupnosti a.
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Sestrojime tedy nekonec¢nou klesajici podposloupnost c,. Volime ¢ jako prvni prvek po-
sloupnosti a za b; vétsi nez b; a jako c¢p41 volime prvni dalsi prvek z intervalu (b;, cn). Takovy
jiz bude urcité existovat, protoze mame nekonecné mnoho prvka vétsich nez b;, ale jen konecné
mnoho vétsich nez cp.



Konec¢no a nekonecno

3. PODZIMN{ SERIE VZzZOROVE RESEN{

Uloha 1. (90; 83; 2,76; 3,0)
Po obdélnikovém stole lezou mravenci, pricemz kazdy zacina jinde. Pokud pfijde na totéz misto
soucasné vice mravency, otodi se vsichni delem vzad, jinak chodi rovné konstantni (navzajem
stejnou) rychlosti. Kdyz doleze mravenec na okraj stolu, spadne. MiiZe se stét, ze Zadny mravenec
nikdy nespadne? (Pepa Tkadlec)

RESEN(:
Ano, moze sa to stat. Na stole si napriklad mozeme predstavit stvorec ABC'D a do stredu kazdej
strany umiestnime mravca. Mravce na strandch AB a AD posleme k vrcholu A a tie na stranich
BC a CD posleme k vrcholu C. Kedze vsetky mravce chodia rovnakou rychlostou a zacinaju
v stredoch stran s$tvorca, po nejakom ¢ase t sa stretnt dva vo vrchole A a dva vo vrchole C.
Potom sa otocia a budu sa vracat po stranach, na ktorych zacinali. Ked znova ubehne ¢as t,
budi naspét v stredoch stran Stvorca, ale budu otocené naopak. Po dalsom céase ¢t sa mravce
stretnt vo vrcholoch B a D. Ked ubehne od zadiatku ¢as t Styrikrat, teda v ¢ase 4t, bude situécia
uplne rovnaka ako na zaciatku.

Analogicky to ide urobif pre fubovolny 2n-uholnik. Nie je to vSak jedind moznost, da sa to
aj ovela zlozitej$imi a vyrazne odlisnymi sposobmi.

POZNAMKY:
Drvivej viiéSine z V4s sa to podarilo a velmi ma potesili rozne kreativne obrazce, po ktorych sa
mravce pohybovali. Obzvlast sa mi pacili rieSsenia Miroslava Stankoviéa a Richarda Trembec-

nespadli. (Déaska Krasnayova)

Uloha 2. (93; 85; 2,77; 3,0)
Kikina si vzala néjaké prirozené ¢islo® a jala se ho postupné ménit. V kazdém kroku své &islo
vynésobila néjakym lichym ¢éislem k > 1 (éislo k muze byt pro kazdy krok riizné) a posléze
vydélila cislem k — 1. Dokazte, Zze po konecné mnoha krocich nutné dostala cislo, které neni
pFirozené. (Pepa Tkadlec)

RESEN(:

Nech n je najvicsie prirodzené ¢islo také, ze 2™ deli Kikino ¢islo. Pozrime sa na rozklad Kikinho
¢isla na prvociselné delitele. Kazdé nasobenie neparnym cislom k nam dvojku do tohto rozkladu
nepridé, naopak kazdé delenie parnym ¢islom k — 1 nam aspon jednu uberie. Cize po n + 1
krokoch bude urcite mocnina pri dvojke zaporna, teda uz nedostaneme prirodzené cislo.

9Nulu za pfirozené &slo nepovazujeme.



POZNAMKY:

na dve casti — ¢i zadané Kikino ¢islo bolo parne alebo neparne — a dokazala jednotlivé podcasti.
Strhaval som 1-2 body za to, ak ste vo svojom rieSeni tvrdili nie¢o, ¢o nemuselo platit, alebo

ste niektoru ¢ast nedostatocne dokazali. (Viktor Szabados)

Uloha 3. (715 53; 2,17; 3,0)
Méjme body kruznice obarveny dvéma barvami. Rekneme, Ze trojihelnik s vrcholy na kruznici
je nudny, pokud je rovnoramenny s alespon jednim vnitinim tihlem velikosti 36° a vSechny jeho
vrcholy maji stejnou barvu. Ukazte, ze nudnych trojuhelnikii je nekonecné mnoho.

(Pepa Tkadlec)

RESENT:
Nejprve ukazeme, ze v pravidelném pétithelniku najdeme vzdy nudny trojuhelnik. Vrcholy pé-
tithelniku obarvujeme dvéma barvami, a tedy dle Dirichletova principu musi byt alespon tfi
jeho vrcholy stejné barvy. Tyto tfi vrcholy tvori trojihelnik, ktery miize mit jako strany bud
dvé uhlopficky a jednu stranu, nebo dvé strany a jednu uhlopticku pétithelniku. Pétithelnik
je pravidelny, a tedy ma vSechny strany a vsechny uhlopficky stejné dlouhé. To znamena, ze
v obou pfipadech je ndmi uvazovany trojuhelnik rovnoramenny. Navic v obou ptipadech je
alespoii jednou jeho stranou strana pétitithelnika. Uhel proti této strané je obvodovym tihlem,
kterému prislusi oblouk pétiny kruznice, a tedy ma velikost 36°.

Pravidelnych pétithelnikd je na kruznici nekonecné mnoho, protoze otoCenim jednoho pé-
tithelniku okolo stfedu o libovolny uhel z intervalu (0°,72°) dostaneme vzdy jiny pétithelnik.
V kazdém najdeme jiny nudny trojuhelnik, takze i téch je nekonec¢né mnoho.

POzZNAMKY:
Vétsina fesiteld si s touto tlohou poradila, néktefi se jen snazili otacet pétithelnik o 360°, aniz
by si uvédomili, ze takto kazdy z pétithelnikt zapocitaji pétkrat. Nékteri dokonce jen prohlasili
bez zduvodnéni, ze pravidelnych pétithelnikii je nekonec¢né mnoho, coz je na hranici strhnuti
bodu.

Ve spatnych feSenich se nejcastéji objevovalo tvrzeni, ze pokud je na kruznici od néjaké barvy
nekone¢né mnoho bodi, bude tam i nekoneéné mnoho nudnych trojahelnikt této barvy. Lze si
snadno rozmyslet, ze toto neplati. (Martin Tépfer)

Uloha 4. (80; 28; 1,90; 1,0)

Lze obarvit policka nekoneéné &tvercové sité dvéma barvami (zluté a modre) tak, aby v kazdém

fadku bylo kone¢né mnoho zlutych poli¢ek a v kazdém sloupci konecné mnoho modrych?
(Pepa Tkadlec)

RESEN{:

Nasledujtci obrazok ukazuje jedno z moznych ofarbeni nekoneénej stvrocovej siete, ktoré spliia
obe podmienky zadania (sief pokracuje podobnym spdsobom az do nekoneé¢na, svetlejsia farba
predstavuje zlté policka, tmavsia modré).




Pozrime sa na zlté policka v jednotlivych riadkoch: prostredny riadok obsahuje jediné také
policko, v kazdom riadku nad nim (pripadne pod nim) pribudnt dalsie dve zlté policka, stéle
ich ale bude kone¢ne vela. Podobne to plati aj pre modré poli¢ka v stipcoch: v strede st vietky
poli¢ka #lté a susedné stipce obsahuji po jednom modrom policku. Opif pri posune doprava
(alebo dolava) priddme prave dve nové policka modrej farby, ¢im sa konecnost tohto poctu
nezmeni.

POzZNAMKY:
K tejto tlohe prislo pomerne vela rieSeni, z nich ale len 27 naozaj obsahovalo nejaké spravne
nedokazatelné — ze takéto ofarbenie neexistuje. V tom pripade ste mohli dostat maximalne 1 bod
a to podla toho, ako zavaznych alebo netrividlnych chyb ste sa dopustili. Asi naj¢astejsia chyba,
ktora sa vyskytla hned v niekolkych variantach, bola zalozena na predstave, Ze maximum z ne-
konec¢nej mnoziny konecnych cisel je tiez konecné cislo. Najjednoduchsi protipriklad je samotna
mnozina prirodzenych ¢isel, kde ziadne kone¢né maximum nendjdeme.

Imaginarne body som sa rozhodol udelit Adamovi Ldfovi a Martinovi Sykorovi, ktori ako
jedini spomenuli, Ze moznych ofarbeni existuje viac — dokonca az nekonecne vela.

(Peter ,mwtr“ Korcsok)

Uloha 5. (71; 62; 3,85; 5,0)
Je dana koneénd mnozinal® M redlnych éisel takové, Ze pro kazdé tii rizné disla a, b, ¢ z M
plati, ze alespori jedno z c¢isel a +b, b+ ¢, c+ a lezi v M. Dokazte, Ze M nemize obsahovat vice
nez 7 prvki a uvedte piiklad vyhovujici sedmiprvkové mnoziny. (Pepa Tkadlec)

RESENT:

Pro spor predpokladejme, Ze existuje mnozina s alespon osmi prvky, kterd vyhovuje zadanym
podminkam. Pak musi obsahovat alespon Ctyfi nenulové prvky stejného znaménka. Bez Gjmy
na obecnosti pfedpokladejme, Ze jsou tyto prvky kladné. Oznacme Etyfi nejvétsi prvky 0 < a <
b < ¢ < d. Vezméme trojici a, ¢, d. Zjevné a +d > d i c+ d > d, proto tato ¢isla do mnoziny
nepatii. (Byla by vétsi nez nejvyssi prvek.) Proto nutné a + ¢ = d. KdyZ vezmeme trojici b, ¢,
d, obdobnymi argumenty dokazeme, ze musi platit b + ¢ = d. Z toho by ale plynulo a = b, coz
nelze. Dosli jsme tedy ke sporu, mnozina mize obsahovat nejvyse sedm prvku.

Mozné priklady vyhovujicich sedmiprvkovych mnozin:

{=3-2;-1;0;1;2; 3}
{—13m; —7m; —67; 0; 67; 7mr; 137}
{=4;-3;-1;0;1;2; 3}

Prvni z téchto mnozin vyhovuje zjevné; pokud vybereme trojici obsahujici jak —3, tak i 3,
je jejich soucet v mnoziné obsazen ocividné. V opac¢ném pripadé vybereme alespon dvé cisla
z intervalu (—2; 2). Nejvyssi mozny soucet dvou raznych ¢isel z tohoto intervalu je +3, nejmensi
—3. Vsechna cisla, kterd dostaneme souctem dvou ¢isel z tohoto intervalu, proto lezi mezi —3 a
3, tedy v nasi mnoziné.

POzZNAMKY:

Spravnych feseni bylo pozehnané a zadné z nich se vyrazné neodliSovalo od vzorového. Chybnych
avah bylo v zasadé také jen nékolik malo. Jedno z nejcastéjSich tvrzeni bylo, ze sedmiprvkova
mnozina musi byt nutné tvaru

{—(a+b); —b; —a;0;a;b; (a + b)} .

10V mnoziné se prvky nemohou opakovat.



Toto prohlasovali i néktefi z FeSiteltl, ktefi méli jinak feSeni zcela spravné a o tuto chybnou
avahu se nijak neopirali — tém jsem body nestrhaval. Dalsi castou chybou bylo, Ze fesitel né-
jak dokézal nemoznost existence osmiprvkové mnoziny, ale nezobecnil tento fakt pro libovolnou
velikost mnoziny. A viibec nejcastéjsi chybny argument byl, ze mnozina musi vzniknout postup-
nym vkladanim prvkt do mnoziny, kterd uz vlastnosti spliiuje. I kdyby to byla pravda, bylo by
potieba toto tvrzeni dokdzat, coz nikdo neudélal. Jenze mnozina {—3;2; 3} zjevné zadani nevy-
hovuje, zatimco kdyz do ni pridame 0 nebo —1, uz podminky splni. Proto nestacilo prohlasit, ze

sedmiprvkovd mnozina se pfidanim osmého prvku nutné ”zkazi” — bylo tfeba postupovat tak,
jak uvadi vzorové Feseni. (Kuba Krasensky)
Uloha 6. (38; 23; 2,87; 3,0)

Ve svété PraSatek je kone¢né mnozstvi koneénych posloupnosti cifer zakazanych. Vime vsak,
ze existuje nekonec¢na posloupnost cifer, jejiz zadny usek zakazany neni. Dokazte, ze existuje i
nekonecna periodicka posloupnost cifer bez zakazaného tseku. (Mirek Olsék)

RESENT:

Ozna¢me si nekonec¢nou posloupnost ze zadani M. Najdeme ¢islo n tak, aby vsechny zakizané
posloupnosti mély délku mensi nez n. To mizeme, protoze je zakdzanych posloupnosti jen ko-
necné mnoho. Posloupnost M si rozdélime na n-tice cifer. Raznych n-tic je 10™, tedy v prvnich
10™ + 1 n-ticich se z Dirichletova principu musi vyskytovat néjaké dvé stejné. Ty si oznacime
z a posloupnost mezi nimi y. Dokazme nyni, Zze periodickd posloupnost P = xyxyzy ... neob-
sahuje zadnou zakizanou posloupnost. VSechny podposloupnosti P, které jsou dlouhé nejvice
n, se vyskytuji v zy nebo yz, a tedy i v pivodni poslouponosti M. Ta ale neobsahuje zadné
zakazané posloupnosti, ¢imz je dikaz hotov.

POzZNAMKY:

ze periodickych posloupnosti je nekonecné mnoho, ale zakdzanych je jen konecné, tedy musi
existovat jedna periodickd, ktera vyhovuje zadani. To ale neni pravda a tyto uvahy nevedly ke
spravnému feseni. (Tomés ,,Savlik“ Pavlik)

Uloha 7. (22; 11; 2,50; 2,0)
Mirek si koupil polynom stupné ostre vétsiho nez 1, ktery ma vSechny koeficienty celociselné.
Aby ho dukladné prozkoumal, napsal si na papir vSechny jeho funkcéni hodnoty v celych ¢islech.
Papiru si vSak vsimla Kaja a protoze chtéla mit néco uplné jiného, rozhodla se najit polynom
stupné jedna s celociselnymi kofecienty takovy, ze zadna z jeho funkénich hodnot v celych ¢islech
nebude napsana na Mirkové papiru. Dokazte, ze se ji to podari bez ohledu na to, jaky polynom
si Mirek koupil. (Mirek Olsék)

RESENT:

Kaja si vybird polynom tvaru ax + b, a,b € Z. Jeho hodnoty pro x € Z jsou pravé ta cisla,
kterd maji po déleni a stejny zbytek jako b. Pokud se nam tedy podafi najit a takové, ze Mirkuv
polynom nékterého zbytku po dé€leni a viibec nenabyva, zvolime jako b takovy zbytek a splnime
zadani.

Oznac¢ime Mirkiv polynom P. Pro dané a dava P(x) stejny zbytek po déleni a jako P(z+a).
To plyne z toho, ze ™ dava stejny zbytek jako (x 4+ a)™ pro libovolné pfirozené n.

Zbytky polynomu P po dé€leni a jsou tak periodické s periodou a, takze staci sledovat, jaké
zbytky dava P(0), P(1),...,P(a — 1). Jak moZnych zbytki, tak dosazovanych hodnot je prévé
a, takze jakmile bude nékterého zbytku nabyto vicekrat, jiny zbytek bude chybét a Kaja muze
sestavit sviij polynom.



K vyfteseni tulohy tedy stac¢i najit a takové, pro které bude polynom davat stejny zbytek po
déleni a v nékterych dvou bodech s riznymi zbytky po déleni a. Ukazeme dva zpusoby, jak jej
najit.

PODLE VETSINY:
Zaridime, aby polynom daval stejné zbytky v nékterych dvou po sobé jdoucich ¢islech z, z + 1.
To udélame tak, Ze zvolime a = |P(x + 1) — P(x)|.

K tomu, aby dvé po sobé jdouci ¢isla davala razny zbytek po déleni a, stac¢i a > 2. Hledame
tedy z, pro které |P(x+1) — P(z)| > 2. To nalezneme snadno, protoze polynom P(z) ma stupen
vétsi nez 1, a tedy polynom P(z + 1) — P(x) (ktery ma stupeii o jedna mensi) je nekonstantni.

PODLE MARTINA RASZYKA:
Oznaéme Q takovy polynom, ze P(z) = 2Q(z)+P(0). Najdeme takovou hodnotu a, aby polynom
nabyval v bodé 0 stejného zbytku jako v n&jakém dalsim bodé z. K tomu zvolime a = |zQ(z)|.
Aby platilo, ze 0 a z davaji rizné zbytky po déleni a, staci, aby platilo a = |zQ(x)| > |z|, neboli
Q)| > 1.

Takové x muzeme stejné jako v pfedchozim postupu zvolit, protoze polynom @ ma stupen
o jedna mensi nez P.

POzZNAMKY:

Reseni se délila na spravna a na ta, ktera fesila jinou tlohu. Ta jsem bohuzel nemohl odménit
zadnym bodem, protoze vétsinou uloha, kterou fresila, byla velice jednoduchad a zadéani bylo
opravdu jednoznac¢né. Ti, ktefi tlohu pochopili, uz ji pak i vyresili, protoze nebyla tak tézka.
Vétsina argumentovala pritomnost dvou stejnych zbytkt porovnavanim hodnot v x + 1 a z, az
na Martina, podle kterého je druhé feseni. (Michael ,, MajkIl“ Bily)

Uloha 8. (8; 2; 1,00; 0,0)
O kone¢né neprazdné mnoziné uzavienych intervalii'! fekneme, Ze je zajimavd, pokud spliiuje
nasledujici podminky:
(i) dolni meze jsou navzdjem riiznd pfirozena ¢isla,
(ii) bud jsou viechny navzajem disjunktni'?, nebo je priinik vsech nedegenerovanyl3 in-
terval,
(iii) pocet intervald v mnoziné je ostfe vétsi nez nejmensi z dolnich mezi téchto intervali.

Pepa mél zajimavou mnozinu intervalu, jenze prisel hurikan a kazdému intervalu v mnoziné
zménil horni mez. Nastésti mohl Pepa nékteré intervaly zahodit tak, ze mu zase zbyla zajimava
mnozina. Dokazte, ze pro kazdé n € N miize Pepa najit zajimavou mnozinu intervali, se kterou
takto urcité vydrzi alesponi n hurikdnu. (Mirek Olsék)

RESEN(:
Cast 1 — poradek v tiloze

Nejprve uc¢inime nékolik jednoduchych pozorovani.

Pozorovani 1. To, zda Pepa s danou zajimavou mnozinou intervalu vydrzi n hurikdnu, ¢i
nikoli, zavisi pouze na mnoziné jejich spodnich mezi. Prvni hurikan totiz muze horni meze
nastavit jakkoli'*.

1 Meze uzavienych intervalt jsou vzdy realna &isla.

12Dvé mnoziny nazveme disjunktni, pokud nemaji zadny spoleény prvek. Specialné uzaviené
intervaly se nesmi ani dotykat.

13Uzavieny interval nazveme degenerovany, pokud obsahuje jen jeden bod, neboli pokud se
jeho horni a dolni mez rovnaji.

14V zadani sice piSeme, 7e hurikéan kazdou horni mez zmén, ale budeme to chapat tak, ze ji
zménit nemusi. Dokazujeme takto vlastné trochu silnéjsi tvrzeni.
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Budeme tedy fikat, Ze mnozina pfirozenych &isel (dolnich mezi) je zajimavéa a Ze s ni Pepa
vydrzi n hurikand, pokud je mozné témto dolnim mezim nastavit horni meze tak, aby vznikla
zajimava mnozina intervall, se kterou Pepa vydrzi n hurikana.

Pozorovani 2. Mnozina pfirozenych cisel je zajimavd, pokud m& vice prvki, nez je jeji
nejmensi prvek. Intervaly staci volit napfiklad dlouhé 1/2 a podminky (i), (ii), (iii) budou
splnény.

Pozorovani 3. Necht A je k-prvkova zajimava mnozina, se kterou Pepa vydrzi n hurikant, a
B je takova k-prvkova, ze i-ty prvek mnoziny B je vzdy mensi nebo roven i-tému prvku mnoziny
A. Pak i mnozina B je zajimava a Pepa s ni vydrzi n hurikanu.

Dikaz. Mnozina B je zajimava, protoze jeji nejmensi prvek je mensi nebo roven nejmensimu
prvku A, a ten je mensi nez k. Dale kdykoli hurikan nastavi mnoziné B horni meze, muze si Pepa
predstavit horni meze i u mnoziny A nastavené ve stejném potradi vzhledem k ostatnim dolnim
a hornim mezim. Vi, které prvky mnoziny A vyhézet, aby hurikdny preckal, tak odpovidajici
prvky vyhazi i z mnoziny B. Tim zajisti podminku (ii), a navic se dostane opét do stejné situace
jako na zacatku, s tim, ze se zbyvajici mnozinou A ptreckd n — 1 hurikdni. A takto postupuje
celou dobu.

Cast 2 — hrr na ni!

Dokéazeme-li nasledujici tvrzeni, bude tloha vyreSena.

Tvrzeni. Kdykoli mame nekonecnou (ale jakkoli ,,fidkou“) mnoZinu pfirozenych ¢isel X, miize
si Pepa vzit nékolik (kone¢né mnoho) prvnich ¢isel z X (mnoziné téchto c&isel budeme Fikat
zacéatek) a vydrzet s nimi n hurikdng.
Dukaz. Indukci podle n.
(I) Je-li n = 0, hleddme jen zacatek mnoziny X, ktery je zajimavy, tedy mé vice prvki, nez
je jeho nejmensi prvek. K tomu staci vzit z mnoziny X prvni prvek, oznacime jej z, a dale =
dalsich prvkau.
(II) Pfedpokladame, Ze tvrzeni plati pro n— 1 hurikdnf (pfitom pro vSechny nekoneéné mnoziny
X), dokdzeme jej pro n hurikdni.

Vezmeme z X zacatek Aj, se kterym Pepa vydrzi n — 1 hurikant. Z X odebereme A; a zbyde
nam stale nekone¢nd mnozina.

Tento postup opakujeme, ze zbytku X vezmeme zacatek Ag, se kterym Pepa rovnéz vydrzi
n — 1 hurikdnd, odebereme jej z X, vezmeme zacatek As, ... . Takto rozlozime ptuvodni X na
nekone¢né mnoho konecnych kusi. Nekonecnou mnozinu vSech poslednich prvki jednotlivych
A; oznacime Y.

Nakonec opét pouzijeme indukcni predpoklad, tentokrat na mnozinu Y. Z té vybereme za-
catek B. Pepuv zacatek, se kterym vydrzi n hurikant, budou vSechny prvky X az po posledni
prvek B.

Al A2 A3 ..

X ﬁllllllﬁﬂlllllllllw ﬂlllllllllﬁﬁmm
t""" LAAA AR AL LA AL A ALl L L/ L

v \ Y

B

Pepova mnozina
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Ukéazeme, ze at prvni hurikdn nastavi horni meze jakkoli, bude si Pepa moci ponechat bud celé
nékteré A;, nebo z kazdého A; (pro i < |B|) jeden prvek. V prvnim pfipadé vime z definice, ze
s danou mnozinou vydrzi zbyvajicich n — 1 hurikand. V druhém pripadé Pepa s danou mnozinou
vydrzi n — 1 hurikdnd podle pozorovani 3, jelikoz nad prvky této mnoziny jsou prvky mnoziny
B.

Al AL [ A’H»l AL A'H»l

g .00 88

A pro¢ nastane jedna z téchto situaci? Prvni nastane tehdy, pokud v nékterém A; vSechny
horni meze prevysuji nejvétsi prvek tohoto A;. Prunik vSech téchto intervali pak je nedegene-
rovany interval.

V opac¢ném piipadé je v kazdém A; néjaky interval, jehoz horni mez nepfevysuje nejvyssi
prvek tohoto A;. Tento interval tedy nezasahuje do ostatnich A;. Kdyz Pepa vezme z kazdého
A; jeden takovy interval, ziska zajimavou mnozinu disjunktnich intervald.

POZNAMKY:

Tato tloha ma jednu pozoruhodnou vlastnost. V zadani se nevyskytuje pojem nekonecna, presto
bez jeho pouziti neni mozné tlohu pokoiit!®. Je to tim, Ze velikost mnoziny, kterou Pepa potie-
buje pro preckani n hurikdni, je enormné velkd (i Ackermannova funkce proti tomu roste désné
pomalu).

Snad dlouhé zadéni, snad nesnadné uchopitelnost tlohy zpusobily, ze doslo pouze 8 FeSeni,
z toho jediné spravné. Jeho autor své informatické sklony nezapte. :) P¥iSel na to, Ze chce indukei
dokazat tvrzeni ze vzorového feseni, ale namisto pfimocarého pouzivani indukéniho predpokladu
se rozhodl sestavit rekurzivni algoritmus.

Zbyla dosla feSeni se snazila obhajit, ze ,dostatecné velkd mnozina prece musi stacit“, pri-
padné sestavit vzorec, jak velkd by tato mnozina méla byt. Problém prvniho pristupu byl, ze
nedokazoval dlohu v plné obecnosti, ale jen jakousi variantu uvazujici jeden hurikdn. Pro vice
hurikant uz to mélo byt totéz“, coz vibec neni jasné. A jednoduchy vzorec, o ktery se néktefi
Fesitelé snazili, (jak je uvedeno vyse) prosté nemohl fungovat. (Mirek Olsék)

15Pfesnéji feceno neni mozné tuto tlohu dokazat v Peanové aritmetice.
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