Kombinatorika a pravdépodobnost

3. JARN{ SERIE TERMIN ODESLANf: 8.DUBNA 2013

Pokud je v néjaké tloze uvazovan nahodny vybér, rozumime tomu tak, ze vSechny mozné vybéry
maji stejnou pravdépodobnost. Uvazujeme-li ndhodné usporadani, pak vsSechna poradi maji
stejnou pravdépodobnost.

ULonA 1. (3 BODY)
Bézny balic¢ek obsahujici 52 hracich karet zamichdme a rozdélime na dvé stejné velké cCasti.
Jaka je pravdépodobnost, ze Cervenych karet v prvni ¢asti bude stejny pocet jako cernych karet
ve druhé casti?

ULoHA 2. (3 BODY)
Zmateny pavoucek se objevil ve vrcholu krychle. Kazdou minutu se musi rozhodnout, zda popo-
leze do jednoho ze t¥i hranou sousedicich vrcholl, nebo zda se teleportuje do protéjsiho vrcholu
krychle. Protoze je zmateny, rozhoduje se vzdy ndhodné. Jaka je pravdépodobnost, Ze se po
2013 minutach bude nachazet ve vrcholu, ktery je naproti pocateénimu?

ULoHA 3. (3 BODY)
Lukas si na papir vypsal véechna 2013-ciferna’ &isla. Viktor si pro zménu na papir vypsal viechna,
2014-ciferna ¢isla a potom vygumoval vSechny jejich nenulové cifry (na papife mu tedy zbyly
pouze nuly). Kdo mé nyni na svém papife vice cifer a o kolik?

ULOHA 4. (5 BODD)
Bylo vypozorovano, ze pétasedmdesatilety ¢clovék ma padesatiprocentni Sanci, ze se dozije ale-
spon pétaosmdesati let, ale pouze dvacetiprocentni Sanci, ze se dozije alespon devadesati let.
Déle bylo zjisténo, ze ¢lovék ve veku osmdeséati let bude s pravdépodobnosti 25% zit jesté alespori
deset let. S jakou pravdépodobnosti bude zit osmdesatilety ¢lovek jesté alespon pét let?

ULOHA 5. (5 BODU)
Do letosni matematické soutéze Naboj? se v Praze v kategorii Seniofi zaregistrovalo 99 tymi.
Organizatofi nyni fesi problém, jak je rozdélit do t¥i u¢eben (M1, F1 a F2). Pro jednoduchost
predpokladejme, ze ucebny maji neomezenou kapacitu. Do kazdé u¢ebny musi byt umistén lichy
pocet tymu, a navic nesmi byt tymy z tachovského a klatovského gymnézia umistény soucasné
do ucebny F2 (z obou téchto kol je zaregistrovany pravé jeden tym). Kolika zptsoby mohou
organizatori rozdélit tymy do mistnosti tak, aby byly vSechny uvedené pozadavky splnény?

ULOHA 6. (5 BODU)
Mirek je velky gurman a vlastni pytel, ve kterém je 123 karamelek a 321 haslerek. Aby si své
bonbdény pofddné vychutnal, rozhodl se, Ze je bude konzumovat specifickym zpusobem. Kdyz
se rano probudi, za¢ne z pytle ndhodné vytahovat jeden bonbén za druhym. Prvni bonbén

1 Pfirozené &islo nikdy neza¢ina nulou. To znamend, Ze napiiklad vSechna dvojciferné &isla
jsou 10,11, ...,99.
2http://www.naboj.org/



rozbali a sni — kazdy dalsi bonbén vzdy rozbali, a pokud je tento stejného typu jako vSechny
ptredchozi, rovnéz jej sni. Je-li jiného typu, vrati jej zpét do pytle, aby si pro tento den nezkazil
chut. Tim Mirkav ranni ritual kon¢i. Uvedenym zpusobem konzumuje Mirek bonbdény kazdy den
az do chvile, kdy uz v pytli zddny nezbyde. Jaka je pravdépodobnost, ze poslednim snézenym
bonbénem bude karamelka?

ULOHA 7. (5 BODU)
Méjme v roving lomenou ¢éaru, ktera se sklada ze 37 useCek, neni uzaviend (tj. zacind jinde,
nez konéi) a nikde sama sebe neprotind, ani se sama sebe nedotyka. Kazdou z téchto 37 tseéek
,pbrotdhneme* na primku. Kolik nejméné riznych pfimek muzeme takto dostat?

ULoHA 8. (5 BODU)
Tricet zaku t¥idy 3.B lze jednoznacné usporiadat podle jejich studijnich vysledki. Vsichni tito
zaci maji navic stejny pocet kamarddi a kamarddstvi je vzédjemné (tj. pokud je Horacek kamarad
Pazouta, pak je také Pazout kamardd Horacka). Rekneme, ze 74k je nadprimérny, pokud ma
lepsi vysledky nez nadpolovi¢ni vétsina jeho kamaradt. Jaky nejvétsi pocet nadpriameérnych zaka
muze chodit do 3.B?



Kombinatorika a pravdépodobnost

3. JARN{ SERIE VZzZOROVE RESEN{

Pokud je v néjaké iloze uvazovan nahodny vybér, rozumime tomu tak, ze vSechny mozné vybéry
maji stejnou pravdépodobnost. Uvazujeme-li ndhodné usporadani, pak vsechna poradi maji
stejnou pravdépodobnost.

Uloha 1. (68; 67; 2,97; 3,0)
Bézny balicek obsahujici 52 hracich karet zamichame a rozdélime na dvé stejné velké casti.
Jaka je pravdépodobnost, ze Cervenych karet v prvni ¢asti bude stejny pocet jako cernych karet
ve druhé ¢ésti? (Filip Hlések)

RESEN(:

Ozna¢me pocet Cervenych karet v prvni ¢asti balicku n. Protoze v kazdé ¢asti mame 26 karet, je
pocet Cernych karet v prvni ¢asti roven 26 —n. V balicku je 26 karet kazdé barvy, tedy ve druhé
Casti je 26 — (26 — n) = n Cernych karet. Tedy éervenych karet v prvni ¢ésti je vzdy stejné jako
Gernych karet ve druhé ¢asti, proto pravdépodobnost tohoto jevu je rovna jedné (tj. 100%).

POZNAMKY:

Pri opravovani se ukazalo, Ze nejtézsi na této uloze bylo vydélit pocet karet v balicku dvéma.
Hned dva fesitelé tvrdili, ze % = 36, jednomu vyslo pro zménu 21. (Misa Hubatova)
Uloha 2. (53; 49; 2,66; 3,0)

Zmateny pavoucek se objevil ve vrcholu krychle. Kazdou minutu se musi rozhodnout, zda popo-
leze do jednoho ze tii hranou sousedicich vrcholi, nebo zda se teleportuje do proteéjsiho vrcholu
krychle. Protoze je zmateny, rozhoduje se vzdy nahodné. Jaka je pravdépodobnost, ze se po
2013 minutdch bude nachézet ve vrcholu, ktery je naproti poc¢ate¢nimu? (Pepa Tkadlec)

RESEN(:
Oznac¢me si vrcholy kocky klasickym spoésobom A, B, C, D, A’, B’, C’, D' a predpokladajme,
ze pavucik zacina vo vrchole A.

D’ C’




Po prvej mintte sa nachddza v niektorom z vrcholov B, D, A’ alebo C’, v kazdom s rovnakou
pravdepodobnostou. Z Tubovolného z tychto vrcholov mé opét 4 moznosti, kam sa dostane
pocas nasledujicej mintaty: vrcholy A, C, B’ a D’. Mézeme si v§imnut, %e ani jedna z tychto
dvoch skupin neobsahuje dva vrcholy, medzi ktorymi vie pavaéik priamo prechadzat, preto musi
skupiny na svojej ceste nutne striedat.

Po 2012 minuatach je teda paviéik v niektorom z vrcholov A, C, B’ a D’. Z kazdého z nich ma
na nasledujuci krok 4 moznosti, medzi ktorymi si ndhodne vyberie, z toho jedna je pozadovany

1

vrchol C’. Teda do vrcholu oproti svojej po¢iato¢nej polohe sa dostane s pravdepodobnostou 1

POzZNAMKY:

Tato uloha nebola tazkd, ¢o sa prejavilo aj v pocte spravnych rieseni. Az na niekolko maélo
vynimiek ste tlohu riesili viac alebo menej podobne vzoraku. Zial sa nasli aj pripady, kde ste
sice dokazali striedanie $tvoric po kazdej minute, ale neodvddnili ste, preco maja vsetky 4 body
rovnakd Sancu. Pretoze je to v podstate polovica celého dékazu, takymto rieSeniam som jeden
bodik ubral. (Peter ,,wtr* Korcsok)

Uloha 3. (50; 43; 2,56; 3,0)
Lukas si na papir vypsal véechna 2013-ciferna?® ¢&isla. Viktor si pro zménu na papir vypsal vSechna
2014-cifernd ¢isla a potom vygumoval vSechny jejich nenulové cifry (na papife mu tedy zbyly
pouze nuly). Kdo m4 nyni na svém papife vice cifer a o kolik? (Pepa Tkadlec, Mirek Olsék)

RESEN{ (PODLE MARTINA SYKORY):

Na pocatku ma Viktor na papife desetkrat vice Cisel nez Lukas. Jestlize smaze kazdému cislu
prvni (zfejmé nenulovou) cifru, budou mit vSechna LukéaSova a Viktorova ¢isla stejny pocet cifer,
pocitame-li i nuly na zacatku. Tedy Viktorova ¢isla budou mit dohromady desetkrat vice cifer
nez Lukésova, pfiéemz na Viktorové papife budou vSechny mozné 2012-tice slozené z cifer 0 az 9
stejné zastoupené (kazda pravé devétkrat). Po smazani vSech nenulovych ¢islic mu proto zbyde
desetina cifer, coz je pravé tolik, kolik ma na papife Lukas.

POZNAMKY:

Vétsina z vas ulohu vyfesila spravné. Skoro vSichni jste potfebovali vyjadrit pocet cifer, ktery

zbude Lukagovi a Viktorovi, explicitné jako 9 - 2013 - 102912, ale i toto FeSeni vedlo k cili. Ti,

ktefi alohu nevyfesili, vétsinou pfehlédli néjakou drobnost, napiiklad popletli poéty cisel a cifer.
(Petr Rysavy)

Uloha 4. (64; 64; 4,97; 5,0)
Bylo vypozorovano, ze pétasedmdesatilety cloveék ma padesatiprocentni Sanci, ze se dozije ale-
spon pétaosmdesati let, ale pouze dvacetiprocentni Sanci, ze se dozije alespon devadesati let.
Dale bylo zjisténo, ze ¢lovék ve véku osmdesati let bude s pravdépodobnosti 25% zit jesté ale-
spor deset let. S jakou pravdépodobnosti bude zit osmdesatilety clovék jesté alespon pét let?
(Alexander ,,Olin“ Slavik)

RESEN(:
Ozna¢me p pravdépodobnost, ze se 75-lety dozije 80, g ze se 80-lety dozije 85 a konecné r, ze se
85-lety dozije 90. Budeme chtit spocitat q.

Pravdépodobnost, ze se 75-lety dozije jesté 10 let, je pg — musi se nejprve dozit 80 a potom 85.
Podle zadani vime, ze pqg = 0,5. Obdobné pravdépodobnost, ze se 75-lety dozije 90, je pgr = 0,2.
Konec¢né pravdépodobnost, ze se 80-lety dozije 90, je gr = 0,25.

3Ptirozené &islo nikdy neza¢ini nulou. To znamend, Ze napiiklad vSechna dvojciferna &isla
jsou 10,11,...,99.
4



Nyni uz mame dostatek informaci pro vyjadfeni q ze zadanych hodnot:

: 0,5-0,25
g=Paar _ P20 020 695,
pqr 0,2

Tedy pravdépodobnost, ze se 80-lety dozije 90, je 62,5%.

POZNAMKY:

pochvalit Martina Raszyka, ilohu fe$il velmi precizné pomoci podminéné pravdépodobnosti.
Vytknout se nedal ani ,statisticky“ pristup, kdy si fesitel sestavil typicky vzorek napf. 100 lidi
a z pravdépodobnosti spocital, kolik se jich typicky dozije daného véku. VSichni jisté tusime, ze
ne vzdy se ze 100 lidi pfesné 20 lidi dozije 90, avsak pro dopocteni spravného vysledku tento
pristup dostacuje. (Jakub ,, Roman“ Klemsa)

Uloha 5. (33; 27; 3,73; 5,0)
Do letosni matematické soutéze Naboj* se v Praze v kategorii Seniofi zaregistrovalo 99 tymii.
Organizatofi nyni fesi problém, jak je rozdélit do t¥i u¢eben (M1, F1 a F2). Pro jednoduchost
predpokladejme, ze ucebny maji neomezenou kapacitu. Do kazdé ucebny musi byt umistén lichy
pocet tymii, a navic nesmi byt tymy z tachovského a klatovského gymnazia umistény soucasné
do ucebny F2 (z obou téchto skol je zaregistrovany prévé jeden tym). Kolika zpiisoby mohou
organizatori rozdélit tymy do mistnosti tak, aby byly vsechny uvedené pozadavky splnény?
(Michal Szabados)

RESEN(:
Kazdému tymu kromé tachovského a klatovského pridélime jednu ze t¥i uceben, coz lze provést
397 zpisoby. Rozdélili jsme takto lichy podet tymi, takZe nastala jedna ze dvou nasledujicich
situaci:

(i) V kazdé ucebné je lichy pocet tymil. Zbylé dva tymy tedy musime umistit spole¢ng,
abychom neporusili paritu, ale ne do F2. Mame tedy dvé moznosti.

(i) V jedné ucebné je lichy pocet tymu a v dalsich dvou sudy. Tachovsky tym musime
umistit do jedné z uceben se sudym poctem tymu a klatovsky pak do té druhé, tedy
mame taktéz dvé moznosti.

Protoze pro kazdé rozdéleni prvnich 97 tymt muzeme pravé dvéma zpusoby prifadit ucebnu
klatovskému a tachovskému tymu, je celkovy podet moznosti roven 2 - 397,

POZNAMKY:
Vseobecné nejéastéjsi chybou bylo bud to, ze jste predpokladali, ze tymy kromé klatovského
a tachovského jsou ,nerozeznatelné“, a tedy zalezi jen na pocétu tymu v jednotlivych t¥idach a
umisténi nasich pojmenovanych tymu, nebo jste si mysleli, Ze tymy jsou sefazené a vy se mezi né
snazite stréit dvé ,zavory“, které vam tymy rozdéli do t¥i mistnosti, a poté jste od toho odecitali
moznosti, kdy klatovsti a tachovsti jsou spolu v F2. Nefesili jste tak vibec, kolika zpusoby je
muzeme takto usporadat, a zaroven jste nefesili problém, jestli nepocitame néco dvakrat, coz ¢ini
cely tento postup ultra obtiznym. Dalsi postup se snazil za pomoci dvou sum pfes liché indexy
spocitat pocet vSech moznych rozdéleni s lichymi pocty tymu ve tfidach. K jeho zdarnému
doreseni bylo ale potfeba znat soucet poloviny rfadku v Pascalové trojuhelniku a hlavné si pak
véimnout, ze s¢itame liché ¢leny binomického rozvoje (1 4 2)°°, které umime seédist napiiklad
tak, Ze k tomuto rozvoji pficteme (1 — 2)% a podélime dvéma. Uvaha s binomickym rozvojem
ale byla pro vétsinu fesitelti kone¢nou, a proto bych pro pristé snad jen mohl poradit, ze déle se
zamyslet nad zpuisobem feseni a mit méné prace se samotnym provedenim se prosté vyplaci.
(Lukés Zavrel)

4http://www.naboj.org/



Uloha 6. (27; 18; 3,19; 4,0)
Mirek je velky gurman a vlastni pytel, ve kterém je 123 karamelek a 321 haslerek. Aby si své
bonbdny poradné vychutnal, rozhodl se, Ze je bude konzumovat specifickym zpusobem. Kdyz
se rano probudi, zacne z pytle nahodné vytahovat jeden bonboén za druhym. Prvni bonbdn
rozbali a sni — kazdy dalsi bonbon vzdy rozbali, a pokud je tento stejného typu jako vSechny
predchozi, rovnéz jej sni. Je-li jiného typu, vrati jej zpét do pytle, aby si pro tento den nezkazil
chut. Tim Mirkiv ranni ritual konéi. Uvedenym zpiisobem konzumuje Mirek bonbény kazdy den
az do chvile, kdy uz v pytli zddny nezbyde. Jaka je pravdépodobnost, ze poslednim snézenym
bonbdénem bude karamelka? (Mirek Olsék)

RESEN(:
To, ze Mirek sni jako posledni karamelku, znamena, ze v ramci jezeni dojdou haslerky jako
prvni.

Uvazme nejprve jeden Mirkiv ranni ritudl a obecnou situaci, kdy je pred ritudlem v pytli
h # 0 haslerek a k # 0 karamelek. Bude nés zajimat pravdépodobnost, ze Mirkovi v tomto dni
dojdou vSechny haslerky, a stejné tak nas bude zajimat pravdépodobnost, ze Mirkovi dojdou
v tomto dni vSechny karamelky.

Nahodné vybirani bonbént z pytle si muzeme predstavit jako ndhodné usporadani vsech
bonbénii do posloupnosti dlouhé k + h a nasledné postupné brani bonbénii od zacatku. K tomu,
aby dosly vsechny karamelky, je tfeba, aby byly v posloupnosti nejprve vSechny karamelky a
az po nich vSechny haslerky. Obdobné, aby dosly vsechny haslerky, musi posloupnost vypa-
dat presné obracené — nejprve haslerky, pak karamelky. Pravdépodobnost, ze dojdou vsechny
haslerky, je tedy stejnd jako pravdépodobnost, ze dojdou vSechny karamelky (konkrétné je rovna
/().

V kazdém dni, kdy jsou jesté v pytli oba druhy bonbénii, tak dojdou s né€jakou pravdépodob-
nosti vSechny haslerky, se stejnou pravdépodobnosti dojdou vSechny karamelky, a v opa¢ném
pripadé se pocet bonbont zméni jinym zpusobem tak, ze v pytli stale zbudou oba typy bonbéni.
Diky tomu je ze symetrie celkova pravdépodobnost, ze karamelky dojdou jako prvni, stejna jako
celkova pravdépodobnost, ze haslerky dojdou jako prvni. Néktery typ bonbént jako prvni nutné
dojde (kdyz Mirek sni kazdy den alespon jeden bonbdn), takze odpovédi na tlohu je pravdépo-
dobnost %

POzZNAMKY:

Neékteri resitelé se blahové domnivali, ze pravdépodobnost vyjde stejné, jako kdyby Mirek jen
nahodné vytahoval bonbdny z pytle. U takové myslenky by vSak zkuSenéjSiho fesitele mélo trk-
nout uz to, Ze kdyby byl cely ranni ritual zbytecny, tak by si pfece organizatofi nedali takovou
praci s jeho popisem. Zbyla feseni byla prevazné spravné. Uloha méla vlastné dva kroky — uké-
zat, ze pravdépodobnost, ze v jednom dni dojdou haslerky, je stejnd jako pravdépodobnost, zZe
dojdou karamelky, a potom z toho usoudit, ze vysledek je % V prvnim kroku si vyslouzili Eduard
Batmendijn a Karolina Kuchynovd imaginarni bod za vzorové usporadani bonbént do posloup-
nosti, diky kterému se vyhnuli jakémukoli poc¢itani. V druhém kroku jsem uznéval v podstaté
jakykoli argument, neb musim uznat, ze nékteré véci jsou prosté jasné. Nejformalnéjsi feseni je
indukci podle poétu bonbéni, které se po prvnim rannim ritudlu odvola na indukéni predpo-
klad. V dilematu evidence versus indukce se mi opét libila véta prvniho jmenovaného fesitele:

»Z toho uz by malo byt jasné, ze Sanca, Ze posledni haslerku zje skor ako poslednt karamelku,
1

«“

je 3, ale ak nie je, tak jednoduchy dokaz je napriklad indukciou cez pocet cukrikov: ...
(Mirek Olsék)
Uloha 7. (35; 20; 2,74; 2,0)

Méjme v roviné lomenou &éru, kterd se sklada ze 37 usecek, neni uzaviend (tj. zacind jinde,
nez konci) a nikde sama sebe neprotind, ani se sama sebe nedotykd. Kazdou z téchto 37 tsecek
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,protahneme“ na primku. Kolik nejméné riznych primek muzeme takto dostat?
(Martina Vavackova)

RESEN(:
Lomend cara o 37 tsecich méni smér ve 36 bodech. Tyto body jsou pruseciky primek, jez
vzniknou protazenim jednotlivych tseku.

Lomend ¢ara tedy musi lezet na alesponn deviti pfimkach. Osm nebo méné pfimek ma totiz
dohromady nejvyse 8—; = 28 pruseciku, devét muze mit az g—f = 36 pruseciku.

Obréazek nize ukazuje, ze devét primek nam staci.

POZNAMKY:

Seslo se pomérné hodné feSeni, z nichz zhruba polovina byla Spatné. Pro zajimavost — dva FeSitelé
tvrdili, Ze minimum je dvacet pfimek, jeden tvrdil, Ze osmnact, tfi reSitelé byli presvédceni
o tfinacti, dalsi tfi se shodli na dvanacti a pét resitelt uvedlo deset. Z osmnécti spravnych
feSeni bylo tfinact vzorovych, zbylych pét se lisilo obrazkem. (Martina Vavackova)

Uloha 8. (18; 11; 2,89; 4,5)
Tticet zaku tridy 3.B lze jednoznacné usporadat podle jejich studijnich vysledku. Vsichni tito
Zéci maji navic stejny pocet kamaradii a kamarddstvi je vzdjemné (tj. pokud je Hordcek kamarad
Pazouta, pak je také Pazout kamardd Horacka). Rekneme, Ze Zék je nadprimérny, pokud méa
lepsi vysledky nez nadpolovicni vétsina jeho kamaradu. Jaky nejvéetsi pocet nadpriumeérnych zakia
muze chodit do 3.B? (Pepa Tkadlec)

RESENT:
Nadprimeérnych zakd muze byt maximalné 25. Nejprve si ukdzeme konstrukci pro 25 zaku.
V této konstrukci bude mit kazdy zak devét kamaradui.
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Vsichni zaci kromé poslednich péti se budou kamaradit se ¢tyfmi, ktefi je dle studijnich vy-
sledkti bezprostiedné nasleduji (tedy uz se automaticky kamaradi i s témi co jim bezprostiedné
pfedchézeji, pokud takovi existuji). Prvnim péti studentim chybi postupné pét, ¢tyfi, t¥i, dva
a jeden kamarad, dalsim dvaceti studentiim chybi jeden kamarad, tedy dohromady jim chybi
35 kamaradi. Konec¢né poslednim péti studentim chybi po fadé pét, Sest, sedm, osm a devét
kamarada. Budeme chtit, aby prvnich 25 studentt bylo nadprimeérnych. K tomu staci je skama-
radit s poslednimi péti studenty, kterym chybi také 35 kamaradstvi. P¥i tomto ,skamaradovani*
je jedind omezujici podminka ta, ze nemuzeme stejnou dvojici studenti skamaradit vicekrat.
Tomu se vSak snadno vyhneme, kdyz jako prvni sezeneme kamarady ¢tyfem nejlepsim zaktm.

Nyni dokazeme, ze nadprumeérnych zakt nemuze byt vic nez 25. Pocet kamarada kazdého
zaka si oznaéme k a pro spor predpokladejme, ze nadprimérnych zaku je vice nez 25.

Pokud je k > 8, tak vétsina kamaradu je alespon 5. Kazdy nadprimeérny by se tedy musel
kamaradit s aspon péti horsimi, coz se ale poslednim péti zaktim nikdy nepovede.

Pro k£ = 7 budeme mit 7'230 = 105 kamaradstvi. Vime, zZe nejlepsi zak ma sedm horsich
kamaradu, zbytek nadprimérnych ziktit ma minimalné ¢tyfi horsi kamarady. To dava alespon
25 -4+ 7 = 107 kamaradstvi, coz je opét spor.

Pokud k < 6, pak existuje 30k — 15k kamaradstvi, 26 nadprumérnych zakd musi mit ale

2
6 - % = 13k + 13 horsich kamaradt. To je vSsak pro nase k < 6 vice:

dohromady alespon 2

13
15k<13k+13@k<7.

POZNAMKY:
Nejcastéjsi chybna feseni byla zalozena na tom, ze se zaci tridili do stejné velkych skupinek, ve
kterych se mezi sebou kamaradili. (Anna Chejnovska)



