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Podzimni ¢ast seminafe se pomalu chyli ke konci. Zbyva ndm uz
jen cizojazyc¢na série, ktera vSak umi celkovym poradim jesté radné
zamichat. Ti nejlepsi z véas se poté budou moct tésit na jarni sou-
stfedéni. Jestlize se vAm na podzim nedafrilo, nevéste hlavu, neni
vSe ztraceno! Na podzimni soustfedéni totiz zveme naopak nejlepsi
fesitele jarni ¢asti. Sance na tspé&ch je velké, nebotf podle pravidel
nejsou na podzimni soustfedéni zvani maturanti. Ani ti ale nepfi-
jdou zkratka — stale mohou soutézit o zajimavé ceny.

Za organizatory zdravi

Martina Vavackova

Co dale najdes v komentafich?

e Povidani ke druhé jarni sérii

e Vzorové feSeni 2. a 3. podzimni série
e Vzorové feSeni 1. seridlové série

e Serial — Teorie ¢isel 11

o Vysledkové listiny

e Priloha: Zadéani 1. a 2. jarni série a 2. seridlové série

Podzimni soustredéni v Hornich Lysecinach

Odménou za jarni ¢ast seminare je kazdoro¢né podzimni soustie-
déni. V listopadu se tak nejlepsi Fesitelé (v domnéni, ze jedou do
Krkonos$) objevili v Matrixu, kde bojovali proti zlym agentim a
snazili se zachranit svét. K tomu, aby uspéli, podstoupili systema-
tickou pripravu. na vesmirné lodi prohlubovali své matematické
znalosti, mezi pfednaskami sportovali, ucili se taktizovat v hrach
a ve skvé€lém kolektivu znovu nacerpali sily. Veskeré hrozici nebez-
peci bylo tedy odvréaceno a vSichni se v poradku vratili domi.

Tésime se na dalsi soustiedéni!

Korespondenc¢ni seminar
KAM MFF UK
Malostranské namésti 25
11800 Praha 1
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Co se chysta

Soustfedéni iKS (nedéle 9. biezna — patek 14. brezna). Ceskoslovensky seminaf pro borce iKS
ma své historicky tfeti soustiedéni, opét pojaté jako priprava na celostatni kolo Matematické
olympiady. Blizsi informace o {KSku naleznete na jeho strankdch www.iksko.org.

Jarni vylet (sobota 22. bfezna 2013). Tradi¢ni akce PraSatka — sraz organizéatortl, fesitell a
pratel seminaie. Pojed s ndmi stravit jarni den do p¥irody, popovidat si, potkat nové i zndmé
fesitele a organizatory a uzit si spoustu legrace. Blizsi informace se v¢as se objevi na webu
seminare, pozvanku dostanes s pristimi komentari.

Naboj (patek 11. dubna 2014). Naboj je tymova matematickd soutéz, kterou pro vas poradame
ve spolupréci s bratislavskym Matematickym korespondenénym seminarom, a to v Praze, Opavé,
Bratislavé, Kosicich a nové i bavorském Pasové (a moznd i jinde). Dalsi informace a pfihlasku
naleznete na webu soutéze www.naboj.org.

Jarni soustfedéni (neznamé datum). Misto i téma jarniho soustfedéni je tradi¢né tajné. Pro-
zatim je tajné i datum, ale informace budou véas na webu i v dopisnich schrankach.



Povidani ke druhé jarni sérii

Tématem druhé jarni série jsou iraciondlni c¢isla. VétSina z vas je uz urcité zna ze skoly, jisté
vSak nebude na Skodu si o nich néco pfipomenout. V bézném zivoté Casto pracujeme s Cisly
prirozenymi a celymi. K tomu, abychom mohli bez problému délit, byla zavedena ¢isla racionalni.
To jsou vSechna d¢isla, kterd se daji napsat ve tvaru %, kde a je celé a b prirozené. Jsou-li navic
a a b nesoud€lna, je tento zapis jednoznacny a rikame, ze zlomek % je v zédkladnim tvaru.

Vsechna racionélni éisla se v desitkové soustavé (ale i v jinych soustavach) daji vyjadFit
pomoci desetinného zapisu, ktery je bud ukonceny (tj. za desetinnou ¢arkou je pouze koneéné
mnoho ¢islic), nebo periodicky (tj. od uréitého mista za desetinnou ¢arkou se opakuje stale stejna
kone¢na posloupnost ¢islic). Periodu obvykle zna¢ime ,nadéarou“. Uvedeme nékolik piikladia
racionalnich &isel: % =0,6, % =0,5125, % =0,6 % = 0,234. Neni t&zké si rozmyslet, ze soucet,
rozdil, souéin i podil dvou racionalnich éisel je opét racionalni (u podilu musime pfedpokladat,
ze délitel neni roven nule).

Na kladna racionalni ¢isla mizeme pohlizet jako na délky tiseCek — udéavaji vzdalenost dvou
bodu. Prirozené vyvstava otazka, zdali existuji i vzdalenosti, které se nedaji zapsat jako podil
dvou celych &isel. Odpovéd znali uz staii Rekové, ktefi uméli dokazat, ze takové vzdalenosti
opravdu existuji. Prikladem je délka uhlopficky ve ¢tverci o strané 1, jak uvidime pozdéji. Tato
¢isla — spolu s Cisly k nim opac¢nymi — nazyvame iracionalni.

Racionalni ¢isla spolu s iraciondlnimi tvori ¢isla redlna. Iraciondlni ¢isla nelze zapsat ve tvaru
podilu dvou celych cisel, coz je ekvivalentni tomu, Zze maji neukonceny neperiodicky desetinny
rozvoj. Radi se mezi né slavna ¢isla jako 7, udévajici pomér obvodu a priméru kruznice, nebo
Eulerovo ¢islo e. Kromé téchto ¢isel, o kterych je relativné obtizné dokazat, ze opravdu jsou
iracionalni, existuji i takova, o kterych to jde dokazat relativné snadno.

Tvrzeni. Cislo v2 Jje iracionalni.

Diikaz. Pro spor piedpokladejme, ze v/2 je racionalni. Existuji tedy dvé cela &isla p, g takova,
7e /2 = p/q. Po umocnéni na druhou a nasledném vynasobeni ¢ dostaneme, 7e musi platit
2¢% = p2. Jeliko# p, ¢ jsou cel &isla, musi byt v prvoéiselnych rozkladech p?, g2 dvojka v sudé
mocniné. To ale znamenad, Ze na levé strané posledni rovnice je dvojka v liché mocniné, zatimco
na pravé strané v sudé. Tato rovnost tedy nemtize platit pro zadna celd p, g, a proto je v/2
iracionélni.

Vyse uvedeny dukaz lze zobecnit. Zjistime tak, Ze pokud pfirozené ¢islo neni druhou moc-
ninou jiného prirozeného cisla, pak uz je jeho odmocnina nutné iracionalni. Podobné lze dikaz
upravit i pro vyssi odmocniny.

Prestoze je obecné velmi tézké dokazat iracionalitu néjakého d¢isla, ukazuje se, ze v jistém
smyslu je iracionalnich &isel mnohem vice nez racionalnich.! Neni t&zké si rozmyslet a dokazat,
ze soucet ¢i soucin nenulového racionalniho ¢isla s iraciondlnim je vzdy iracionalni. Tento fakt

1Jak porovnat velikosti nekoneénych mnozin? Toto téma je zajimavé, le¢ velmi rozsihlé
a nesouvisejici s touto sérii. Zvidavy Ctenaf se o ném muze dozvédét v knihovné na nasich
internetovych strankach: http://mks.mff.cuni.cz/archive/21/10.pdf
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muzete ve svych fesenich bez dikazu pouzivat. O souctu ¢i soucinu dvou iracionalnich ¢isel vsak
nelze obecné nic Fict (napf. V2 4+ /3 je iracionalni, ale v/2 4+ (10 — \/5) je raciondlni).

Na zavér si ukazeme jesté jeden priklad, jak dokézat, ze je néjaké cislo iraciondlni.
Uloha. Dokazte, ze ¢islo 0,1234567891011 .. ., ve kterém za desetinnou &arku postupné piseme
vSechna prirozend cisla, je iracionalni.

Reseni. Pro spor predpoklddejme, Ze toto ¢islo je racionalni. Jeho desetinny rozvoj zjevné neni
ukonéeny, proto musi byt periodicky. Necht méa tedy periodu délky n a predperiodu délky m.
Za desetinnou ¢arkou vSak umime najit posloupnost alespont m + n nul za sebou (napfiklad
v ¢&isle 10m1 7). Z téchto nul je nejvyse m v predperiodé a alespoii n za ni, takZe perioda musi
byt slozena ze samych nul. Podobné ale umime najit i posloupnost m + n jednicek, dvojek, ...,
¢imz dostavame spor. Pivodni predpoklad tedy neplati a ¢islo 0,1234567891011 ... je skutecné
iracionélni.

Nyni uz vite vSe, co potfebujete, tak sméle do feseni dalsi série!



Podobnost a shodnost

2. PODZIMN{ SERIE VZzZOROVE RESEN{

Uloha 1. (105; 67; 1,94; 3,0)
Alca jednou ve svém sesité nasla narysované dva trojahelniky, které se shodovaly ve velikostech
vSech vnitfnich Ghli a v délkach dvou stran, ale piesto nebyly shodné. Naleznéte dva takové
trojuhelniky. (Pepa Tkadlec)

RESEN(:

Uvazujme trojihelniky ABC a DEF' a jejich strany a, b, ¢, d, e, f takové, ze Ctvefice Cisel a,
b=d, c =e, f tvofi geometrickou posloupnost. Plati a : d = b: e = c: f = k, trojuhelniky si
tedy jsou podobné, a tudiz maji stejné vnitini uhly.

Pozadavkim vyhovuji naptiklad ¢isla 8, 12, 18, 27. Musime je$té ovérit, zda mohou tvorit
trojuhelniky, tj. jestli nejdelsi strana trojuhelniku je kratsi nez soucet zbylych dvou. Vskutku
8+ 12 > 18, 12 4 18 > 27, trojuhelnikova nerovnost tedy plati.

Prikladem hledané dvojice trojahelnikt je AABC s délkami stran 8, 12, 18 a ADEF s dél-
kami stran 12, 18, 27.

POZNAMKY:
Ackoliv stacilo v podstaté jen najit dva vhodné trojuhelniky, spravnych feseni bylo jen lehce pres
pulku. Cést z nich uvazovala pravouhly trojuhelnik a diky Pythagorové vété se pak nemusela
feSit trojuhelnikovd nerovnost. Mnoho z ostatnich pohorelo na jejim opomenuti (a snazilo se
pak vydavat usecky o délkach 1, 2, 4 za trojuhelnik). Dalsi skupinu pak tvorili ti, ktefi zaslali
trojuhelniky, které si nebyly podobné ¢i nemély dvé strany stejné dlouhé. Nékteri se také omezili
na pouhé konstatovani vlastnosti takovych trojihelniki nebo jen na narysovéani bez jakéhokoli
popisu stran.

Na zavér bych radda podotkla, ze kdyz mate nalézt dva trojihelniky danych vlastnosti a
zadani k4, Ze existuji, pak nema cenu dokazovat jejich existenci ani neexistenci :) (Pokusi
o jedno ¢&i druhé bylo dvojciferné.) (Anic¢ka Dolezalovd)

Uloha 2. (100; 75; 2,28; 3,0)
V trojihelniku ABC' lezi body D, E po fadé na strandch AB a AC tak, ze trojahelniky ABC,
CBD a BEC jsou podobné. Dokazte, ze pokud jsou piimky BC a DE rovnobézné, pak je
trojiihelnik ABC' rovnoramenny. (Martin ,,E.T.“ Sykora)

ReSEN (PoDLE KRISTYNY SMiDOVE):

Protoze DE || BC, tak vyska trojuhelniku CBD na stranu BC je shodnd s vyskou trojihelniku
BEC na stranu BC'. Obsahy téchto trojuhelnika jsou tedy shodné, a protoze ze zadani vime,
ze ACBD ~ ABEC, jsou shodné i samotné trojuhelniky. Diky tomu je koeficient podobnosti
k mezi trojuhelniky ABC a CBD stejny jako koeficient podobnosti mezi trojuhelniky ABC a
BEC.
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Z podobnosti AABC ~ ACBD plyne |AB| = k - |BC| a z podobnosti ABEC ~ AABC plyne
k- |BC| = |AC]|, celkem tedy |AB| =k - |BC| = |AC| a trojahelnik ABC' je rovnoramenny.

POzZNAMKY:
Vétsina feSitelt ulohu fesila postupem, na ktery navadi hinty na chatu naSich internetovych
stranek. Jini si zapsali podobnost jako shodnost pomeéru délek stran podobnych trojihelnikta
a postupnymi Upravami se dostali k rovnosti |[AB| = |AC|. Oba zpusoby vedly k feSeni. Za
originalni myslenku shodnosti podobnych trojihelnikti uvedenou ve vzorovém feseni bych chtél
specialné pochvalit Kristynu Smidovou a Eduarda Batmendijna.

Zavérem bych chtél upozornit na to, ze pokud fekneme, ze trojuhelniky ABC a XY Z jsou
si podobné, myslime tim, Ze jejich vrcholy si odpovidaji v tomto pofadi, a tedy, ze |<TABC| =
|[<<XYZ|. I kdyz jsme tuto skutecnost v zadani zmifiovali, mnozi ji nevzali v potaz a tlohu si

zbyte¢né zkomplikovali. (Martin ,,E.T.“ Sykora)
Uloha 3. (79; 56; 2,18; 3,0)
Na uhlopiicce BD rovnobézniku ABCD je dan bod K tak, ze piimka AK protne usecku BC
v bodé X a piimku CD v bodé Y. Dokaste, 7e |AK|?> = |KX|- |KY]|. (Pepa Tkadlec)
RESEN(:
D R .
Y
K X
A "B

Trojuhelniky BAK a DY K jsou si navzajem podobné podle véty uu (<{BAK a <{DY K jsou
stfidavé, <AK B a <{Y KD vrcholové). Odtud plyne vztah

|AK|  |BK]|

[KY| ~ |DK|
Obdobné i trojuhelniky BXK a DAK jsou podobné ({BXK a {DAK jsou stiidavé, <X KB
a {AKD vrcholové), coz ndm dava

|[KX| |BK]|

|AK| ~ |DK|’
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Porovnanim levych stran obou vztaht dostavame

|[AK| _ |[KX]|
KY| ~ [AK]’

a to po upravé dava dokazovanou rovnost.

POZNAMKY:
Reseni byla pfevazné spravna a podobna vzorovému, i kdyz neziidka zbyteéné komplikovana.
Vétsina nezdarilych pokust bohuzel ztroskotala na nepochopeni zadani — jejich autofi méli za to,
ze ptimka AK musi protnout stranu CD, a vyftesili tedy pouze pfipad, kdy prochazi bodem C.
Dalsi fesitelé si vsimli, ze dokazovana rovnost pfipomina Eukleidovu vétu o odvésné nebo
mocnost bodu ke kruznici, a vymysleli si pomocnou konstrukci, na kterou pak to ¢i ono pouzili.
Nikomu z nich se vsak nepodarilo uspokojivé ukazat, ze takovou konstrukci lze opravdu sestrojit.
Imaginarni bod obdrzel Miroslav Psota za jediné spravné reseni, které se zasadné odliSovalo
od vzorového. (Ondrej Cifka)

Uloha 4. (97; 74; 3,66; 5,0)
Na kruznici se stiedem O zvolme body A, B tak, aby platilo |<TAOB| = 60°. Na kratsim oblouku
AB zvolme bod M. Dokazte, ze spojnice stiedu tsecek BM a AO je kolma na spojnici stfedi
useéek AM a BO. (Martina Vavackova)

RESENT{:

Oznac¢me r polomer kruznice a body S1, S2, S3, Sa postupne stredy useciek OA, AM, M B,
BO. Pretoze |<XTAOB| = 60° a |AO| = |OB| = r, trojuholnik ABO je rovnostranny. Preto aj
|AB| = r. Uvazujme rovnolahlost so stredom v bode O a koeficientom 1/2, bod A sa zobrazi na
S1, bod B na Ss. A teda |S1S4| = |AB|/2 = r/2. Analogicky rovnolahlost so stredom v bode
M a koeficientom 1/2 ndm zobrazi Gsecku AB na S2S3, rovnolahlost so stredom v bode A a
koeficientom 1/2 zobrazi use¢ku OM na S1S2 a koneéne rovnolahlost so stredom v bode B a
koeficientom 1/2 zobrazi tsecku OM na S3S4. Dostavame

1 1 1
‘515’4‘ = ‘SQS?,' = 5‘AB| = 57’ = §|OM‘ = ‘515’2| = |53S54].
Stvoruholnik S1S5253S54 je teda kosostvorec a v kosostvorci st uhlopriecky na seba vidy kolmé.

7
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POZNAMKY:

Na tlohu sa dalo nahliadnuf viacerymi spdsobmi, ¢i uz pomocou podobnych trojuholnikov,
alebo strednych priecok, ako to robila vicsina z vas. Naslo sa aj par riesitelov, ktori tlohu
(vy)riesili pomocou nejakych inych metdd, uhlenim, pripadne s vyuzitim zhodnych zobrazeni.
Takéto riesenia boli vSak vic¢sinou dvakrat dlhsie. Nakoniec pripominam, ze busit analytikou
do takéhoto roztomilého prikladiku je priam barbarstvo, a kazdy, kto tak kona, mal by sa nad
sebou zamysliet ;-) (Marta Kossaczka)

Uloha 5. (69; 49; 3,45; 5,0)
Pepa si nakreslil konvexni &tyfiuhelnik ABCD, v némz soucasné platilo |<<CBD| = |<{CAB]|
a |X{ACD| = |<<ADB|. Dokazte, ze z use¢ek AC, AD a BC se mu podari sestavit pravouhly
trojuhelnik. (Pepa Tkadlec)

RESENT:
Ozna¢me X prusecik thlopfi¢ek konvexniho ¢tyfthelniku ABCD. Protoze je ¢tyfthelnik kon-
vexni, lezi bod X uvniti tsecky AC, plati tedy rovnost |AX| + |CX| = |AC]|.

C

A B

Trojthelniky ABC a BXC' jsou podobné, protoze podle zadani plati |<XTCAB| = |[<<CBD| a
vnitini thel u vrcholu C' maji spolecny. Z podobnosti plyne:

|BC| _ |XC|

= , meboli |BC|?=]|AC|-|XC].
|AC| ~ |BC]|

Obdobné i trojuhelniky CDA a DXA jsou podobné, protoze podle zadéni plati |[<TACD| =
|<TADB| a maji spoleény uhel u vrcholu A. Z podobnosti plyne:

|IDA| | XA

= , mneboli |DA|?>=|CA|-|XA|.
|CA| ~ |DA|

Sectenim téchto dvou rovnosti dostaneme:
|AD|? 4 |BC|? = |AC| - (| XC| + | X A]) = |AC|>.

Délky usecek AC, AD a BC splnuji podminku obracené Pythagorovy véty, a proto z nich lze
sestrojit pravouhly trojuhelnik.

ALTERNATIVN{ PRISTUP:

Misto podobnosti trojuhelnikii mizeme také vyuzit tGsekového thlu a z |<<CAB| = |<<CBD)|
vyvodit, ze C'B je te¢na ke kruznici opsané trojahelniku AX B. Mocnost bodu C k této kruznici
pak dava kyZenou rovnost |BC|? = |AC| - |XC|. Obdobné samoziejmé i pro druhou dvojici
stejné velkych ahla.

8
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POZNAMKY:
Vétsina reSeni byla v poradku, ale obcas bych ocenil vétsi mnozstvi slovniho popisu. Nékteri
fesitelé kondili tim, Ze ukazali rovnost |[AD|? + |BC|?2 = |AC|?, ale uz nezdivodnili, pro¢ je

tim padem uloha vyfeSena. Nejvice mé zklamalo, Ze se naslo i nékolik Fesiteld, kteri nepochopili
zadani a misto obecného dikazu Fesili néjaky jeden konkrétni pripad (obvykle pro ¢tverec).
(Martin Topfer)

Uloha 6. (42; 25; 2,57; 4,0)
Je dan lichobé&znik ABCD (AB || CD). Stredy kruznic opsanych trojihelnikim ABC a ACD
ozna¢me postupné O1 a Oz, prisecik pfimek AD a BC oznacme E. Dokazte, ze piimky EO1 a
EO3 jsou osové soumérné podle osy thlu AEB. (Pepa Tkadlec)

RESENT:
BUNO muizeme ptedpokladat, Ze |AB| > |CD|; rovnost nastat nemtize, jelikoz p¥i ni by neexis-
toval bod E, a pfi opa¢né nerovnosti provedeme preznaceni.

Diky rovnobéznosti AB a CD plati |<BAC| = |<{ACD|, ozna¢me velikost tohoto uhlu e.
Je-li € = 90°, pak jsou trojuhelniky ABC, ABD pravouhlé a O1 € EB, Oy € EA, tvrzeni ze
zadani tedy trividlné plati. Pfedpoklddejme dale, Ze tomu tak neni, tedy € # 90°, O1 ¢ EB a
O2 ¢ EA.

Uhel BO1C je (vzhledem ke kruznici opsané trojuhelniku ABC) stiedovym thlem s pii-
slusnym obvodovym thlem BAC, v tomtéz vztahu jsou i thly AO2D a ACD. Protoze zmi-
nované obvodové uhly maji stejnou velikost e, maji stejnou velikost i stfedové tuhly, neboli
|<<BO1C| = |<{AO2D|. Z téhoz divodu také plati, ze uhly BO1E, AO2E jsou vzdy opacné
orientované — oba jsou bud vné thlu AEB (pokud € > 90°), nebo do né&j oba zasahuji (pokud
e < 90°). Diky tomu nam pro diikaz osové soumérnosti ptimek £O;, EO2 podle osy thlu AEB
staci ukdzat |[<<{BO1E| = |<TAO2E)|.

Predné si vSimnéme, ze trojuhelniky BO1C, AO2D jsou oba rovnoramenné se stejné vel-
kymi thly proti zékladnég, jsou tedy podobné (sus) a je |<{EBO1| = |[{CBO:| = |[<DAO2| =
|[<{TEAO:|. Déle jsou podobné i trojuhelniky EAB a EDC (diky AB || CD), takze |EA|: |EB| =
|ED| : |EC|; ozna¢ime tento pomér k. Jesté si vSimneme, Ze

|AD| |EA|—|ED| k-|EB|—k-|EC| _
|BC| |EB|-|EC|  |EB|-|EC|

)

ovSem diky podobnosti ABO1C a AAO2D méame také |AO2| : |BO1| = |AD| : |BC| = k.
Trojahelniky EAO2 a EBO; jsou tedy podobné dle véty sus, z ¢ehoz dostavame pozadovanou
rovnost |[{BO1E| = |[<{AO2E]|.

E
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POZNAMKY:

Uloha nebyla nijak zvlast obtiznd, ale velka vétSina fesitelti ziskala pouhé éty¥i body kvili pii-
lisnému upnuti k jedné konfiguraci bodu A, B, C, D, typicky k takové, jako je znézornéna na
obrazku vyse. Poté se jali viceméné spravné dokazovat rovnost |[<{BO1E| = |[<{AO2E|, ovéem
jiz nezduvodnili, ze tyto tihly jsou opacné orientované, bez ¢ehoz pozadovanou osovou soumeér-
nost jesté dokdzanou nemame. S pfipadem £ = 90° si taky nikdo pfili§ hlavu nelamal, ackoliv
v této situaci je velmi oSemetné argumentovat trojuhelnikem EBO; a podobnymi (pro takovéto
ytrojuhelniky“ napt. neplati véta uu). Pouze Frantisek Couf a Martin Raszyk podali dostatecné
dtkladny rozbor situace, ¢imz si vyslouzili plny pocet bodii. Koneéné Antonin Cesik a Miroslav
Stankovi¢ poslali zajimavé feSeni vyuzivajici geometrickych zobrazeni, ¢imz se vySe provedenym

diskusim elegantné vyhnuli a vyslouzili si +i. (Alexander ,,Olin“ Slavik)
Uloha 7. (34; 15; 2,18; 1,0)
Konvexni pétituhelnik ABCDE ma strany AE a BC rovnobézné a pro jeho vnitini uhly plati
|X{ADE| = |<{BDC|. Ozna¢me P prusecik uhlopiicek AC a BE. Dokazte, ze |{EAD| =
|<{BDP| a |<CBD| = |[<<ADP|. (Alca Skélovd)
RESENT:

Sta¢i ukazat |[<{EAD| = |<{BDP)|, druha rovnost se dokaze analogicky prohozenim bodd A a B
a bodu F a C.

Usecky AE a CB jsou rovnobézné a opac¢né orientované, proto existuje zaporna stejnolehlost
se stfedem v P, ktera zobrazi A na C' a E na B. Diky rovnosti |[<X{ADE| = |<<BDC| a tomu, Ze
bod D lezi mezi rovnobézkami AE, BC, se v této stejnolehlosti zobrazi oblouk £ DA na oblouk
BDC.

B C

Dale obraz bodu D ozna¢me D’, pak body D, P, D’ lezi na jedné pfimce a podoblouk ED
se ve stejnolehlosti zobrazi na podoblouk BD’. Témto podobloukiim proto odpovidaji stejné
obvodové thly, a tak |[<{BDD'| = |[X{AED]|, coz jsme chtéli dokézat. Jesté dodejme, ze bod D
nelezi na podoblouku BD’, protoZe lezi v opa¢né poloroviné uréené primkou EB.

POZNAMKY:

Reseni se v z4sadé délila na dva typy — viceméné vzorova (za 5 bodi) a ta, co tvrdila, ze takovy
pétithelnik nutné musi byt osové soumeérny (za 0 bodt). Pak jesté dorazilo nékolik delsich feseni
pomoci sinovych vét. Zadné z nich se ale nedokézalo dobfe popasovat se skutecnosti, ze funkce
kosinus neni prosta, za coz jsem strhaval jeden bod. (Mirek Olsék)
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Uloha 8. (27; 13; 2,30; 1,0)
Osa strany AC' trojihelniku ABC protne stranu BC v bodé M. Déle necht K je priisecik osy
thlu AMB a kratsiho oblouku AB kruznice opsané trojuhelniku ABC. Dokazte, ze piimka
spojujici stiedy kruznic vepsanych trojihelnikim AMK a BMK je kolma na osu uhlu AKB.
(Alca Skélova)

RESEN(:
Trojihelnik AMC je rovnoramenny, nebot M lezi na ose Gse¢ky AC. Spolu s vyuzitim faktu, ze
pfimka MK je osa uhlu AM B, dostavame:

|<CACB| = %(1800 —|CMA]) = %\<IAMB\ — |MAMK]| = |<BMK].

Z rovnosti |<XTACB| = |[<BM K| plyne rovnobé&znost piimek AC a M K.
Nyni ukazeme, ze trojuhelniky AM K a KM B jsou podobné pomoci véty uu. Jak jiz vime,
plati |<<XAM K| = |<BMK|. Druhou rovnost thli dostaneme takto:

|<WK BM| = 180° — |<AK AC| = 180° — |<TK AM| — |<AM AC| =
=180° — [AKAM| — [XAMK| = |TAK M|.

(V prvni rovnosti jsme vyuzili, ze ¢tyfahelnik AKBC je tétivovy.)

Ozna¢me I (resp. J) stfed kruznice vepsané trojuhelniku AMK (resp. KM B). Protoze
AAMK a ANK M B jsou podobné, jsou také podobné trojuhelniky AMI a KM J. Z toho plyne
|[AM| : |[IM| = |KM]| :|JM|. Zéroven plati, ze I (resp. J) lezi na ose thlu AMK (resp. KM B),
a proto |<UMJ| = |[<UMK| + |<KMJ| = (|[KAMK| + |[<KMB|)/2 = |<AM K|, takze spolu
s rovnosti pomérd délek stran dostavame, ze AIMJ je také podobny trojuhelnikim AMK a
KMB.

A

B M C

Uvazme spiralni podobnost? s; (resp. s2) zobrazujici trojiuhelnik AMK (resp. IM.J) na
podobny trojahelnik IMJ (resp. KM B) se stiedem v M a thlem oto¢eni AMI (resp. KMJ).
Protoze |<{TAMI| = |<<{KMJ|, maji Ghly otoceni s1 a sz stejnou velikost. Pro spiralni podobnost
plati, Ze (orientovany) thel mezi pfimkou a jejim obrazem je roven thlu pfislusného otoceni.
To v naSem piipadé znamena, Ze orientované® piimky KA a JI sviraji stejny orientovany tihel
(AMTI dle s1) jako orientované piimky JI a BK (KM J dle s2). Pfimka JI je proto rovnobé&zna
s osou uhlu mezi orientovanymi pfimkami BK a KA. Koneéné tato osa thlu je kolmé na osu
vedlejsiho thlu — tedy uhlu BK A. Pfimka I.J je tak kolma na osu thlu BK A, coz jsme chtéli
dokazat.

28piralni podobnost je slozeni stejnolehlosti a otogeni podle stejného stiedu.
3U orientovanych piimek bereme v potaz potradi vrcholi, které ji udavaji. Napiiklad orien-
tovand piimka KA je ,jind“ (opa¢nd) neZ orientovand pfimka AK.
11
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POZNAMKY:

Seslo se 26 feSeni, z toho 12 bylo dobfe. Spravna feSeni vétSinou vyuzivala pocitani thla a
posléze néjakou variantu spirdlni podobnosti. Eleganci pfi pouziti spiralni podobnosti vynikla
feSeni Fduarda Batmendijna a Miroslava Psoty, za coz si jmenovani vyslouzili +¢. Dalsi +i
dostal Jakub Svoboda za velmi odlisny pfistup vyuzivajici ,mrkvovo-salamové“ a ,Bismarckovo®
lemma, neboli originalné pojmenované tvahy o Svrékové bodu.? Radovan Svarc ve svém FeSeni
vyuzival dokonce kruhovou inverzi. Nespravna feseni obvykle obsahovala pouze jeden konkrétni
piiklad v podobé obrazku, byt peclivé narysovaného, pfipadné né&jaka pozorovéni, ktera ale
nebyla dostateéné odivodnéna. (Pepa Svoboda)

4Svrékav bod piislusejici vrcholu A v trojuhelniku ABC je stied oblouku BC kruznice opsané
trojuhelniku ABC, neobsahujiciho bod A.
12



Funkce

3. PODZIMN{ SERIE VZzZOROVE RESEN{

Uloha 1. (91; 89; 2,86; 3,0)
Z jednoho znaku x, tii jednidek, tif minusu a étyF svislych éar (tj. symbold pouZitelnych pro
z&pis absolutni hodnoty) slozte vyraz, jehoZ hodnota je nulovd pro alespori &tyfi redlna cisla
z. (Anic¢ka Dolezalovd)

RESENT:
Myslenka tlohy spociva v tom, Zze do sebe vnofime dvé absolutni hodnoty. Prikladem reSeni je
funkce f(z) = ||z| — 1 — 1| — 1, ktera je nulova pro z = £1 a x = £3.

POZNAMKY:

U této tlohy mé prekvapila invence nékterych resSiteld, ktefi se snazili ¢ast znakt umistit do

exponentu. Bohuzel si asto neuvédomili, ze 0° nemda definovanou hodnotu, a tak nalezené

funkce nemély za defini¢ni obor vSechna realna ¢isla. Objevilo se ale i nékolik fesitelt, kterym se

povedlo najit funkci identicky rovnou nule. Pfikladem takové funkce je f(z) = | — 1}| — | — 1%|.
(Martin Topfer)

Uloha 2. (49; 42; 2,49; 3,0)
Naleznéte nekonstantni funkci f:R — R takovou, ze funkce f(2z) a (f(x))? jsou periodické a
maji stejnou nejkratsi periodu. (Martin Sykora)

PRVNf RESEN{:
Definujme funkci
1 pro x celd suda,

f(z)=4¢ —1 pro z cela licha,
0 proxz € R\ Z.

Tato f je tedy dobie definovana na R. Ukazeme, ze f(2x) a (f(x))? jsou periodické a maji
stejnou nejkratsi periodu.

1 pro x cela,
f(2z) =¢ —1 proz =% kde k je lich¢,
0 pro ostatni x € R.

Tedy f(2x) je periodickd a ma nejkratsi periodu rovnu jedné.

s )1 pro x € Z,
(@) _{0 proz € R\ Z.

Tedy (f(z))? ma nejkratsi periodu také rovnu jedné.
Funkce f(2) a (f(x))? jsou periodické a maji stejnou nejkratsi periodu, proto je zvolena f
feSenim ulohy.

13
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DRUHE RESEN{:
Ukéazeme, ze pro f(z) = sin(x) maji funkce f(2z) a (f(z))? stejnou nejkratsi periodu. Protoze
funkce sin(z) ma nejkratsi periodu 27, pro funkci sin(2z) je to w. Nyni uré¢ime nejkratsi periodu
funkce sin?(z).

Plati sinz = —sin(z + 7), tedy sin?(z) = sin?(z + 7), proto 7 je perioda funkce sin? 2. Pro
x € (0,7) plati, Ze sinx # 0, tedy také sin? z # 0, ale sin?(0) = 0, proto 7 je nejkratsi perioda
funkce sin? z.

Tedy funkce sin(2z) a sin? 2 jsou periodické a maji stejnou nejkratsi periodu, proto f(z) =
sinz je FeSenim ulohy.

POzZNAMKY:

Drtiva vétsina Fesitelt volila f(z) = sinz, ale ne vSichni uspé&sné ukazali, Ze skute¢né sin(2z) a
sin? z maji stejnou nejkratsi periodu. O tom ale pfece byla tahle tiloha — vybrat si takovou f,
u které umim ukézat nejen jaka je perioda f(2x) a (f(x))2, ale dokonce jaka je nejkratsi perioda
téchto funkci. Z tohoto hlediska se mi prvni vzorové feSeni zdd mnohem snazsi, je to na ném

totiz opravdu ,,vidét“. (Michaela ,, Misa* Hubatova)
Uloha 3. (52; 34; 1,96; 2,0)
Jsou dény ryze® monotdnni funkce f,g:R — R takové, Ze funkce f(g(z)) je rostouci. Dokazte,
Ze funkce g(f(z)) je rovnéz rostouci. (David Hruska)
RESEN(:

Funkce f, g jsou podle zadani ryze monoténni, ¢ili kazd4 z nich je bud rostouci, nebo klesajici.
Predpokladejme nejprve, ze g je klesajici. Vezméme si dvé libovolna realna ¢isla x1, x2 spliujici
x1 < x2. Z predpokladu a definice klesajici funkce plyne g(xz1) > g(z2). Ze zadéni vime, Ze
f(g(z1)) < f(g(x2)). Pokud by f byla rostouci, platila by posledni nerovnost obréaceng, ¢ili f
musi byt klesajici funkci (vime uz, Ze je rostouci, nebo klesajici). Potom jiz dvojim pouZitim
definice klesajici funkce pro kazda dvé redlnd z1 < z2 dostavame f(z1) > f(z2), a nasledné
g(f(z1)) < g(f(z2)), coz znamena, Ze slozena funkce g(f(x)) je opravdu rostouci, jak jsme méli
dokazat.

Pokud je g rostouci, dostaneme stejnym postupem jako v prvnim piipadé pro kazda dvé
redlnd x1 < @2 nerovnost g(z1) < g(xz2). To spolus f(g(z1)) < f(g(x2)) znamens, Ze f nemuze
byt klesajici, proto je rostouci. Opét tedy dostavame g(f(z1)) < g(f(x2)), ¢ili g(f(x)) je rostouci
funkce.

POZNAMKY:

Uloha byla jednoduché, piesto byla zhruba polovina feSeni zmatenych nebo vylozené scestnych.
Nékteri z vas si spravné vsimli, ze se monoténni funkce pii skladani chovaji jako nasobeni
kladnych/zapornych &isel (zndmé pravidla typu ,minus krat minus je plus“), ale misto dikazu
tato ,odpozorovanad“ pravidla jen pouzivali. Jadrem tulohy byla pravé manipulace s definicemi
rostoucich a klesajicich funkci, takze za prohlasovani téchto pravidel za zfejmé jsem bod(y)
strhaval. Nékolik Fesitelt se také pokouselo tlohu derivovat (v PraSeti se diirazné nedoporucuje)
a bohuzel doslo i na klasicky pfistup — ovéfeni tvrzeni pro jednu konkrétni dvojici funkci, coz
presné v ulohéach typu , Dokazte ...“ od reSiteld nechceme, ale o tom bylo jiz feceno a napsano
dost. Na druhou stranu prislo i mnoho spravnych a stru¢nych reseni, nad kterymi jsem si spravil
naladu. (David Hruska)

50 funkci fekneme, 7e je ryze monoténni, pokud je rostouci nebo klesajici.
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Uloha 4. (60; 48; 3,93; 5,0)
Je déana funkce f:N — N splnaujici soucasné nasledujici dvé podminky:

(i) Pro ka#dé dvé nesoudélna® kladna celd ¢isla a, b plati f(ab) = f(a) - f(b).

(ii) Pro kazda dvé (ne nutné rizna) prvocisla p, ¢ plati f(p+q) = f(p) + f(q)-
Dokazte, ze f(3) = 3. (Filip Hlések)
RESEN(:
Predpokladejme, ze f je funkce vyhovujici podminkam v zadani. Specidlné tedy splnuje pod-
minku (i) pro nesoudélnd a =2, b= 3:

J(6) = f(3-2)=f(3) f(2).
Zaroven pro funkci f plati podminka (ii) pro prvocisla p = 3, ¢ = 3:
f(6) = f(3+3)=f(3)+ f(3) =2f(3).

Vydélenim predchozich dvou rovnosti ziskdvame f(2) = 2 (vSechny ¢leny jsou pfirozend &isla).
Dale vyuzijeme platnosti prvni podminky pro nesoudé€lna a = 3, b = 4:

fA2) =f3-4) = f(3) - f(4).

Poté nékolikrat pouzijeme druhou podminku pro prvodisla 2, 3, 5, 7 a dosadime predem zjisténé
hodnoty. Tim ziskdme

f4)=72+2)=f2)+f(2) =4

fG)=F2+3)=f2)+ 1) =2+0),
F()=7F2+5)=[f2)+f(5) =4+ f03),
f(A2) = f(5+7) = f(5) + f(7) =6 +2f(3)

Diikaz dokonéime srovndnim hodnoty f(12):

FB3)F(4) = 6 +2f(3),
4£(3) = 6+ 2/(3),
f3)=3.

POZNAMKY:

Uloha vypadala na prvni pohled pomérné jednoduse, ale kdy# do ni &lovék zkusil néco dosadit,
brzy zjistil, Ze zrovna hodnotu f(3) neni snadné vyjadrit. V podstaté vSechna spravna feseni se
k vysledku dopracovala stejné jako v tom autorském za pouziti hodnoty f(12). Bez chyby bylo
také jedno, které mimo jiné pouzivalo f(11), f(13), f(19), f(20) a f(22).

Mnoho Fesitelt si také spravné povsimlo, Ze lze snadno ukdzat f(1) = 1. Tohoto poznatku
ale neni mozné v dalsim feSeni nijak pouzit a je potom vcelku zbyteéné to do Cistopisu vibec
psat.

Reseni, kterd nedostala plny pocet bodtl, se daji rozdélit do dvou skupin. Prvni ¢ast se mé
snazila (at uz tmyslné ¢ netimyslné) presvédcit, ze ¢islo 1 je prvodislo, coz bohuzel neni pravda.
V jiné tloze by to nebyl takovy problém, ale v této se jednalo o neimérné zjednoduseni, které
zadany problém cinilo trividlnim.

SDvé celd &isla jsou nesoudélnd, jestlize je jejich nejvétsi spolecny délitel roven jedné.
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Druhé ¢astd chyba byla, ze se néktefi zaméfili pouze na jednu podminku ze zadani (napf.
(1)) a tvrdili, ze ji vyhovuje pouze zna¢né omezend mnozina funkci (napt. f(z) = k- z"). To
lze poté snadno dosadit do druhé z podminek a ovérit, ze jedind vyhovujici funkce je f(z) = z.
Uloha by takto byla jednoducha a takové tvrzeni obecné neplati (nas piiklad vyvraci funkce
f(x) — 2poéet_prvoéisel_v_rozkladu(z)).

Kdo se nad ulohou zamgyslel déle, jisté ho napadlo zjistit, zda existuje i jind funkce nez
oc¢ividna f(z) = z, kterd by vyhovovala podminkdm v zadani. Pokusme se spole¢né dokazat, ze
jina takova funkce neexistuje.

Pii dikazu pouzijeme Goldbachovu hypotézu, kterd dodnes neni dokdzana, ocekiva se ale,
ze je platna. Pokud vsak neplati, tak ani zminény dukaz nefunguje. Tvrzeni rikd, ze kazdé sudé
prirozené cislo vétsi nez dva lze zapsat jako soucet dvou prvocisel. Diky tomuto snadnému a
pochopitelnému znéni se hypotéza stala jednim z nejznaméjsich otevienych problémdu, jehoz
rozieSenim se stale muzete proslavit.

Postupujme matematickou indukci. Pouzitim autorského feseni tilohy bychom pro vSechna
pfirozend x < 12 ukdzali f(z) = z. Dale pfedpokladejme, Ze pro pfirozené n > 6 plati, Ze pro
vSechna pfirozend z < 2n je f(xz) = z. Ukdzeme, ze f(2n+1) =2n+1a f(2n+2) =2n+2
rozborem pfipada.

(1) 2n 4+ 1 neni zddna pfirozend mocnina lichého prvoéisla. Potom lze rozlozit na souéin
dvou nesoudélnych celych ¢isel a, b mensich nez 2n+ 1, takze za pouziti (i) a indukéniho
predpokladu f(2n + 1) = f(ab) = f(a)f(b) = ab=2n+1.

(2) 2n+1 je prvoéislo. Potom jedno ze sudych ¢isel 2n + 4 a 2n + 6 neni mocninou éisla 2
a lze tedy rozlozit na soucin nesoudélnych celych cisel vétSich nez 1 a mensich nez 2n.
Pouzitim (i) a indukéniho pfedpokladu dostavame, Ze pro toto ¢islo z plati f(z) = =
a dikaz indukéniho kroku ziskdme bud pouZitim prvoéisla 3, nebo 5 spole¢né s 2n + 1
v podmince (ii). VSimnéte si, Ze tento postup navic funguje pro vSechna prvocisla p
takova, ze % < 2n, neboli p < 4n — 5.

(3) 2n + 1 je pfirozend mocnina lichého prvoéisla (alesponi druha). Potom je podle pred-
choziho bodu pro vSechna prvoéisla p < 4n — 5 pravda f(p) = p. Kdybychom ukéazali,
ze f(4n + 2) = 4n + 2, tak mame vyhréno, nebot by stacilo pouzit (i) pro nesoudélna
2n + 1 a 2. Podle Goldbachovy hypotézy lze 4n + 2 zapsat jako soucet dvou prvocisel.
Pokud jsou obé tato prvocisla mensi nebo rovna 4n — 5, tak staci vyuzit (ii). Problém
ale nastava, kdyz jedno z nich je rovno 3 nebo 5.

Necht tedy p = 4n — 3 je prvoéislo (p + 5 je potom 4n + 2). Aspon jedno z &isel
p+7=4(n+1), p+ 11 = 4(n + 2) neni mocninou dvojky. Oznaéime ho z a diky tomu,
ze ho lze rozlozit na souéin dvou nesoudélnych celych éisel, kterd nejsou vétsi nez 2n,
tak pomoci (i) dokdzeme z indukéniho predpokladu, ze f(z) = z. Z (ii) jiz poté snadno
plyne f(p) = p a dale f(4n+2) = 4n + 2, coz jsme chtéli ukdzat. P¥ipad 4n+2=p+3
rozebereme analogicky (pouZijeme p + 5 a p + 13). PovSimnéte si, Ze jsme vzdy volili
takova Cisla, ktera byla délitelna ¢tyfmi a $la tedy rozlozit na soucin dostatecné malych
Cinitelt (nejvyse % < 2n, pro n > 6, coz jsme predpoklddali).

To, ze plati f(2n + 2) = 2n + 2, dokdZeme opé&t snadno pomoci Goldbachovy hypotézy. Tim
jsme dokazali ivodni vyrok také pro n + 1, z principu matematické indukce tak plyne platnost
tvrzeni. (Filip Hlések)

Uloha 5. (61; 47; 2,70; 3,0)
Najdéte viechna realna ¢&isla x, pro ktera plati”
z|z|x|z]|]] = 2001.
(Martin Cech)

7Symbol |z zna&i dolni celou Gast &isla x, tedy nejvétsi celé Gislo nepievysujici .
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RESENT:
Jedinym rieSenim je x = 2001/286. Aby sme toto mohli tvrdif, rozoberme si priebeh funkcie
f(z) = z|z|z|z]]||. Ukdzeme, Ze f je na intervale (—1, 1) nulov4, na (1, co) rastie a na (—oo, —1)
klesa.

Interval (—1,1) si eSte rozdelime na dva intervaly: (—1,0) a (0,1). Pre kazdy z intervalov
(-1,0), (0,1), (1,00) a (—o0, —1) dokdZeme jeho uvedenu vlastnost zvI4st.

z € (~1,0), z € (0,1),
—z € (0,1), lz] =0,
lz) = -1, zlzlzlz]]] = 0= f(z).
z|z] = —=,

lzlz]] =0,
zlzlz|z]|] = 0= f(2),

Takze sme ukézali, Zze na (—1,1) je f(z) = 0, na tomto intervale teda f(z) = 2001 rieSenie
urcite nema.

Dalej ukaZeme, 7e f je na (1,c0) rasttica a na (—oo, —1) klesajtca. Majme teda = > y
z intervalu (1, 00), resp. (—oo, —1), potom plati:

x>y >1, y <z < -1,
lz] > |y] > 1, ly] < lz] < -1,
zlz] >yly| > 1, yly] > z|z] > 1,

lzlz]] > lylyl] > 1, lylv]] > |=[=]] > 1,
zlzlzl] > ylylyl] > 1, resb: ylylyl] < zlz|z]] < -1,
lzlzlz]]] > lylylyl]] > 1, lylylyll] < lzlz|z]]] < -1,
zlzlz|z]]] > ylylylyll] > 1, ylylylyll] > zlz|=(z]]] > 1,

f() > f(y), @) > f(=).

Teda f je skutoéne na intervale (—oo, —1) klesajtca a na (1, c0) rasttca, a preto na kazdom
z tychto intervalov moze mat rovnica f(z) = 2001 maximalne jedno riesenie. Na (1,00) ho
skutoéne ma: x = 2001/286.

Ukazeme dalej, Ze na intervale (—oo, —1) rovnica f(z) = 2001 rieSenie nemoze mat. Pre spor
predpokladajme, Ze existuje z € (—oo, —1) také, ze f(x) = 2001. Cislo z = |z|x|z]]] je zZdporné
a celé. Podelenim rovnice f(xz) = 2001 tymto ¢islom dostaneme, Ze x moézeme zapisat v tvare
z = 2001/

Plati ale f(—2001/303) = 2007,6 > 2007 a f(—2001/304) = 1994,4 < 1995. Teda keby
z > —303, mame z = 2001/z < —2001/303, a teda z klesania f vieme, ze f(z) > 2007 > 2001,
¢o je spor s f(z) = 2001. Keby naopak z < —304, platilo by z > —2001/304, a teda f(z) <
1995 < 2001, ¢o je opédt spor. Rovnici f(z) = 2001 preto nevyhovuje ziadne zdporné z a rieSenim
je naozaj jedine xz = 2001/286.

POZNAMKY:

Vo vicsine spravnych rieseni ste postupovali ako my. Medzi ¢astymi chybami bolo, zZe ste nedo-
kézali, Ze rieSeni nemoze byt viac, sice ste tuto skuto¢nost ticho prepokladali a nejaké riesenie
medzi 6 a 7 ste nasli. V lepSom pripade ste aspon ukézali, ze na tomto intervale ziadne dalsie
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¢islach) nemohlo byt dalsie riesenie (a podobne na zapornych). Zopér riesitelov dokonca ,mnaslo“
aj zaporné riesnie. (Marta Kossaczka)

Uloha 6. (36; 31; 3,58; 4,0)
Pro dana dvé cela ¢isla p, q uvazme kvadratickou funkci f: R — R uréenou predpisem
f@) =2 +pz+q

Rekneme, Ze celé &islo t je dobré, jestlize ¢isla f(t) a f(t + 1) jsou riizna a jedno je nasobkem
druhého. Dokazte, ze je-li poc¢et dobrych ¢isel konec¢ny, pak je sudy. (Martin ,,E.T.“ Sykora)

RESEN(:
Nejprve si uvédomme, ze graf funkce f je parabola s vrcholem v bodé —p/2, kterd je osové
soumérnd podle osy © = —p/2. Proto miZeme nabyt podezfeni, Ze pokud bude néjaké dobré

¢islo na jednom rameni paraboly, bude néjaké jiné i na tom druhém, a tedy Ze je pocet dobrych
¢isel sudy. V nasledujicich fadcich tuto ideu formélné dokazeme.

Povsimnéme si, Ze pro vSechna realna cisla = plati f(z) = f(—z — p). Dosazenim = + 1 a
(=p—1)/2 za x dostavame rovnosti f(z+1) = f(—z—p—1) a f((-p—1)/2) = f((—p—1)/241).
Z druhé z nich vyplyva, ze ¢islo (—p — 1)/2 neni dobré (je-li viibec celé).

Ostatni cela ¢isla (bez (—p — 1)/2, pokud by bylo celé) pak poparujeme takovym zptisobem,
ze v kazdé dvojici jsou cisla a a b pravé tehdy, je-li jejich soucet —p — 1. Protoze je —p — 1 celé
éislo, je toto parovani korektni, nebot kazdému celému éislu a do dvojice skutecné prifadi celé
¢islo b riizné od a. Z jiz diive objevenych rovnosti f(z) = f(—z —p)a f(r+1) = f(—z—p—1)
dosazenim a za x pak vyplyva, ze Cislo a je dobré pravé tehdy, kdyz b = a —p — 1 je dobré.

V kazdém péru tak bud obé ¢isla jsou, nebo obé éisla nejsou dobré. Jind ¢isla byt dobrymi
nemohou, a tak je pocet vSech dobrych ¢isel — za predpokladu, Ze je kone¢ny — sudy.

PozNAMKY:

Vétsina doslych Feseni vice ¢i méné kopirovala vzorové feseni. Resitelé se snazili najit parovani
dobrych cisel a vétsinou volili spravny postup. Bohuzel ale velice casto chybéla diskuse kolem
&sla (—p — 1)/2. Mnoho Fesitel opomnélo zdtivodnit, Ze nalezend ,dobra ¢isla“ jsou celd, coz
byla jedna z podminek v zadéani. Za tyto a podobné nesvary jsem strhaval podle zavaznosti
jeden az dva body.

Neékolik fesiteli také argumentovalo tim, Ze na mnoziné dobrych &isel (oznadéme si ji x)
nalezli bijekci. To je sice jedna ze spravnych cest ke spravnému feSeni, ale jesté je tieba dodat,
ze dana bijekce je symetrickd (tedy se rovna svému inverzu) a Ze kazdému prvku pfifadi n&jaky
jiny prvek. Pokud toto nezminite, mtze byt bijekci napriklad cyklickd zaména nebo dokonce
identita, které pocet prvkd mnoziny x nijak neomezuji.

Vzhledem k tomu, zZe chybovali i zdatni FeSitelé, dovolim si k bijekci pridat jesté par slov.
Pokud naleznete bijekci mezi dvéma mnozinami 2 a ¥, znamen4 to, ze obé mnoziny maji stejny
pocet prvku. Nalezenim bijekce na jedné mnoziné (tedy z Q2 na Q) jen ukazete, ze |Q| = ||, coz
je ale trividlné ziejmé, takze nic takového ukazovat nemusite. Ve skutecnosti bijekce existuje na
kazdé mnoziné — napiiklad vyse zminénda identita — takze objevenim néjaké bijekce neziskate

informaci zadnou. (Martin ,,E.T.“ Sykora)
Uloha 7. (38; 29; 3,11; 3,0)
Rozhodnéte, zda lze funkci f:R — R urcenou predpisem f(x) = x? zapsat jako soucet dvou
periodickych funkci. (Alexander ,,Olin“ Slavik)
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RESEN(:
Dokézeme sporem, Ze tvrzeni ze zadani neplati. Pfedpokladejme, ze existuji periodické funkce
g, h:R — R takové, Ze g(z) + h(x) = 22 pro viechna z € R, pficemz h m4 periodu p # 0.
Ptedpokladanou identitu piepiseme na h(z) = 2 — g(x). Z periodi¢nosti h dostavame pro
vSechna x € R rovnost
h(zx) = h(z + p),
2? —g(z) = (z +p)* — g(z + p),
g9(z +p) — g(z) = 2zp + p°.

Jelikoz je g periodicka funkce, je periodicka i funkce dana predpisem g(z +p) — g(x). To je vSak
spor, protoze 2zp + p? neni pro p # 0 periodickou funkci.

POZNAMKY:
Priblizné polovina doslych reseni byla spravné, pficemz vétsina z nich postupovala dosazovanim
hodnot 0, p, ¢, p + ¢ do identity g(z) + h(z) = 22, kde p, resp. g je periodou g, resp. h. Vyse
uvedeny postup je jen strucnéjsi variaci na tuto metodu. Autofi chybnych feSeni se zpravidla
odvolavali na neplatnd tvrzeni o periodickych funkcich — napf. ze musi byt omezené ¢i ze jejich
s¢itanim dostaneme opét periodickou funkci.®

Ve skutecénosti jakékoliv feseni, které dostateéné nevyuzivalo vlastnosti funkce =2, bylo pre-
dem odsouzeno k nizkému bodovému zisku, nebot identickou funkci i(z) = z jako soucet dvou
periodickych prekvapivé napsat lze. Pro zajimavost si nastinime konstrukci onéch funkci.

Zvolme libovolné iracionélni ¢islo a. Nasim cilem bude zkonstruovat 1-periodickou funkci g
takovou, ze g(z) — x bude a-periodicka. Pro z € R definujme pomocnou funkci p.:Z — (0,1)
predpisem p.(n) = {na + z}, kde zdvorkami {} znacime zlomkovou &&st ¢isla (jako v prvnim
dilu serialu). Diky iracionalité « je p, prosta. Jesté definujeme mnozinu M, = {p.(n) | n € Z}.

Neni tézké si rozmyslet, ze pokud maji dvé takovéto mnoziny M,,, M, neprazdny prunik,
pak jiz nutné M,, = M., mizeme tedy zkonstruovat mnozinu realnych ¢isel Z takovou, ze pro
kazdé = € (0, 1) bude existovat pravé jedno z; € Z takové, ze x € M, . Diky této jednoznacnosti
miZzeme definovat nasi funkci g na (0,1) jako g(z) = o - pz.}(z) a na zbytku R ji dodefinovat
periodicky.

Z definice je g 1-periodickd a pro kazdé z € R patii ¢éisla {z}, {z + o} do téze mnoziny M,
pro praveé jedno z € Z, je tedy

glz+a)=a-p;l(e+a)=al; (@) +1) = g() + o,
neboli g(z + ) — (z + a) = g(x) — z, coz jsme chtéli. (Alexander ,,Olin“ Slavik)
Uloha 8. (19; 8; 2,42; 1,0)
Naleznéte vsechny funkce f:R — R takové, Ze pro vSechny ¢tverice realnych cisel x, y, u, v

splnujicich ¢ + y = u + v plati

(f@@) = f(®)) - (u—v) = (f(u) = f(v)) - (= —v).

(Pepa Tkadlec)

8To mame zaruceno jen tehdy, je-li podil period s&itanych funkci racionalni é&slo.
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KLASICKE RESENT:

Predpokladejme, ze f spliiuje zadanou rovnici pro vSechna z, y, u, v, pro néz plati t+y = u+w.
Pak f tutéz rovnici spliiuje pro konkrétni dosazeni z, —z, y, —y, nebot to rovnéz spliiuje z —z =
y — y. Pro nenulova = a y mizeme rovnici prepsat do tvaru

f@) = f(=2) _ fly) = f(=y)

z Y

odkud vidime, Ze podil (f(z) — f(—z))/z je pro nenulova z konstantni. Ozna¢me si tuto kon-
stantu jako 2b. Pak muzZeme psat f(z) = 2bxz + f(—x) pro vSechna z € R, nebot pro x = 0 plati
rovnost trividlng. Oznacme jesté f(0) =ca f(—1) =

Bud nyni ¢ libovolné reélné &islo. Provedme dvé dosazeni do ptivodni rovnice.? Jest

(55, 5, 1,0] (r(:5H) *f(#))h (£ = (D),
[l 11 ] —(f(%) t+1 )
t+1

V druhé rovnici pouzijeme f(fi) btJrl + f(
kem druhé. Dostaneme

) a pak seCteme prvni rovnici s t-nasob-

f@) =(d—c+b)t? +bt+ec
Protoze ¢ bylo libovolné, musi byt f(t) = at? + bt + c pro kazdé t € R, kde a, b, ¢ jsou n&jaka
redlnd cisla nezavisld na t. Zkouskou se presvédéime, Ze vSechny takové funkce zadani skutecné
splnuji.
LISACKE RESENT:
Predpokladejme, ze f je fesenim zadané ulohy. UkaZzeme, Ze f je polynom nejvySe druhého
stupné, tj. ze existuji redlné konstanty a, b, ¢ takové, ze f(x) = ax? + bx + ¢ pro kazdé realné x.
Bud P polynom nejvySe druhého stupné spliujici P(t) = f(¢) pro t = 0,1, 2. Ukazeme, Ze
pak jiz P(z) = f(z) pro viechna z € R. Oznaéme si P(z) = az? + bx + c. Dokazme nejprve, Ze
pokud plati P(t) = f(¢) pro n&jaka riizna t = z, y, u, pak tato rovnost plati i pro ¢t =z +y — w.
Volbou t = x+y —u splnime rovnost t+u = x+y, takze tyto hodnoty lze dosadit do rovnice.
Jest
(f(z) = fW) (w—t) = (f(u) = f(1)) (z = v).
V dalsim kroku vyuzijme predpoklad, ze f(z) = P(z), f(y) = P(y) a f(u) = P(u). Dostaneme
po upravé
(P(z) = P(y))(u—1t) = (Pu) — f(t))(z — y),
(a(:v2 - y2) + b(z — y))(u —t) = (au2 +bu+c— f(t))(:v —y).

Délenim (nenulovym) vyrazem = — y a nahrazenim x + y = u + t dostaneme

(a(u+1t) +b)(u—1t) = au® + bu+c — f(¢),
f@) = a@? —u?) + b(t — u) + au® + bu+ ¢,
f(t) = at®> + bt +c= P(t),
coz jsme chtéli ukazat.

Bud nyni z libovolné realné éislo riazné od 0, 1 a dale bud @ polynom nejvyse druhého
stupné spliujici f(¢t) = Q(¢) pro ¢ = 0, 1, z. Potom podle pfedchoziho pozorovani je i f(z+1) =
Q(z + 1), nebot z+1 =14z — 0. Stejné tak f(2) = Q(2), jelikoz 2 =1+ (x + 1) — z. Celkem
P(t) = f(t) = Q(¢) pro t = 0,1, 2. Protoze P a Q jsou polynomy stupné nejvyse dva a shoduji
se ve tfech ruznych bodech, nutné P = Q, a proto f(z) = Q(z) = P(x), coz jsme chtéli ukazat.

9Hranatymi zavorkami la,b, ¢,d] znac¢ime dosazeni a za x, b za y, c za u a d za v.
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MODERN{ RESEN{:

Ozna¢me pismenem M mnoZinu vSech FeSeni zadané tlohy. Snadno se ovéfi, ze funkce fo(z) = 1,
fi(z) = z, f2(x) = 22, = € R patii do M. Déle si véimneme, %e pokud f,g € M, pak f+g € M
a téz af € M pro kazdou realnou konstantu a. Mnozina M tedy obsahuje vSechny polynomy
stupné nejvyse dva. Bud nyni h € M libovolna. Necht P(z) = ax? + bx + ¢ € M je polynom
takovy, ze P(t) = h(t) pro t = —1,0,1. Funkce f(z) = h(z) — P(z) je pak nulovd v bodech —1,
0 a 1. Ukézeme, Ze f je jiz nulova na celém R.

Bud z libovolné realné ¢islo. Dosadme postupné tii ¢tvefice

[z+ 1,2 —1,22,0]: (flz+1) = f(z —1))2z = 2f(2x),
[x—1,—2,-1,0]: —flz—1)+ f(—z) =0,
[~z,2+1,1,0] : f(=z) = f=+1)=0.

Pfi¢tenim (—x)-nésobku druhé a z-nasobku tfeti rovnice k prvni ziskdme f(2z) = 0. Protoze x
bylo libovolné, h = P, ¢ili kazdé feSeni je polynomem nejvyse druhého stupné.

POzZNAMKY:
Jak uz to tak u osmicek byva, FeSeni se déli na ta spravna a na pokusné. Hranice tentokrat byla
velmi ostra. Kdo tlohu mél a dokézal ji rozumné napsat, dostal pét bodu. Kdo stfilel a trefil
feSeni, dostal bod.
Rozdéana byla i t¥i i-¢ka. Dostali je Ondrej Darmovzal za rychlé a prehledné feseni pomoci
soustavy, Frantisek Couf za feseni moderni a Eduard Batmendijn, ktery postupoval lisacky.
(Vit ,Vejtek“ Musil)
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Teorie Cisel

1. SERIALOVA SERIE VZzOROVE RESEN{

Uloha 1. (49; 28; 2,86; 3,0)
Necht n, k jsou pfirozena ¢isla a k je bezétvercové.l® Predpokladejme, Ze

nd +2n? +k
n? +k

je celé ¢islo. Dokazte, Ze pak uz plati n = k. (Stépan Simsa)

STANDARDN{ RESEN{:
3 2
Aby byl zlomek %ﬁ;ljk celé ¢&islo, musi platit

n?+k|nd+2n? +k,

tedy n2 +k | n3+2n2 +k— (n+2) - (n2+ k) = —nk — k, neboli n2 + k | nk + k. Oznac¢me
si'! d = (n,k) a vezméme si takové &isla N, K, e n = Nd a k = Kd. Z vlastnosti nejvétsiho
spole¢ného délitele vime (N, K) = 1. Navic pokud (K,d) = a, tak a | d, a | K, takze a? | k,
z ¢ehoz plyne a = 1 (k je bezétvercové). Odtud méme, ze i ¢isla K a d jsou nesoudélna. RozepiSme
si nyni n? + k | nk +k do N, K a d a upravme:

N2d? + Kd | NdKd + Kd,
N?d+ K | NKd+ K = K(Nd + 1),

ale protoze je (N,K) = 1 a (d,K) = 1, tak (N2d 4+ K,K) = (N?d,K) = 1, a proto plati i
N2d+ K | Nd+ 1. Cisla N2d + K i Nd + 1 jsou obé pfirozena, plati tedy N2d + K < Nd + 1,
coz spolu s tim, ze N2d > Nd a K > 1, znamen4, Ze musi nastat rovnosti, a tedy K =1, N = 1.
Proto n = d = k, coz jsme chtéli dokazat.

RyYCHLE RESEN (PODLE MIROSLAVA STANKOVICE):

Jako minule n? + k | nk + k, takZe pro né&jaké ptirozené &islo a plati a(n? + k) = nk + k, neboli
an? = k(n+1—a). Proto k | an?, ale jelikoz je k bezétvercové, tak i k | an, tedy k < an. Proto
n+1—a=an?/k > n, z éehoz plyne a < 1. Je tedy a = 1 a n? = kn, a tak skuteén& plati
n =k.

10Tedy neexistuje pfirozené éislo a > 1 takové, ze a2 | k.
11pt¥ipomenime si, ze (a, b) znadi nejvétsiho spoleéného délitele &isel a, b.
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TRIKOVE RESENf (PODLE MARKETY CALABKOVE):
Opét a(n? + k) = nk + k pro né&jaké prirozené ¢islo a. Tuto rovnost upravime na tvar

an® —kn+k(a—1) =0, ()

coz je kvadraticka rovnice v n, jejiz jeden kofen musi byt prirozené ¢islo. Proto jeji diskriminant
k2 — 4ka(a — 1) = k(k — 4a(a — 1)) musi byt druha mocnina celého ¢&isla. Proto musi k délit
celou druhou zévorku (diky bezétvercovosti), tedy &k | k — 4a(a — 1), a tedy i k | 4a(a — 1). Aby
vSak méla rovnice () vibec FeSeni, musi byt k > 4a(a — 1), takze je 4a(a — 1) bud rovno k,
nebo je to 0, nebo zaporné ¢islo. Posledni moznost nemuze nastat, protoze a je pfirozené cislo.
Dale k # 4a(a — 1), protoze jinak by k bylo délitelné étyimi, tedy by nebylo bezctvercové. Proto
4a(a —1) = 0, z &ehoz plyne a = 1. Rovnice (&) tedy prejde na tvar n? — kn = 0, coz mé jediné
kladné reseni n = k.

POzZNAMKY:

Ti, co se vydali standardni cestou, obvykle tlohu tspésné dokoncili a ziskali tak plny pocet bodt.
Poté se objevilo pomérné hodné rychlejsich a trikovéjsich feseni, podobnych jako ta citovana,
ktera byla ohodnocena imaginarnim bodem. Bohuzel se ale objevilo i hodné feseni se zavaznou
chybou, kterou bylo napiiklad tvrzeni, Ze pokud n? + k | n?(n + 1), tak n2 + k | n? nebo
n? +k | n+1 (které neplati, jak si mizete rozmyslet). Koneéné nékteii bohuzel dokazovali jinou
ulohu, kdyz dosadili n = k a zjistili, Ze se jedna o celé ¢islo. Bylo tfeba dokézat pfesné opa¢nou

implikaci. (Stépan Simsa)
Uloha 2. (29; 26; 3,52; 4,0)
Meéjme pfirozené ¢islo n > 2. Dokazte, ze kazdé z cisel n! 4+ 2,n! 4+ 3,...,n! +n ma takového
prvociselného delitele, ktery neni délitelem zadného z n — 2 zbylych cisel. (Josef Svoboda)
RESENT:

Uvazujme pevné n a ¢islo n! + k. Rozebereme dva pripady.
Pokud vSechna prvocisla v prvociselném rozkladu éisla k déli i nékteré (ne nutné stale stejné)

z ostatnich &isel 2,... ,k—1,k+1,... ,n, rozlozime zkoumané &islo do tvaru k(n!/k + 1). Cislo
(n!/k+1) je vétsi nez jedna, uvazujme nékterého jeho prvociselného délitele p. Plati n!/k = —1
(mod p). Prvoéislo p tak nedéli zaddné z &isel 2,... ,k — 1,k +1,... ,n, neddli tedy ani k, a je

proto vétsi nez n. Mame tak p, které déli n! + k, ale zadné ze zbylych n — 2 ¢isel ze zadani,
protoze nejblizsi dalsi ¢isla délitelna p jsou n +k —p a n+ k + p. Je tedy hledanym prvocislem.

Nyni naopak predpokladejme, Ze existuje prvoéislo v rozkladu ¢isla k (ozna¢me jej p), které
zadné z Cisel 2,... ;k —1,k+1,... ,n nedéli. To ale znamend, ze musi byt p = k, protoze jinak
by p bylo v tomto seznamu. Navic musi platit 2p > n, protoze jinak by v seznamu bylo ¢islo 2p.
Takze p déli (n!+ k) = p(n!/p+1), ale nedéli zddné ze zbyvajicich n — 2 &isel ze zadani, protoze
nejblizsi dalsi délitelé ¢isla p jsou n! a n! + 2p. Je tedy opét hledanym prvodéislem.

POZNAMKY:
Nejcastéjsi chybou bylo opomenuti druhého pripadu, opravdu neni pravda, ze se vzdy da najit
prvocislo vétsi nez n, které déli n! + k — staci se podivat napfiklad na vyrazy

2042, 3142 343, 443 5/ +5.
Jeden fesitel ale vznesl hypotézu, ze se vzdy da najit prvocislo vétsi nez n — 2, to pro ucely

ulohy staci. Pokud se vam povede rozhodnout platnost této hypotézy, nebojte se podélit na
matematickém chatu na nasich strankéch ;-) (Mirek Olsék)
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Uloha 3. (24; 21; 3,96; 5.0)
Meéjme celé cislo n a prvocislo p. Vime, ze plati

247 4 92" = 36"  (mod p).

Dokazte, ze p je tvaru 4k + 1 pro néjaké celé cislo k. (Josef Svoboda)
RESEN(:
Nejprve snadno vylouc¢ime moznost, ze p = 2 nebo p = 3. Pro p = 2 bychom dostali

1=2" 492" =36"=0 (mod 2),

coz neplati, obdobné pro p = 3 bychom dostali, ze 3 déli 24", coz také neplati.
Pro ptrehlednost si zavedeme substituci a = 2™, b = 3™, zadani nyni vypada takto:

a* +b* = (ab)? (mod p),
coz muzeme ekvivalentné upravit na
(a? —b?)2 = —(ab)? (mod p).

Protoze jsme vylouéili moznosti p = 2 a p = 3, ¢islo (ab)? = 22™-32" je nesoudélné s p a mizeme
jim tedy kongruenci ekvivalentné vydélit. Dostavame tedy kongruenci

a2 — b2 2
(T) =-1 (mod p),

ze které plyne, ze —1 je kvadraticky zbytek modulo p. Jak jsme si v seridlu ukézali (pomoci
Eulerova kritéria), z toho uz plyne, ze p je tvaru 4k + 1, coz jsme chtéli dokazat.

POzZNAMKY:

Velka c¢ast feSeni postupovala stejné jako vzorové, pfipadné s péknou obménou pfi ziskavani dvou
&tverctt — vyraz a* — (ab)? + b* muzeme vynasobit ¢islem a? + b2 a dostaneme (a3)2 + (b3)2.
Nejcastéjsi chybou bylo svévolné prechazeni od kongruence modulo p ke kongruenci modulo 4.
Bohuzel v8ak a = 0 (mod p) neimplikuje a = p (mod 4), jak si snadno ovéfite tieba na pripadu
a=21,p=3. (Pepa Svoboda)
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Serial — Teorie Cisel 1l

Po kratké prestavce se k Tobé dostava dalsi dil seridlu! Jak sis mozné vSiml, prvni ¢ast seridlu
byla pomérné hutné. Proto jsme se rozhodli udélat tento dil kratsi, aby sis mohl do¢ist z prvniho
dilu kapitoly, které jsi tfeba pfedtim nestihl. Tak se do toho opfi, bude to stat za to! Navic jsme
ostatni latky.

Tentokrat v seridlu najdes navod, jak naklddat s umocnovanim ¢isel. Nejdfive si zavedeme
p-valuace, které jsou praktickym nastrojem pri praci s délitelnosti. Poté se sezndmime s primitiv-
nim prvkem, ukaZzeme si zajimavé vlastnosti kvadratickych zbytkt a probranou teorii vyuzijeme
v rozmanitych tlohach z olympiad.

Rozklady a p-valuace

Kdyz pracujeme s délitelnosti, vyplati se rozkladat ¢isla na prvocisla. Pokud chceme naptiklad
dokazat 6030 | 3090 tak staci najit prvociselny rozklad obou é&isel. Vidime 6030 = 260.330.530 5
3060 = 260.360.560  Jelikoz exponenty u kazdého prvoéisla jsou v prvnim ¢éisle mensi nez v tom
druhém, tak dokazovana délitelnost skutecné plati. Kdyz nepracujeme s konkrétnimi ¢isly, casto
se vyplati podivat se pouze na néjaké obecné prvocislo a na mocniny, v jakych déli zadana cisla.
A k tomu si zavedeme pojem p-valuace.

Definice. Necht n je pfirozené éislo a p prvocislo. Poté p-valuact ¢isla n myslime nejvétsi éislo
k takové, ze p* | n.12 Znagime ji vp(n).

Jinymi slovy, p-valuace jsou vlastné exponenty v prvociselném rozkladu c¢isla n. Napriklad
pro 24 = 23 - 3 mame v2(24) = 3, v3(24) = 1 a v7(24) = 0.

Cviceni. Uvédom si nasledujici jednoduché vlastnosti p-valuaci.
(1) vp(mn) = vp(m) + vp(n),
(ii) vp(m +n) =2 min(vp(m), vp(n)),

(iii) Pokud vp(m) # vp(n), pak dokonce vp(m + n) = min(vp(m), vp(n)).

Tyto vlastnosti vyplyvaji z toho, Ze se jednd jen o exponenty jednotlivych prvocisel v roz-
kladu. A exponenty se pfi nasobeni prece séitaji. PovSimni si, ze jako dusledek prvniho cviceni
plati napiiklad i vp(a™) = n - vp(a).

Na néasledujicich cvicenich si p-valuace trochu zazijeme.

Cviceni. Urdi tyto hodnoty:
(i) v2(2™ +4) (v zavislosti na n).
(ii) w3 (v3(1818)).
(iil) vp((3p® + p?)(p® + 2p? + 5p)) (v zavislosti na prvocislu p).

12 Tento fakt obcas zapisujeme jako p* || n.
25



DR  Matematicky korespondenéni semindf 33.ro¢nik (2013/2014), 2. komentare

Cvic¢eni. Mame tfi ¢isla, z nichz zadné neni délitelné 8 ani 125. Kolika nejvice nulami mize
kon¢it jejich souéin?

Zakladni pouziti p-valuaci spociva v této snadné uvaze. Predstavme si, ze chceme dokazat
a | b. Misto toho ndm staci ukazat, ze kdyz si vezmeme libovolné prvoéislo p, tak vp(a) < vp(b).
Ukazme si to na prikladu.
Priklad. Mgéjme ¢isla a, b, ¢, pro kterad plati a | b3, b | ¢, ¢ | a®. Dokaz, ze abc | (a + b+ c)13.
Reseni. Vezméme si libovolné prvocislo p. Z toho, ze plati a | b3, mtzeme odvodit vp(a) <
vp(b%), takze vp(a) < 3vp(b). Podobné vime vp(b) < 3vp(c) a vp(e) < 3vp(a). Nyni chceme
dokazované tvrzeni prelozit do Feci p-valuaci. K tomu staéi vyuzit vysledky (i) a (ii) z tvodniho
cviceni. BUNO ptedpoklddejme, ze vp(a) je nejmensi z &isel vp(a), vp(b), vp(c). Pak

vp((a+b+ c)13) > 13 - min(vp(a), vp(d), vp(c)) = 13vp(a),
ale
vp(abe) = vp(a) + vp(b) + vp(c) < vp(a) + 4vp(c) < 13vp(a) < 'Up((a +b+ 0)13)~

Jelikoz tato nerovnost plati pro kazdé prvocislo p, tak plati i pro vSechna prvocisla v rozkladu
abe, a tedy opravdu abe | (a + b+ c)13.

Podobné metody muzeme vyuzit, kdyz chceme dokazat, Ze se dvé &isla a, b rovnaji (az na
znaménko). Dokazeme jednoduse, ze vp(a) = vp(b) pro kazdé prvoéislo p. Nez si tuto metodu
predvedeme na piikladu, rozmyslime si jesté, jaké je p-valuace NSD a nsn.!3

Cviceni. Dokaz:
(1) vp((m,n)) = min(vp(m), vp(n)).
(i) vp([m,n]) = max(vp(m), vp(n)).
Ndvod. Ukaz, ze pmi“(”P(m)’”P(")) déli m i n, zatimco vétsi mocnina p uz jedno z nich nedéli.

Priklad. Necht a1,a2,...,ak, b1,b2,...,bx jsou pfirozend &isla, kterd spliuji (a;, b;) =1 pro
kazdé ¢ € {1,2,...,k}. Déle bud m = [b1, ba, ..., bx]. Ukaz, ze plati

aim asm apm
T7¥7"'7 be = (a1,a2,...,a;).

(IMO shortlist 1974)

Reseni. Vezméme si libovolné prvoéislo p. Sta¢i ndm dokazat, ze p-valuace levé (L) a pravé
(P) strany je stejna. A to podle pfedchoziho cvigeni znamena, ze

(o) () - ()
vp(P) = min(vp(a1), vp(az),. .., vp(ax)).

Ale zéroven plati vp(a;m/b;) = vp(a;) + vp(m) — vp(b;) a vp(m) = max(vp(br),. .., vp(bk)).
Nyni rozebereme dvé moznosti.

Pokud vy, (b;) = 0 pro vSechna i, tak i vp(m) = 0. Poté zfejmeé vp(a; ) +vp(m)—vp (b)) = vp(a;)
pro kazdé i. Pak je ale vp(a;m/b;) = vp(a;), a to znamend, ze také v, (L) = vp(P).

Necht pro n&jaké b; plati vp(b;) # 0. Vezméme 7 takové, ze vy, (b;) je nejvétsi, takze vp(m) =
vp(b;). Pak vp(a;) + vp(m) — vp(b;) = vp(a;). Jelikoz ale p | b; a protoze (a;,b;) =1, tak pt a;.

13Ptipomeneme, Ze NSD ¢isel a, b znacime (a,b), zatimco nsn znacime [a, b]. Totéz znaceni
pouzivame i pro vice jak dvé cisla.
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To znamena, Ze vp(a;) = 0. Proto vp(a;m/b;) = 0 a levd strana neni délitelnd prvoéislem p,
stejné jako prava (protoze p 1t a;).

Uloha. Pfirozena ¢isla a, b, ¢, d spliwji ab = cd. Ukaz, Ze plati
(av C) ! (a7 d) =a- (a7 b,C,d)-

(Polskd MO, Mecz 2009)

Navod. Oznac si p-valuace Cisel a, b, ¢, d, rozepis obé rovnosti do feci p-valuaci a rozeber
nékolik pripadi.
Uloha. Vime, Ze pro ptirozend ¢isla m, n plati m | n2, n3 | m*, m® | n8, ... Dokaz m = n.

Ndvod. Kdyby pro néjaké prvoéislo neplatilo v, (m) = vp(n), tak si zvol dostateéné velké k a

dojdi ke sporu s tim, ze m**+1 | n4%+2 nebo s tim, ze n**+3 | MmAk+4,

Diky p-valuacim ziskdvame jesté novy pohled™ na to, co je to nejvétsi spolecny délitel,
pripadné nejmensi spole¢ny nasobek. Napisme si prvociselny rozklad cisel m, n.
m=p{tpy?...ppk,

n=p{tps? .. pp",

kde p1 < p2 < --- < pg jsou prvoéisla a e, 8; proi € {1,...,k} jsou nezadpornd &isla (do obvyk-
1ého prvociselného rozkladu miuzeme pridat jakékoli prvocislo umocnéné na nultou, coz je jedna, a
zajistit si tak v obou rozkladech stejna prvocisla). Uz vime, ze vp, ((m, n)) = min(vp, (m), vp, (n))
a vp, ([m, n]) = max(vp, (M), vp, (n)). Z toho pak mizeme vyvodit

(m,n) = pllﬂiﬂ(041,61)p12ﬂiﬂ(az,62) - _pzﬂiﬂ(a/w@k)7
[m,n] = pllﬂax(al,ﬁl)p;ﬂax(azﬁz) - 'pzﬂax(ak!ﬁk)'

S p-valuacemi je nyni snadné dokazat rovnosti, jako je tato:

Priklad. Dokaz, ze
[a,b,¢]? (a,b,¢)?

[0,b] - [b,c] - [e,a]  (a,b)-(byc)-(c,a)

(USAMO 1972)

Reseni. Abychom méli jistotu, Ze pracujeme s celymi &isly, tak si nejdfive rovnost upravime
do tvaru

[a, b, 0}2 - (a,b) - (b,c) - (c,a) = (a,b, 0)2 - la,b] - [b,c] - [¢,al.

Vezméme si libovolné prvoéislo p a oznac¢me = = vp(a), y = vp(b), 2 = vp(c). Mizeme BUNO
pfedpokladdat * > y > z. Oznac¢me L a P levou a pravou stranu rovnosti. Spocitame jejich
p-valuace

vp(L) = 2 - max(z,y, z) + min(z,y) + min(y, 2) + min(z, z) = 2z + y + 22,
vp(P) = 2 - min(z,y, z) + max(z,y) + max(y, z) + max(z,z) = 2z + y + 2z.

14 Jde vlastné o obvykly pohled, ktery se uéi ve skole. Vétsinou je ale naprosto nevhodny pro
vypocet NSD (zkus se napiiklad zeptat své ucitelky, jak by pocitala NSD ¢isel 242 4 342 4 242),
na rozdil od Euklidova algoritmu, ktery je rychly i pro velka cisla. Velka cisla totiz neumime
rychle rozkladat na prvocisla.
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Vidime, ze kazdym prvocislem je leva i prava strana délitelnd ve stejné mocniné, takze se
obé strany rovnaji.

Dalsi vyuziti p-valuaci najdeme, pokud se v uloze na délitelnost setkame s faktorialy.1®
Uvedeme si zakladni tvrzeni, které se v takovych tlohach pouziva.

Tvrzeni. (Legendreova formule)

o= 2]+ 3]~

Dikaz. Nejprve si uvédomme, ze soucet je vlastné jen konecny, protoze od jistého ¢lenu bude
n < pF, a tak budou viechny nasledujici ¢leny uz jen nulové. A pro¢ vzoreéek funguje? Vezmeme
vSechna ¢isla mens$i nebo rovna n. Nejprve zapocitame jednicku za vSechna c¢isla délitelna p,
kterych je |n/p|. Ale néktera ¢isla jsou délitelnd dokonce p?, za kazdé z nich tedy pfipoditdme
dalsi jednicku v dal$im ¢lenu [n/p?|. Poté pripoc¢itame dalsi jednicku za ¢isla délitelna p3, atd.
Cviceni.

(i) Rozloz 15! na prvoéisla.

(ii) Uréi, kolika nulami konéi 100!.

(iii) Dokaz, ze ¢islo N = 46! - 47! - 48! - 49! neni druhou mocninou celého ¢isla, a najdi jeho

nejvétsi delitel, ktery druhou mocninou celého ¢isla je.

Navod.
(i) Staci spocitat p-valuace pro prvocisla mensi nez 15.
(ii) Staci spocitat vs(100!).
(iii) Zde je vyhodnéjsi nepocitat p-valuace vSech prvodéisel v souéinu, ale jen se zamyslet,
jestli je p-valuace suda.

Uloha. (té7ka) Dokaz, 7e ¢islo M, = (2n)!/(n!)? je celé a Ze pro kazdé prvocislo p plati
pvp(Mn) < 2p,

Navod. Spocti si p-valuaci Citatele a jmenovatele, odecti je od sebe a dokaz, ze

o< ]2 2] 1

Uvédom si, ze vp(My,) je maximalné takové k, ze p* < 2n < pF+1.
Narocnéjsi pasaz
Diky tomuto zdéanlivé samoucelnému cviceni dostaneme velmi dobry odhad poctu prvocisel.
Zatim vime jen to, Ze jich je nekoneéné mnoho, ale nemame zadnou pfedstavu o tom, jak
Hhusté“ se mezi pfirozenymi ¢isly vyskytuji. Ozna¢me tedy 7(x) pocet prvocisel mensich nez x
a zkusme tuto funkci néjak odhadnout.

D4 se pomérné snadno indukci dokazat, ze pro M, z pfedchozi ulohy plati M,, > 2™. Spolu
s tim, e kazdé prvodislo splituje p?p(Mn) < 2n, dostaneme, #e pro podet prvoéisel 7(2n), ktera
jsou mensi nez 2n (z4dné vétsi prvoéislo nedéli M), plati (2n)7(2%) > M, > 2". Pokud
oznatime x = 2n, muzeme predchozi vztah upravit do tvaru

x
m(z -
(@) 2 2 logyx
15P¥ipomenme si, Ze ¢islo n! je rovno 1-2-...-n a éte se [n faktorial].
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To jsme tedy dokazali pro suda x. Pro x lich4 mame

1 z—1
ﬂ(x)zﬂ(xfl)zi-m.

Navrat do reality

Pokud nevis, co je funkce log, z nebo jak presné jsme k vyse uvedenému vysledku dospéli,
nezoufej. Nebudes to dale v seridlu potifebovat a jen véz, ze jsme si ukdazali, Ze je prvocisel
opravdu hodné.

Eulerova véta

Nejprve si zavedeme dva uziteéné pojmy.

Definice. Uplnou sadou zbytki myslime mnozinu {0, 1,2, . .., n—1} zbytkd modulo n. Znagime
ji Zy. Kdyz v ni sC¢itame nebo nasobime, tak myslime automaticky s¢itani a nasobeni modulo n.
Redukovand sada zbytki je podmnozina Z, obsahujici vSechna ¢isla nesoudélnd s n. Znacime
HZy.

Naptiklad pro n = 10 je redukovana sada zbytka Z3j, = {1,3,7,9}. Pro prvocislo p je Ly,
mnozina {1,2,...,p — 1}, tedy Zp bez nuly.

Cviceni. Rozmysli si, Ze souéin dvou prvku ze Z}, je opét v Z . Jak je to s jejich souétem?

Cvic€eni. Uvédom si, jak se pojmy, které zname, daji prevést do feci sad zbytka. Napiiklad,
ze a = b (mod n) Fka totéz, co a = b v Zn, nebo ze Eulerova funkce'® neni nic jiného nez pocet
prvki Zj . Tvrzeni z minulého dilu, ze ,zbytky lze délit“ zase fika, ze kazdy prvek ze Z; ma
v Z% inverzi.l”

S témito pojmy jsme jiz vlastné pracovali, jejich pofddné zavedeni ndm ale usnadni mnoho
avah.

V minulém dile jsme se seznamili s Malou Fermatovou vétou. Nyni si ukdzeme jeji zobecnéni
pro libovolné prirozené modulo m, které se pripisuje Eulerovi.

Véta. (Eulerova) Necht (a,m) = 1. Pak a®(™) =1 (mod m).

Diikaz se da provést stejné jako dikaz MFV v prvnim dile, uvedeme si vSak jesté jiny (a
prekvapivé kratsi) dikaz.

Dikaz. Vezméme redukovanou sadu zbytka Z¥, . Necht a je pevné dané ¢islo nesoudélné s m.
Pokud jim kazdy prvek ze Zy, vynasobime, dostaneme opét celou Zy,, jen v jiném poradi. Kdyby
se totiz n&jaké dva prvky ak a al rovnaly (k # 1), tedy

ak =al (mod m),

tak diky tomu, Ze (a,m) = 1, to znamend i k =1 (mod m), coz je pozadovany spor.
Napiiklad pro m = 10 a a = 3 (vime, ze 3 je v Z},) mame

{3-1,3-3,3-7,3-9} = {3,9,1,7} = {1,3,7,9}.

16p¥ipomeneme, 7e Eulerova funkce p(n) prifazuje ¢islu n pocéet pfirozenych ¢&isel mensich
nebo rovnych n a nesoudélnych s n.

nverzi ¢isla a ze Z7 myslime takové &islo a1

,%¢ a-a"1 =1 (mod n).
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Nyni udélejme soucin vSech prvku ze Z7,, ¢imz dostaneme néjaké cislo K nesoudélné s m.
To je vsak stejné cislo, jako kdyz vynasobime vSechny zbytky v jiném potadi, takze plati

a?™M . K=K (modm).
Protoze cislo K je nesoudélné s m, mizeme jim obé strany vydélit a dostavame pozadovanou
kongruenci. Pro nas pfipad n = 10, a = 3 to znamena
34.1.3.7.9=3-1)-3-3)-3-7)-(3-9=3-9-1.7=1-3-7-9 (mod 10),
takze 39(10) = 34 =1 (mod 10).

Priiklad. Necht p je prvoéislo a b je celé &islo. Dokaz, ze -1 =1 (mod p?), pravé kdyz
7=l =1 (mod p?). (MKS 28-9-4)
Resend. Jak jsme si ukézali vzminulém dile,'® o(pF) = p* —p*—1, tedy specialné ¢(p?) = p%—p.
7 Bulerovy véty tedy vime b?" ~P =1 (mod p?). Proto

1 =1 (mod p?), pravé kdyz pPo P gl =1 (mod p?),

2
coz je ale po tpravé piesné b? 1 =1 (mod p?).

Primitivni prvek

Pfipomeiime si, ze fad ordsm (a) ¢isla a modulo m je nejmensi pfirozené éislo r takové, ze a” =1
(mod m). Budeme se nyni zabyvat otdzkou, pro kterd m existuje a, jehoz fad je maximalni
mozny, tj. ordm (a) = ¢(m). Z Eulerovy véty totiz vime, Ze ¥ad libovolného prvku je maximalné
©(m), nebot a®(™) =1 (mod m).

Definice. Pokud ordm,(a) = ¢(m), nazveme a primitivnim prvkem modulo m.

*

Cviceni. Primitivni prvek je tedy cislo, které ,generuje“ celou Z7,,

se da zapsat jako jeho mocnina.

neboli kazdé cislo ze Zj,

Navod. Co by se stalo, kdyby se dvé mocniny primitivniho prvku rovnaly? Kolik je tedy rtuznych
mocnin primitivniho prvku?

Priklad. Najdi primitivni prvek modulo 5 a dokaz, Ze neexistuje primitivni prvek modulo 8.

Reseni. Modulo 5 je primitivni prvek napiiklad &islo 2, protoze &isla 21, 22, 23, 24 davaji
zbytky po déleni péti postupné 2, 4, 3, 1, takze opravdu ords(2) = 4 (resp. ¢islo 2 skutecné
generuje celou ZF).

Primitivni prvek modulo 8 nemuze byt sudy, protoze pak bychom nemohli dostat jako jeho
mocninu #4dné liché ¢islo. Na druhou stranu 1' =1, 32 = 1,52 =1, 72 = 1 (mod 8), takze Fad
zadného lichého ¢&isla neni roven ¢(8) = 4.

Cviceni. Najdi primitivni prvek modulo 13.
Narocnéjsi pasaz
K dikazu existence primitivniho prvku modulo kazdé prvocislo se jesté potiebujeme lehce sezna-
mit s chovanim polynomu!® modulo p. Jak jsi asi slysel, polynom stupné n s realnymi koeficienty
18Nebo jak si snadno rozmyslis.
19Polynom s koeficienty ze Z, je funkce Z, — Zj takova, ze P(z) = 37 ja;a’ = ana™ +
an_12""1 + -+ a1z + ag, kde a; € Zp an € N. Je-li an # 0, pak fikdme, Ze polynom ma
stupen n. Polynom nazyvame nulovy, pokud jsou vSechny jeho koeficienty nulové.
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ma maximalné n kofeni v redlnych cislech, a dokonce presné n kofeni v oboru komplexnich
cisel. Pro sady zbytkd mame tuto analogii:

Véta. (Lagrangeova®?) Necht P je nenulovy polynom stupné n s koeficienty ze Z,. Pak ma
rovnice P(z) =0 (mod p) maximélné n kofent modulo p.

Dikaz. Postupujme indukci podle n. Pro n = 0 to plati trividlné. Predpokladejme, zZe tvrzeni
plati pro néjaké n, a dokazme, Ze plati i pro n+ 1. Necht je P(z) = Z?:ol a;x’ polynom stupné
n + 1. Pokud méa 0 kofent, jsme hotovi, protoze 0 je mensi nez n + 1. Jinak ma néjaky kofen
r, a protoze pro kazdé i plati x — r | 2* — r?, tak miiZeme upravit P(z) = P(z) — P(r) =
Z?:Jrol a;(z* —r?) = (x — r)Q(x), kde Q je n&jaky polynom stupné n a mé tedy z indukéniho
predpokladu maximélné n kofent.

Dosud jsme nijak nevyuzili, Ze pracujeme modulo prvocislo. Vime, ze kdyz p je prvocislo,
pak z ab = 0 (mod p) plyne a = 0 (mod p) nebo b = 0 (mod p). To znamend, ze pokud z je
koten polynomu F'(z)G(z) modulo p, pak musi byt také kofenem jednoho z polynomi F nebo
G. V naSem pfipadé vime, ze F(x) =  — r ma jeden kofen a G(z) = Q(z) ma maximalné n
kotent, takze P(xz) = F(z)G(z) mé maximalné n + 1 kofeni. Tim je indukéni krok hotov.

Uvédom si, #e véta neplati pro slozenad modula! Napiiklad polynom z2 — 1 ma 4 kofeny
modulo 8, prestoze je jeho stupen jen 2.
Nyni jsme dostatecné vyzbrojeni pro diukaz existence primitivniho prvku.

Véta. Pro kazdé prvocislo p existuje primitivni prvek modulo p.

Dikaz. Vyuzijeme Lagrangeovu vétu a predevsim posledni tvrzeni z predchoziho dilu, které
rika, ze

> e(d) =n.

dln

Oznac¢me 1 (d) pocet zbytki ze Z;‘;, které maji fad d. Jiz vime, zZe pokud existuje prvek radu
d, tak d | p — 1. Protoze kazdy prvek mé néjaky fad a zadny prvek nemd dva rizné rady,
dostavame, ze?!
> W) =1zZyl=p-1,

d|p—1

takze také

D@ =p—1= Y ¢(d). (@)

dlp—1 dlp—1

Méjme néjaké d | p — 1. Ukazeme, ze ¢(d) < ¢(d). Pokud neexistuje zadné a, které ma rad
d, tak je zfejmé 0 = ¢ (d) < p(d). V opacném pripadé si takové a vezméme. Pak jsou vSechna
gisla a®,a', ..., a% ! rtzna (rozmysli si). Ale pfitom pro i € {0,...,d — 1} plati (¢*)d =1 =0
(mod p). Navic podle Lagrangeovy véty mé polynom z?¢ — 1 maximélné d kofent, takze uz jsme
nasli véechny. Vezméme si ¢ € {0,1,...,d — 1}, které je soudélné s d. Necht (i,d) = k a i = mk,
d = nk. Potom
(@) =(@™)?=1 (mod p),

takze a’ nemé fad d, nybrz n. To znamena, Ze &isla, kterd maji fad d, jsou ta &isla a?, ktera
maji ¢ nesoudélné s d, a je jich tedy maximalné ¢(d). Tudiz ¥(d) < ¢(d).

Kdyby nyni pro néjaké d | p — 1 platilo 9(d) < ¢(d), tak by neplatila rovnost (¥), protoze
levéa strana by byla mensi nez prava. Takze specidlné ¢(p — 1) = ¢(p — 1) > 0. Mimo jiné jsme
tedy zjistili, kolik ma prvocislo primitivnich prvku.

20 Joseph-Louis Lagrange byl vyznamny italsko-francouzsky matematik a astronom (1736
1813).
21Symbol |Z;;| znaci pocet prvkt mnoziny Zj.
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Navrat do reality

V predchozi cCasti jsme si dokazali existenci primitivniho prvku modulo kazdé prvocislo.
Prestoze je dikaz pomérné naro¢ny, k samotnému feSeni tloh ho znat nepotiebujes. Existenci
primitivniho prvku muzes vyuzivat bez diikazu.?? Tento fakt nyni zkusime zuzitkovat v alohach:

Piiklad. Necht p je liché prvoéislo. Najdi viechna takova k, ze 1% +2F 4+ ... 4+ (p — 1)* je
délitelné p. (Hungary-Israel Math Competition 2009)

Reseni. Kazdé ¢islo a z mnoziny Zy, se da zapsat jako q‘e, kde q je primitivni prvek. Cisla iq
jsou navzajem rtzna. Proto

b bt -1 = (@) + (@) + -+ (g )
= (") + (") + -+ (M)
= @)+ @)+ + (@) (mod p),

nebot ¢isla 41,142, ...,4p—1 jsou ¢isla 1,2,...,p — 1, jen v jiném pofadi.
Timto jsme se zbavili nepfijemného sou¢tu a nahradili ho zndmou geometrickou posloupnosti,
kterou uz neni problém secist. Musime ale jesté rozebrat dva pripady.

(i) ¢* = 1 (mod p), coz je ekvivalentni s (p — 1) = ordp(q) | k, protoze ¢ je primitivni
prvek. Potom (¢")' 4+ (¢®)2 + - -+ (¢*)P" ' =141+ -+ 1=p—1 (mod p), takze
tato k nevyhovuji.

(i) ¢ # 1 (mod p). Poté miizeme selist geometrickou posloupnost pomoci znamého vzo-
recku?3 a dostaneme?*

k@)t -1 o 11

F-1 I

q =0 (mod p).

Vyhovuji tedy vSechna k, ktera nejsou délitelna p — 1.
Cviéeni. (tézké) Ukaz, Ze 2 je primitivni prvek mod 3".

Ndvod. Indukci podle n. Musi platit ¢(37) = ordgn (2) | ordsn+1(2) | ¢(3™*1). Dalsi indukei
vylué piipad ordgn41(2) = 2-37~ L.

Primitivni prvek neexistuje jen pro prvociselné moduly. Znamy vysledek shrnuje nasledujici
véta, kterd popisuje vSechna modula, pro kterda primitivni prvek existuje. Dukaz uz neni tak
tézky jako pro pripad, kdy n je prvocislo, ale ani tolik zajimavy, takze ho zde neuvadime.

Véta. Primitivni prvek modulo n existuje pravé tehdy, kdyz n = 1, 2, 4, p* nebo 2p*, kde p
je liché prvocislo a k je piirozené cislo.

Zminime jesté slavnou Dirichletovu?® vétu. Dikaz této véty je bohuzel nad ramec naseho
seridlu. Nékdy se vSak hodi i v olympiddé (typicky ji vzorové FeSeni nevyuzivd, ale Dirichletova
véta je opravdu ,,silnd®).

22Jak v PraSeti, tak v olympiadé.

23Pokud ses s geometrickou posloupnosti jesté nesetkal, tak véz, e to je posloupnost tvaru
an = k-q" 1 kde k # 0 a ¢ # 1 jsou kladna realna ¢&isla. D4 se snadno odvodit, Ze soucet
prvnich n ¢lenti je k - q::ll.

24To, 7e mame zlomek v kongruenci, je v pofadku. Zlomek ¢ se totiz v kongruenci da chapat
jako a - b1, tedy a vynasobeno inverznim prvkem k b.

25(Johann Peter Gustav) Lejeune Dirichlet (1805-1859) byl némecky matematik. Proslavil se
hlavné vysledky v teorii ¢isel, matematické analyze a statistice. Vzal si nejmladsi sestru slavného
hudebniho skladatele Mendelssohna-Bartholdyho, Rebeccu.
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Véta. (Dirichletova) Pro kazdd dvé nesoudélna piirozend ¢isla a, b existuje nekonecné mnoho
prvocisel tvaru ak + b.

V nasleduyjici tloze ukazeme, jak se d& vhodné zkombinovat s tivahami o primitivnim prvku.
Piiklad. Ukaz, Ze existuje nekoneéné mnoho pfirozenych n takovych, ze &islo n* + 1 ma
prvociselného délitele vétsiho nez 2n. (MKS 30-2-8)
Reseni. Necht p je prvocislo tvaru 8k + 1 a g primitivni prvek modulo p. Potom z MFV vime,
ze

1=¢""=¢% = (¢")? (mod p),

coz se da prepsat do tvaru
(@* +1)(¢* —1)=0 (mod p).

Protoze p je prvodéislo, déli alespoii jednu ze zavorek. Ale ¢ je primitivni prvek, takze p {
¢** — 1. Proto kongruence n* + 1 =0 (mod p) mé vzdy Feseni pro prvoéislo tvaru 8k + 1 (a to
n = ¢¥). Muzeme si vzit takové n, 7e 1 <n < p—1 (protoze pfn a (n+kp)*+1=n*+1
(mod p)). Ale ziejmé plati n* +1 = (p — n)* + 1, takZe si mizeme vzit to z &isel n, p — n které
je mensi. Tim dostaneme nové n, pro které plati n < p/2.

Zbyva dokézat, ze takovychto n existuje nekonecno. Budeme postupovat sporem. Necht je
takovych n jen konecné a n1 je nejvétsi z nich. Podle Dirichletovy véty existuje nekone¢né mnoho
prvocisel tvaru 8k + 1, takze najdeme i takové, ze p > n‘l1 + 1. Z predchoziho odstavce plyne,
Ze existuje na takové, ze p | n% + 1 ap > 2ng. Navic n‘21 +1>p> n‘l1 + 1. Takze jsme nasli
vyhovujici n vétsi nez n1, coz je pozadovany spor.

Uloha. Urdéi pocet viech posloupnosti realnych &isel {an}22; takovych, Ze pro vSechna pfiro-
zend ¢isla m, n plati am - an = am.n a zaroven an = an+42011- (MKS 30-6-8)

Rady
V této kapitole si dukladné procvi¢ime préci s fady. Opravdu se totiz hodi mit je v malicku.

Piiklad. Najdi vSechna kladna celd ¢isla nesoudélna se vSemi ¢leny nekonecéné posloupnosti
an =2"+3"+6" —1.

(IMO 2005)

Resend. Cislo 1 to trivialné spliiuje. Vechna dalsi ¢isla tvaru 2% - 3! pro k,1 > 0 nevyhovuji,
protoze jsou soudélna s az = 48 = 2-3-8. Dokazeme, Ze ani zadné jiné prirozené ¢islo s vyjimkou
jednicky zadani nesplni. Vezmeme si prvocislo p > 3 a najdeme v posloupnosti ¢len, ktery je timto
prvocislem délitelny. Vzpomeneme si na malou Fermatovu vétu, ktera nam poméaha zbavovat se
mocnin v kongruencich. Po chvilce zkouseni zjistime, ze vinik je ¢len ap_2.

6-ap2=6-(2P"2 43P 246772 -1)=3.-2P"1 4 2.3 467! — 6
=34+241-6=0 (mod p),
a jelikoz p > 3, tak nutné p | ap—2.
Podivejme se, co nam feknou #ady o délitelich Mersennovych?6 &isel. P¥ipomenime, ze Mer-

sennovo cislo je ¢islo ve tvaru 2™ — 1.

26Marin Mersenne (1588-1648) byl francouzsky matematik, filozof, teolog a hudebni teoretik.
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Cvideni. Necht p je prvoéislo a g je prvocislo, které déli 2P — 1. Dokaz, ze pak p | g — 1.
Ndvod. Rad prvku 2 modulo g déli viechna &isla k, pro ktera plati 25 = 1 (mod q). Diky MFV
je mezi nimiiqg—1.

Cvigeni. Pokud prvoéislo p déli n-té Fermatovo &slo 22" + 1, pak 27+ | p — 1.

Ndvod. Ulohu zabijeme podobnou myslenkou jako minule. Zde je vSak t¥eba jesté pouzit trik
,umocnéni kongruence na druhou“, abychom si vyrobili z —1 jednicku.

Priklad. Doka?, Ze pro n > 1 nemiize nastat n | 2"~ 1 + 1.
Reseni. Reseni je velmi trikové, ale pékné. Budeme postupovat sporem, tedy piredpokladejme,
ze takové n existuje. Zrejmé n nemuze byt sudé. Rozlozme si n na prvodisla:

(a3 (3 «
n=py'py ... pRF.

Vezméme si takové 4, ze va(p; — 1) je nejmensi. NapiSme p; = 1+m-2", kde m je néjaké liché
¢islo. Z vybéru i vime, ze pro kazdé prvocislo p; z rozkladu ¢isla n plati p]% =1 (mod 2"). Kdyz

tyto kongruence vynasobime proi = 1,...,k, tak dostaneme n =1 (mod 2"), takze n—1 = ¢-2".
Z podminky ze zadani vime 2¢2" = —1 (mod p;), takze po umocnéni na liché ¢islo m dostavame,
ze

—1=(-1)m=(202)" =2t = 2=t =1t = 1 (mod p;).

Pfitom posledni kongruence plyne z MEFV. Ale potom p; | 2, coz je spor.

Kvadratické zbytky a reciprocita

V minulém dile jsme se seznamili s kvadratickymi zbytky. To jsou ta Cisla k ze Zg, pro ktera
existuje = takové, ze plati 2 = k (mod p). Ukézeme si dalsi uziteéna tvrzeni o zbytcich. Pied-
stavime si také standardni metody, jak kvadratické zbytky vyuzivat v tlohach. Pripomeneme
jesté, ze Legendreovym symbolem (%) myslime

0, pokud p | a,
(7) = 1, pokud a je kvadraticky zbytek modulo p,
—1, pokud a je kvadraticky nezbytek modulo p.

Zabyvejme se tedy vlastnostmi Legendreova symbolu. Je dobré si uvédomit, ze Legendretav
symbol neni jen hezké znaceni vlastnosti , byt kvadratickym zbytkem“. Je to chytfe zvolena
funkce z mnoziny zbytki do mnoziny {—1, 0,1}, kterd ma mnoho péknych vlastnosti. Diky nim
se nam naptiklad znac¢né zjednodusi rozhodovani, zda je dany zbytek kvadraticky.

Tvrzeni. (Zakladni vlastnosti Legendreova symbolu) Necht p je liché prvoéislo, a, b, k jsou
cela cisla, pak plati:

(i) Pokud a =b (mod p), pak (%) = (2) neboli (%) = (%ﬁp),

—1
(ii) (Eulerovo kritérium) 4) =" (mod p)

o (2)-() )
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Ndvod.
2

(i) Pokud existuje ¢éislo x takové, ze 2 = a (mod p), pak také plati 22 = b (mod p).
Pokud takové ¢islo neexistuje, nemuze existovat ani pro b.
(ii) Viz minuly dil.
(iii) Aplikuj Eulerovo kritérium.

Uz pomoci téchto jednoduchych vlastnosti mizeme odvodit zajimavé vysledky. V nésleduji-
cim tvrzeni jesté o kvadratické zbytky nejde.

Tvrzeni. Mersennovo ¢islo 2™ — 1 je slozené, pokud je n slozené.

Diikaz. Pokud n = ab, mizeme 2" — 1 upravit pomoci zndmého vzorce2”

2ab 1= (2a)b _ 1b — (2a _ 1)((2a)b71 + (2a)b72 NS (20,)1 + (2a)0)’

pfi¢em? oba Eleny v soudinu napravo jsou vétsi nez jedna. Cislo 2% — 1 m4 tedy dva netrivialni
délitele, takze je slozené.

S pomoci kvadratickych zbytka se da sestrojit pfipad, kdy podminka prvodéiselnosti n nestaéi
k prvoéiselnosti &isla 2™ — 1.28

Uloha. Necht ¢isla 4n + 3 a 8n + 7 jsou prvocisla. Pak &slo My,13 = 2473 — 1 je slozené.
Ndvod. Napiiklad 23 | M11, 47 | Ma23 nebo 503 | Mas; .

Dostavame se k hlavnimu vysledku teorie kvadratickych zbytka — kvadratické reciprocité.
Ta nam 7ika, ze pokud vime, zda je prvocislo p kvadraticky zbytek modulo jiné prvocislo q,
muzeme kongruenci ,obratit“ a dozvime se, zda je ¢ kvadraticky zbytek modulo p. Vsechno,
co jsme dosud délali, se (s trochou nadsazky) da povazovat za intuitivni. To vSak neni pfipad
kvadratické reciprocity — duvody, pro¢ tato véta plati, rozhodné elementarni nejsou.

Véta. (Kvadraticka reciprocita) Necht p, ¢ jsou lichd prvocisla. Pak plati

() () -o=s

Bohuzel si neuvedeme dikaz této véty, protoze je obtizny a v seridlu ndm na néj nezbyva
misto. Pokud T€ to zajima, jist€ najdes rozmanité dikazy v pokrocilejsich ucebnicich teorie ¢isel
nebo na internetu (saim Gauss2® byl pry kvadratickou reciprocitou natolik nadsen, Ze ji nazyval
yzlatou vétou“ a objevil nékolik ruznych dikazi).

Jesté si vSimni, ze kvadratickd reciprocita nam rika, ze existuje néjaké feseni x kongruenci
typu z2 = p (mod q), ale nedava nam Zadny néstroj, jak toto feseni najit. Jesté nez si ukdZeme
priklad na vyuziti reciprocity, pfiddme dodatek, kterym pocitame kvadratické zbytky v piipa-
dech, které reciprocita nezahrnuje, tedy pro —1 a 2.

Tvrzeni. (Dodatek ke kvadratické reciprocité) Pro liché prvoéislo p plati

o (2) =0t

@ (2) =7

27 Jak si poctiva ¢tenaika snadno roznéasobi.

28Neboli neplati Mersennova hypotéza, ktera tvrdi opak.

29Carl Friedrich Gauss (1777-1855) byl slavny némecky matematik a fyzik, ktery ovlivnil
mnoho matematickych disciplin véetné teorie Cisel. Jeho mozek pry vazil 1492 gramd.
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Prvni tvrzeni plyne jednoduse z Eulerova kritéria. Druhé tvrzeni je opét tézké, jeho dikaz si
tedy dovolime zamléet. Spolu s dodatkem se kvadraticka reciprocita stava ultimatni zbrani, jak
rozhodnout, jestli je néco kvadraticky zbytek.

Cviéeni. (uvédomovaci) Mé&jme licha prvocisla p, gq. Uvédom si, ze (%) . (%) je —1, prave kdyz
jsou obé prvodisla tvaru 4k + 3.

Ukazme si tedy, jak se reciprocita pouziva.
Priklad. Zjisti, zda je 179 kvadraticky zbytek modulo 463.

Reseni. Vsimneme si, ze priklad je zadan tak pékné, Ze 179 a 463 jsou prvocisla. Pocitejme
tedy s vyuzitim tvrzeni (i) a (iii) z Gvodu kapitoly a s pomoci kvadratické reciprocity:

()= ()= ()~ (35)-(3) (3) (3
() () )6 Q) ()

Takto jsme dostali, ze 179 je kvadraticky zbytek modulo 463 (aniz bychom museli najit konkrétni
feseni kongruence z? = 179 (mod 463)).

Cviceni. Je 365 kvadraticky zbytek modulo 18477

A co na to primitivni prvek?

Ukéazeme si dulezitou souvislost mezi kvadratickymi zbytky a primitivnim prvkem. Jak vime,
primitivni prvek je takovy, ze jeho umocnovanim dostaneme vSechny rizné zbytky. Které z nich
jsou kvadratické? Odpovéd je jednoduchd — jsou to ty, které vzniknou umocnénim primitivniho
prvku ¢ na sudou mocninu. Kazda sudd mocnina ¢ je totiz zfejmé kvadraticky zbytek. Zadné
dalsi ¢islo uz kvadraticky zbytek nebude. Pocet sudych mocnin mezi zbytky je totiz (p — 1)/2,
coz je presné pocet kvadratickych zbytku!

Cviéeni. Dokaz, ze kvadraticky zbytek nemtze byt (pro lichd prvoéisla) primitivnim prvkem.
Cviceni. Urdi prvodisla p, pro kterd je g primitivni prvek, pravé kdyz je —g primitivni prvek.
Uloha. Mgjme prvodislo p. Ukaz, 7e p je Fermatovo prvodislo (tedy tvaru 22" 4+1) prave tehdy,
kdyz je kazdy kvadraticky nezbytek zaroven primitivnim prvkem modulo p.

Navod. Uvédom si, kolik je nezbytkt a kolik je primitivnich prvkt modulo p. Tim dokazes, ze
Fermatovo prvocislo podminku spliiuje a ze p je tvaru 2™ + 1. Kdyby néjaké liché ¢islo délilo
m, vyuzij vzorecku

aZk 1 4 p2RHL — (g 4 b)(a% —a?Flp g g2h2p2 L g2kl b2k)

a dostane$ spor s prvociselnosti p. Proto je m tvaru 2™.
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GMensaPH
GMikul23PL
G Klatovy
GHlinZilina
CGStLubovria
G FrydINOs
GKepleraPH
GMLerchaBO
GHSelyhoKM
GAB Senec
GLesniZlin
GNeumannZR

3-355555
33355555
-—--555565
33155455
-33554-5
33355445
00355455
3—-—-55455
1-355454
333454—-
33355——-—
2335545~
-—-55455
33355———
33355———
33355———
33355——-—
333554 ——
033554—-
333554 ——
-—-35545—
33-55-4—
33355———
33-555——
13355—-———
333524 ——
-305545—
333554 ——
33352——-
33-5544—
-2355--5
33-5---5
31255——-
33355 ———
23355——-—
01355———
03352110
3335-44—
33355———

25

25

25 +1
24+
22

23

24

24

23

19

19

22 —1
24

19

19

19

19

20

20

20

22

20 —1
19
2141
17

18

22 —1
20 + 14
16

21

20 + 22
16 + 27
16

19

18

14

14

19 -1
19

25,00
25,00
25,00
23,94
23,86
23,63
23,02
22,77
22,57
22,51
22,43
22,37
22,33
21,87
21,52
21,52
21,52
21,45
21,41
21,41
21,35
21,21
20,77
20,33
20,12
19,83
19,51
19,43
19,28
19,14
19,07
18,45
18,43
18,35
18,31
17,77
17,77
17,52
17,44

37



DL Matematicky korespondencéni seminaf

38

40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.-50.
46.-50.
46.-50.
46.-50.
46.-50.
51.
52.-53.
52.-53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.—63.
61.—63.
61.—63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.
7.
78.
79.
80.-81.
80.-81.
82.
83.
84.
85.—87.
85.—87.
85.—87.
88.
89.
90.

Vojtéch
Daniel
Martin
Jakub
Barbora
Miroslav
Jifina
Vit
Patricie
Andrea
Jan

Jiri
Jaromir
Anna
Petr
Matej
Michaela
Minh Tri
Jan
Jakub
Dominik
Michaela
Vojtéch
Peter Kulcsar
Katefina
Daniela
Tomas
Kristyna
Lenka
Marek
Zuzana
Henrieta
Michael
Jan
Ludmila
Jan
Pavel
Michaela
Viktor
Hana
Lukas
David
Tereza
Tran Vi Thanh
Lukas
Lucie
Adam
Simon
Markéta
Premysl
Otto

Lanz
Pistak
Spilar
Dargaj
Hudcova
Krabec
Duspivova
Kalisz
Klosse
Kucerova
Vaclavek
Ceska
Mielec
Steinhauserova
Jakubcik
Konecny
Brezinova
Pham
Jurka
Slama
Krasula
Brabcova
Lukes
Szabd
Nova
Sindelafova,
Fiala
Ilievova
Kopfova
Vicha
Vlasakova
Michelova
Bucha
Krejci
Simkové,
Kadlec
Soucek
Bielikova
Némecek
Dankova
Honsa
Periaz
Koberova
Pham
Kubacki
Roskotova
Riha
Tabacko
Calabkova
Stastny
Hollmann

BRO WNNNRF R WNNRFE WRNWER R WNERE WO WWNFNNNREWWNRN WORFHFFEFNNDNDNDIN®RBRRWNO

33.ro¢nik (2013/2014), 2. komentare

GZborovPH
GZborovPH
G Vyskov
GPosKosice
PORG PH
G KomHayvir
G Kralupy
FSG Pirna
G CKrumlov
G CKrumlov
G Ustin O
CMGProstéj
GVolgogrOS
G Dacice
PORG PH
G Jirov CB
GKomTrebis
NPorg
GMLerchaBO
GOpatovPH
G Krnov

G Jirov CB
G LPika PL
GHSelyhoKM
G Vimperk
GaSOS Tel¢
GLede¢NSaz
G Milevsko
CZSSL HnM
MendelG OP
G Rumburk
GAlejKosic
G Zabteh

G Bilovec
GPéaroNitra
G Klatovy

G Nymburk
G Sered
GJMasar JI
G Vimperk
G Jirov CB
GNeumannZR
G Chrudim
GNeumannZR
GNadKavaPH
G Turnov

G CesLipa
EvG Kosice
GJSkodyPR
G Zamberk
GUBalvanJN

3232———~—
32335——-
22335-——-
-33554——
33255——-
33355———
2335—-———-
12-55-—-
2335———-
3334———-
33250———
0335———-
3325————
333554——
31-5-————
3335-2—-
3-315———
1335————
3235-————
3315———-
3213-1—-
31-5---1
32-5—-————
e _B5H———
3311 ———-
120310-2
3215———-
233-5-——-

313-5-———
~335-———
13-25-———
0231-———
33-5-————
1225-———
31-—0———
~3-2————
32000-0-
33--00--

-—-120010
300-1--0
301---0—

10
16
15
20
18
19 —1
13
13
13
13
13
11
13
20
9
16
12
12

12

12
11

17,36
17,30
17,27
17,23
17,22
16,95
16,90
16,90
16,90
16,90
16,90
16,83
16,56
16,56
16,42
16,25
16,00
15,52
15,04
14,47
14,33
14,05
14,05
14,05
13,81
13,00
12,82
12,70
12,68
12,45
12,22
12,02
11,39
10,27
10,11
9,49
9,48
9,32
8,90
8,48
8,17
8,17
8,00
7,49
6,79
6,76
6,76
6,76
6,58
6,25
6,00
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91.-93.
91.-93.
91.-93.
94.
95.-96.
95.-96.
97.
98.-102.
98.-102.
98.-102.
98.-102.
98.-102.
103.

104.

105.
106.—108.
106.—108.
106.—108.
109.

110.
111.-113.
111.-113.
111.-113.
114.
115.-128.
115.-128.
115.-128.
115.-128.
115.-128.
115.-128.
115.-128.
115.-128.
115.-128.
115.-128.
115.-128.
115.-128.
115.-128.
115.-128.

Tomas
Jaroslav
Tomas
Irena
Jan
Emese
Jakub
Martin
Jakub
Stefan
Adéla
Jana
Kristyna
Nicholas
Veronika
Markéta
David
Marie
Jana
Tomas
Tomas
Martin
Tomas
Adam
Daniel
Katarina
Jaroslav
Petr
Jakub
Matej
Alena
Stanislav
Jozef
Marina
Tereza
Jachym
Jiri

Véra

Flaschka
Stransky
Sacha
Bacinska
Lukac
Szabd
Hledik
Konecny
Martak
Racak
Sedova
Vréablikova
Sudomova
Capek
Holubova
Ospalkova
Uchac
Vonzino
Lepsova
Valovic
Benes
Chabada
Velich
Galik
Backov
Behinska
Cerman
Gintar
Hruby
Kosma
Kosakova
Kruml
Mist
Pogarcenko
Raskova
Solecky
Strincl
Tesarova

G Hluéin

G Tisnov
SPSEB Bfeclav
SpMNDaG BA
G CKrumlov
GZKMJ Gal
GSRMRSkuteé
GStraznice

G GolNitra
GTajBanBys
GJungmanLT
GLesniZlin
GValasKlob
GBNémcovHK
PORG PH

G Unicéov
VOSDoprPH
GTomkovaOL
G Dobruska
GAHS VKrtis
GVraLevice

G Bardejov
GJHroncaBA
GOlivuPopr

G RuZzomb

G GolNitra
GlJilemnice
MendelG OP
G Chrudim
SOSDoprOS
G Strakon

G Chotébor
GAHS VKrtis
GJungmanLT
GTomkovaOL
PORG PH
GSRandyJN
MasG Plzen

00100100
-1-10000
01100-0—
-1010-0-
1--1-000
03-1-——-
01-1———-

0100 ———
00-001—-
0100000
01000000

0--0---0
~—-00000
--000000

. _00-———
000-00-0
. _0--0-

N B DNDNDNNN

[

O OO OO OO KFHFFHEN

o o

X

5,27
5,27
5,27
5,00
4,23
4,23
3,74
3,65
3,65
3,65
3,65
3,65
3,30
3,26
2,88
2,67
2,67
2,67
2,58
2,00
1,91
1,91
1,91
1,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
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3. podzimni série — Funkce

VYSLEDKOVA LISTINA

13.-14.
13.-14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.—26.
25.—26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.

40

[
|

WD R W

e
YRS

Frantisek
Martin
Radovan
Pavel
Martin
Ondrej
Filip
Martin
Lukas
Jan
Jakub
Eduard
Vaclav
Vojtéch
Jan
Katarina
Matej
Jakub
Miroslav
Karolina
Jan
Daniel
Antonin
Vaclav
Vojtéch
Minh Thao
Tereza
Jan
Miroslav
Marian
Mikulas
Miroslav
Marko
Martin
Zuzana
Jan
Michael
Marian
Markéta

Couf

Hora

Svarc
Turek
Surma
Darmovzal
Bialas
Raszyk
Sadlek
Jurka
Svoboda
Batmendijn
Rozhon
Suchanek
Soukup
Krajciova
Konecny
Loéwit
Psota
Kuchynova
Sorm
Pistak
Cesik
Steinhauser
Lukes
Nguyen
Kislingerova
Alfery
Stankovic¢
Poljak
Zindulka
Krabec
Puza
Kopriva
Svobodova
Krejci
Bucha
Poppr
Calabkova

W WWHERNNERARWNERERNRFEFNNORDNDNWHRDNDWWWWWWKER WWERFHWWRE WKk -

GZborovPH
GMikul23PL
G CTrebova
GTomkovaOL
GJWolkraPV
GJaroseBO
GOpatovPH
G Karvina

G Cadca
GMLerchaBO
G KomHayvir
CGStLubovria
GlJirsikaCB
GJaroseBO
G Klatovy
GAlejKosic
G Jirov CB
GCeskoliPH
GHlinZilina
GMLerchaBO
GJaroseBO
GZborovPH
SPSElek PA
ZSVranéNV1
G LPika PL
GEBeneseKL
G Klatovy
GNPrazacPH
GPosKosice
GJSkodyPR
GMikul23PL
G KomHavir
GPosKosice
GMikul23PL
G FrydINOs
G Bilovec

G Zabteh
GJNerudyPH
GJSkodyPR

32-55555
3--55555
00355555
32254555
33355550
33-54-55
333545——
33354555
3035542~
33354-5—
33254551
3335---5
33-544—--
313535-1
3335545~
33-5556-—
33253451
3335342
3--5445-
33355 ———
33353 ———
3225153~
3335245~
33151 ———
333-3-3-
3-1524——
333-2-2-
2135-4—--
3--5445-
3--5231-
33-52-2-
3335--5-
3--5435-—
20353—-—-—
3335————
32253-5-
3321-330
33-5-42-
3325-22-

25 +1
25
25
24
23
22+
20
24
20
20
22
19+
19
19
22
21
20
18
21
19
17
18
20
13
15
15
13
15
21
14
15
19
20
13

18
14
17
15

25,00
25,00
25,00
24,55
23,41
23,10
22,94
22,58
21,41
21,34
20,83
20,73
20,63
20,63
20,50
20,18
20,17
19,87
19,65
19,28
19,17
19,12
18,84
18,66
18,59
18,59
18,52
18,39
18,24
17,77
17,27
17,26
17,06
16,79
16,69
16,50
16,36
15,79
15,73



DX Korespondenc¢ni semina¥, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 118 00 Praha 1

44.—
44.—

57.—
59.—
59.—

66.—
66.—
68.—
68.—
68.—
71.—
71.—
71.—

75.—
75.—
77—
77—
77—
77—
77—

77—
77—
85.—
85.—
85.—

40.
41.
42.
43.
45.
45.

67.
67.

87.
87.

88.
89.
90.

Jaromir
Vojtéch
Minh Tri
Jan
Jakub
Martin
Markéta
Anh Dung
Vit
Dominik
Anh

Jiri
Jakub
Petr
Michaela
Tomas
Petr
Lukas
Jan

Jiri

Vit
Katefina
Anna
Jakub
Zuzana
Lukas
Jaroslav
Daniela
Markéta
David
Marie
Tomas
Anezka
Stefan
Adam
Tereza
Jiri
Daniel
Jifina
Patricie
Krystof
Andrea
Jakub
Adam
Pavel
Michaela
Emese
Kristyna
Tomas
Kristyna
Marek

Mielec
Lanz
Pham
Kadlec
Slama
Spilar
Horova

Le

Kalisz
Krasula
Le Hoang
Zeman
Dargaj
Lukes
Brabcova
Fiala
Jakubcik
Honsa
Vaclavek
Cech
Fojtik
Nova
Steinhauserova
Hledik
Vlasakova
Kubacki
Stransky
Sindelafova,
Ospalkova
Uchac
Vonzino
Kuzma
Michalkova
Racak
Galik
Koberova
Strincl
Backov
Duspivova
Klosse
Kolar
Kucerova
Martak
Riha
Soucek
Biova
Szabd
Smidova
Flaschka
Sudomovs
Vicha

WNDNPERWWNNNNNDNDNDDNDWWERENDNNNREFRFEFNDNRFBR WR FEFWWNDNOS WNER R ADNFENDRNWWWNOO -

GVolgogrOS
GZborovPH
NPorg

G Klatovy
GOpatovPH
G Vyskov
GMikul23PL
G Tachov
FSG Pirna
G Krnov
GJaroseBO
GLesniZlin
GPosKosice
GNeumannZR
G Jirov CB
GLede¢NSaz
PORG PH
G Jirov CB
G Ustin O
G Strakon
GUstavniPH
G Vimperk
G Dacice
GSRMRSkuteé
G Rumburk
GNadKavaPH
G Tisnov
GaSOS Tel¢
G Unicéov
VOSDoprPH
GTomkovaOL
GAB Senec
GaSOS Tel¢
GTajBanBys
GOlivuPopr
G Chrudim
GSRandyJN
G Ruzomb
G Kralupy
G CKrumlov
GJaroseBO
G CKrumlov
G GolNitra
G CesLipa
G Nymburk
MendelG OP
GZKMJ Gal
GMensaPH
G Hluéin
GValasKlob
MendelG OP

3-351-——
3---23-—-
3312--2-
33-532-—
3-3141--
32212-31
3--52-——
- --54505
32022-——
3-1131--
32121-10
33-53-——
33352-——
33--242-
331-1-0-
33103-—-—
3———2-——
331—————
3-111-11
3——5————
3-21--11
3———2-——
322521 ——
3-212-—-
3332-———
3——1-———
3-1-1---
3———2-——
3 -—-—————
3-0-————
3 - ———
3-0-1-——
3-1-0-—--
310-0-0-
31001010
3———1-—-—
3———1-—-
3 7777777
3 - —
3 7777777
3 - —
3 7777777
--0012--
3 7777777
3 —
3-—0-———
3 - —
23— ————
[ J
2-——-0--
[ J

12

8
1144
16

12

12

10

19
9+1

X

15,64
15,39
14,82
14,52
14,47
14,47
14,05
13,62
13,29
13,28
13,00
12,49
12,45
12,04
11,89
11,79
11,66
10,72
10,72
10,30
10,30
10,00
9,66
9,43
9,28
8,48
8,17
8,17
6,79
6,79
6,79
6,76
6,76
6,76
6,00
5,53
5,53
5,27
5,27
5,27
5,27
5,27
5,27
5,27
5,27
4,23
4,23
4,23
3,65
3,30
2,88
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42

91.
92.
93.-94.
93.-94.

Kristyna
Otto
Petr
Tomas

Ilievova
Hollmann
Gintar
Velich

N Wk W

33.ro¢nik (2013/2014), 2. komentare

G Milevsko

GUBalvanJN
MendelG OP
GJHroncaBA

2,87
2,00
0,00
0,00



1. serialova série — Teorie Cisel

VYSLEDKOVA LISTINA

33.-34.
33.—34.
35.-36.
35.-36.
37.
38.
39.

Eduard
Filip
Frantisek
Martin
Mateéj
Anh Dung
Martin
Jan
Radovan
Pavel
Jakub
Jakub
Ondrej
Jan
Lukas
Martin
Markéta
Jan
Vaclav
Anh
Miroslav
Mikulas
Jan
Marko
Vaclav
Markéta
Karolina
Marian
Petr
Antonin
Katarina
Jan
Dominik
Daniel
Minh Thao
Jan
Jakub
Miroslav
Anna

Batmendijn
Bialas
Couf

Hora
Konecny
Le

Raszyk
Soukup
Svarc
Turek
Loéwit
Svoboda
Binovsky
Jurka
Sadlek
Kopriva
Horova
Sorm
Steinhauser
Le Hoang
Stankovi¢
Zindulka
Krejci
Puza
Rozhon
Calabkova
Kuchynova
Poppr
Lukes
Cesik
Krajciova
Kadlec
Krasula
Pistak
Nguyen
Vaclavek
Dargaj
Psota
Steinhauserova

R R D NN R WWER R WWWWE R WANODNNDN WWWRARNREWWRRAWRFRRFRW

CGStLubovnia
GOpatovPH
GZborovPH
GMikul23PL
G Jirov CB
G Tachov

G Karvina

G Klatovy

G CT¥ebova
GTomkovaOL
GCeskoliPH
G KomHavir
GAnMeTr
GMLerchaBO
G Cadca
GMikul23PL
GMikul23PL
GJaroseBO
ZSVranéNV1
GJaroseBO
GPosKosice
GMikul23PL
G Bilovec
GPosKosice
GlJirsikaCB
GJSkodyPR
GMLerchaBO
GJNerudyPH
GNeumannZR
SPSElek PA
GAlejKosic

G Klatovy

G Krnov
GZborovPH
GEBeneseKL
G Ustin O
GPosKosice
GHlinZilina
G Dacice

W Ut = N O Ot W OOt Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot

w w w |
ot o |

O NKF R H OO OOt ot ot = |

Wk AN

[\

Cr ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot Ot ot at

N W W ww ik |

O s Ot O Ot Ot Ot O Ot Ot Ot Ut

| N ot |

| ot w |

ot =

N = N

15
15
15+
15 +1
15
15
15+
15 +1

[S2 3
+
.

U UL N W N ot

15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
14,32
13,57
11,46
11,39
10,36
10,25
9,66
9,58
8,61
8,43
7,94
7,47
6,95
6,72
6,69
5,70
5,49
5,25
4,91
4,39
4,28
4,20
3,60
3,60
3,47
3,47
3,26
3,04
2,95
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44

40.—41.
40.—41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.-53.
48.-53.
48.-53.
48.-53.
48.-53.
48.-53.

Lukas
Katefina
Anezka
Jaromir
Zuzana
Jakub
Tomas
Jakub
Petr
Petr
Jakub
Jozef
Markéta
Kristyna

Kubacki
Nova
Michalkova
Mielec
Svobodova
Slama
Fiala
Hledik
Gintar
Jakubcik
Martak
Mist
Ospalkova
Sudomova

NHEFDNDNOWWWWNKRFNR

33.ro¢nik (2013/2014), 2. komentare

GNadKavaPH
G Vimperk
GaSOS Tel¢
GVolgogrOS
G FrydINOs
GOpatovPH
GLede¢NSaz
GSRMRSkuteé
MendelG OP
PORG PH

G GolNitra
GAHS VKrtis
G Unicov
GValasKlob

O R =
|

O OO OCOO R K HEREFERRF

2,51
2,51
1,85
1,74
1,53
1,45
1,31
1,27
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00



Poradi po 3. podzimni sérii

e AR s ol

Frantisek
Radovan
Martin
Filip
Pavel
Jakub
Eduard
Jakub
Martin
Jan
Vaclav

. Anh Dung

Vaclav
Miroslav

. Katarina

Lukas
Martin
Martin
Ondrej
Markéta
Mikulas
Marko

. Karolina

Jan
Matej
Vojtech

. Antonin

Miroslav
Jan

Minh Thao
Tereza
Marian
Marian
Zuzana

Jan

Martin

. Anh

Vojtech
Jakub

. Anna

Couf

Svarc

Hora

Bialas
Turek
Svoboda
Batmendijn
Loéwit
Raszyk
Soukup
Rozhon

Le
Steinhauser
Stankovi¢
Krajciova
Sadlek
Surma
Kopfriva
Darmovzal
Horova
Zindulka
Puza
Kuchynova
Sorm
Konecny
Suchanek
Cesik

Psota
Jurka
Nguyen
Kislingerova
Poppr
Poljak
Svobodova
Krejci
Spilar

Le Hoang
Lanz
Dargaj
Steinhauserova

BRI O N WERERNNWFEDNWERARRWWNWEAR WN WN WWWk OB WWENWRREKFEBR W

GZborovPH
G CTiebova
GMikul23PL
GOpatovPH
GTomkovaOL
G KomHavir
CGStLuboviia
GCeskoliPH
G Karvina

G Klatovy
GlirsikaCB
G Tachov
ZSVranéNV1
GPosKosice
GAlejKosic
G Cadca
GJWolkraPV
GMikul23PL
GJaroseBO
GMikul23PL
GMikul23PL
GPosKosice
GMLerchaBO
GJaroseBO
G Jirov CB
GJaroseBO
SPSElek PA
GHlinZilina
GMLerchaBO
GEBeneseKL
G Klatovy
GJNerudyPH
GJSkodyPR
G FrydINOs
G Bilovec

G Vyskov
GJaroseBO
GZborovPH
GPosKosice
G Dacice

25252515
25232515
25232515
2524 23 15
24 22 25 15
22242114
25182115
232120 14
16 25 23 15
22192115
252121 7
22221415
232319 9
222518 8
252120 4
18 20 21 10
232223 —
21191710
232123 —
22221410
212117 7
232017 7
231819 5
17211910
14 16 20 15
2024 21 -
202019 4
211920 3
13152111
172219 3
18 22 19
14 23 16
17 2218
18 18 17
211017
2217 14
1120 13
191715
19 17 12
211710 3

I o | N | o |

w

89,62
88,02
87,77
86,80
85,49
80,51
79,18
78,57
78,11
76,56
73,73
73,28
73,25
72,98
70,81
69,75
68,37
67,77
67,42
66,75
66,58
66,46
66,45
66,09
65,69
64,09
63,57
63,02
61,10
60,48
58,65
57,30
56,19
55,08
54,89
53,91
52,27
51,77
51,54
50,35

325
792
659
87
215
293
104
296
701
587
74
1016
170
523
402
70
175
87
67
67
67
480
266
261
274
64
196
256
79
60
59
382
56
233
196
54
52
52
438
542
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46

41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.
7.
78.
79.
80.
81.
82.
83.
84.
85.
86.
87.
88.
89.
90.
91.

Miroslav
Daniel
Minh Tri
Dominik
Petr

Jan
Vojtéch
Katefina
Tomas
Petr

Jan
Jakub
Vit
Daniela
Michaela
Kristyna
Andrea
Jaromir
Markéta
Jakub
Patricie
Michael
Tomas
Jiri
Jifina
Jakub
Mihaly
Jifi
Lukas
Lenka
Lukas
Stefan
Viktor
Michaela
Jan
Barbora
Anezka
Marek
Zuzana
Marie
Markéta
Jaroslav
Adam
Peter Kulcsar
David
Henrieta
Tereza
Emese
Kristyna
Daniel
Kristyna

Krabec
Pistak
Pham
Krasula
Jakubdcik
Kadlec
Lukes
Nova
Fiala
Lukes
Vaclavek
Slama
Kalisz
Sindeléfova,
Brabcova
Smidova
Kucerova
Mielec
Calabkova
Sebek
Klosse
Bucha
Kuzma
Ceska
Duspivova
Hledik
Kotiers
Zeman
Kubacki
Kopfova
Honsa
Racak
Némecek
Brezinova
Alfery
Hudcova
Michalkova
Vicha
Vlasakova
Vonzino
Ospalkova
Stransky
Riha
Szabéo
Uchac
Michelova
Koberova
Szabo
Ilievova
Backov
Sudomova

I
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G KomHavir
GZborovPH
NPorg

G Krnov
PORG PH

G Klatovy

G LPika PL
G Vimperk
GLede¢NSaz
GNeumannZR
G Ustin O
GOpatovPH
FSG Pirna
GaSOS Tel¢
G Jirov CB
GMensaPH
G CKrumlov
GVolgogrOS
GJSkodyPR
GKepleraPH
G CKrumlov
G Zabteh
GAB Senec
CMGProsté&j
G Kralupy
GSRMRSkuteé
GHSelyhoKM
GLesniZlin
GNadKavaPH
CZSSL HnM
G Jirov CB
GTajBanBys
GJMasar JI
GKomTrebis
GNPrazacPH
PORG PH
GaSOS Tel¢
MendelG OP
G Rumburk
GTomkovaOL
G Unicéov

G Tisnov

G CesLipa
GHSelyhoKM
VOSDoprPH
GAlejKosic
G Chrudim
GZKMJ Gal
G Milevsko
G Ruzomb
GValasKlob

16 17 17
8 1719
17 16 15
151413
18 16 12
18 9 15
131419
19 14 10
19 13 12
1017 12
131711
1214 14
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121713 —

2113 8
16 14 12
1819 4
1917 5
6 1716
12 7 16
2118 -
1617 5
1011 16
1318 7

1917 - —

1117 5
17 4 9
1318 —
- 1812
117 8

1613 — —

9 811
184 7
19 9 -
1216 —
9 - 18
10 17 —
19 - 7
1112
4 12
16 3
15 3
11 5
12 7
9 14
14 3
1112
9 8
13 4
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16 0
14 3

6
4
6 13 3 —
5
3
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50,32
48,25
47,68
46,53
46,31
46,00
45,64
45,60
45,06
44,45
44,09
42,84
42,08
42,01
41,94
41,68
41,54
40,39
39,77
38,87
38,17
38,05
37,53
35,35
32,89
31,84
30,77
30,01
29,16
29,10
28,37
28,18
28,11
27,89
27,63
27,31
27,20
26,72
25,45
25,35
24,35
24,16
23,92
23,53
23,27
22,94
22,70
21,93
21,35
21,27
20,98

238
387
121
233
46
392
46
46
122
208
44
43
42
42
42
136
42
321
213
98
38
38
38
35
33
134
31
147
29
29
28
28
338
28
64
92
27
27
169
25
24
24
24
24
23
163
23
22
265
21
120
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92.-93.
92.-93.
94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.
108.-109.
108.-109.
110.
111.-114.
111.-114.
111.-114.
111.-114.
115.

116.

117.

118.
119.-121.
119.-121.
119.-121.
122.-123.
122.-123.
124.
125.-126.
125.-126.
127.

128.

129.

130.

131.
132.-133.
132.-133.
134.

135.

136.
137.—138.
137.—-138.
139.
140.—142.
140.—142.
140.—142.

Jakub
Tomas
Michaela
Premysl
David
Victoria Maria
Vojtéch
Martin
Jana
Jiri
Martin
Lucie
Ludmila
Tereza
Otto
Pavel
Radim
Jan
Tran Vi Thanh
Petr
Jozef
Jakub
Jakub
Adam
Tomas
Nicholas
Barbora
Matyas
Jakub
Lukas
Jakub Josef
Jachym
Martin
Jakub
Martin
Adéla
Pavlina
Vojtéch
Borek
Ondrej
Tomas
Martin
Zuzana
Michaela
Veronika
Petra
Daniel
Krystof
Jiri

Vit
Marek

Martak
Flaschka
Bielikova
Stastny
Perniaz

Néjares Romero

Linhart
Minasjan
Vrablikova
Strincl
Konecny
Roskotova
Simkov4,
Raskova
Hollmann
Soucek
Barta
Knizek
Pham
Cervenka
Mist
Stary
Seveik
Galik
Velich
Capek
Peslova
Medek
Schinko
Zib
Slavik
Solecky
Sourek
Hruby
Kutis
Sedova
Hartmanova
Juricek
Pozar
Binovsky
Benes
Chabada
Tréglova
Biova
Holubova
Kratochvilova
Krejbych
Kolar
Cech
Fojtik
Stépan

G GolNitra

G Hluéin

G Sered

G Zamberk
GNeumannZR
GZborovPH
SlovanG OL
GKepleraPH
GLesniZlin
GSRandyJN
GStraznice

G Turnov
GParoNitra
GTomkovaOL
GUBalvanJN
G Nymburk
GJaroseBO

G Strakon
GNeumannZR
GNadKavaPH
GAHS VKrtis
VOSKutHora
GKukucPopr
GOlivuPopr
GJHroncaBA
GBNémcovHK
G Vimperk
GMozartovaPA
GNadKavaPH
GPisnickPH
BiskG Brno
PORG PH
GCoubTébor
G Chrudim

G Humpolec
GJungmanLT
G Broumov
G Kralupy

G Rakovnik
GAnMeTr
GVraLevice

G Bardejov

G Zatec
MendelG OP
PORG PH
GHustopece
G Litomysl
GJaroseBO

G Strakon
GUstavniPH
SPSE Fren
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11
14
12
20
18
18
14
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13
13
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12
12

12
12
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20,81
20,81
20,58
20,52
20,06
19,76
18,15
17,82
17,70
16,92
16,65
16,24
15,47
15,43
15,00
14,75
14,47
14,47
14,08
14,05
14,05
14,05
14,05
14,00
13,80
13,78
13,41
13,00
13,00
13,00
12,64
12,64
12,45
11,89
11,89
11,82
11,76
11,70
11,66
11,46
11,39
11,39
11,38
11,02
10,88
10,72
10,72
10,54
10,30
10,30
10,30

21
21
16
21
20
20
18

X

1

135

18
17
17
16
78
15
15
15
14
14

150

14
14
14
14
14
14

129

13
13
13
13
13
13
12
12
12
12
30
39
12
11
11
11
11
11
11
11
11
11
10
10
10

1
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143.-147.
143.-147.
143.-147.
143.-147.
143.-147.

148.
149.-153.
149.-153.
149.-153.
149.-153.
149.-153.

154.

155.

156.

157.
158.-160.
158.-160.
158.-160.
161.-163.
161.—-163.
161.-163.

164.

165.

166.
167.—-170.
167.—-170.
167.—-170.
167.—-170.
171.-173.
171.-173.
171.-173.

174.
175.-177.
175.-177.
175.-177.

178.
179.—-181.
179.-181.
179.—-181.

182.-194.

Dominik
Veéra

The Minh
Tomas
Katefina
Jan
Cedrik
Denisa
Jan
Tomas
Peter
Daniel
Hana
Jan
Lenka
Katarina
Matej
Dennis
Antonie
Jakub
Matej
Vendula
Ivona
Marie
Levente
Kristyna
Anna
Jana
Alena
Ronald
Simon
Tomas
Stanislav
Barbora
Vit
Valentina
Matej
Marina
Tomas

Nevesli se.

Hodan
Tesarova
Tran
Valovic
Volkova
Erhart
Horcicka
Kolencikova
Kriza
Vanicek
Vook
Kocik
Dankova
Lukac¢
Vincenova
Behinska
Kosma
Rysanek
Brozova
Kriz
Shéanél
Kotyzova
Hrivova
Koutna
Berky
Davidkova
Filipova
Mensikova
Kosakova
Luc
Tabacko
Konecny
Kruml
Kubicova
Maroscik
Strakova
Kastak
Pogarcenko
Sacha
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GNadAlejPH
MasG Plzen
PCGKarVary
GAHS VKrtis
MG Vsetin
GFXSaldyLI
G CesLipa
GNémestovo
GVPavlovic
G Jirov CB
GPosKosice
GSroKosice
G Vimperk

G CKrumlov
GTomkovaOL
G GolNitra
SOSDoprOS
SPSUzlabPH

SPS PB

G VysMyto
WichtG OS
GOkrZilina
GTNovakBO
GZKMJ Gal
OA Liberec
G Kolin

G Frydlant

G Strakon
GJaroseBO
EvG Kosgice
GJirsikaCB
G Chotébor
PORG PH

G Bohumin
G Sered

G Hlohovec
GJungmanLT
SPSEB Bieclav
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10,00 10
10,00 10
10,00 10
10,00 10
10,00 10
9,45 203
9,17
9,17
9,17
9,17
9,17
9,00
8,48
8,46
8,34
8,17
8,17
8,17
8,00
8,00
8,00
7,76
7,38
7,00
6,79
6,79
6,79
6,79
6,76
6,76
6,76
5,75 143
5,53
5,53
5,53
5,36 68
5,27
5,27
5,27
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