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Mily piiteli !

Stejné jako v prirodé letos po podzimu pfislo hned jaro, i nas se-
minaf se z podzimni Casti tspésné prehoupl do té jarni. Pohled
do vysledkové listiny prozradi, ze na podzim byl boj lity. Nako-
nec prvni dvé mista obsadili prvaci, coz se naposledy stalo v roce
2007/2008. Tak doufejme, Ze si to starsi Fesitelé nenechaji libit a
souboj o ¢elni pricky bude napinavy do samého zavéru.

Dobrym prostorem pro sbirani bodu je seridl. V téchto komen-
tarich se Ti dostava do rukou jeho posledni dil. Je o néco kratsi nez
prvni dva dily a navic nevyzaduje znalost vétsiny dosud probrané
latky, tak nevahej a zacti se do néj. Ale pozor, tentokrat jsou vtipy
nejen v poznamkach pod ¢arou, takze ¢ti pozorné a opatrné!

Nejvice bodu se dé tradi¢né ,nahrabat“ v Mysmasi — ¢tvrté
jarni sérii. Pocitaji se totiz vSsechny odeslané ulohy, takze muzes
svij bodovy zisk vylepsit az o 35 bodi! Kromé prestize a hodnot-
nych cen je ve hife samoziejmé i ucast na podzimnim soustfedéni,
na které zveme resitele podle vysledku jarni ¢asti seminéfe.

Uspésny boj s jehlany, my8mi i konvolucemi Ti pieje

Kuba Krasensky

Co vsechno je ve Ctvrtych komentarich?

o Vzorova reSeni 4. podzimni a 1. jarni série
o Vzorové feseni 2. seridlové série
e Posledni dil seridlu Teorie cisel

o Vysledkové listiny

e Priloha: Zadani 3. a 4. jarni série a 3. seridlové série

e Priloha: Pozvanka na jarni vylet
Néboj

Hravad tymova matematickd soutéz Naboj probéhne 11. dubna
2014 v Praze, Opavé, Bratislavé, Kosicich, Pasové a Oulu. Ptihla-
Sovani se spousti 10. brezna na strankdch www.naboj.org. Upo-
zornujeme, zZe zajem byva velky a poptavka obvykle presdhne ka-
pacitu soutéze — proto nevdhej a domluv si s kamarady tym co
nejdrive!

Jarni vylet

Nepropasni ani tradi¢ni jarni vylet — jedine¢nou moznost, jak se
potkat s organizatory i ostatnimi fesiteli a prijemné stravit den

v prirodé. Uskutecni se v sobotu 22. bfezna. Vse potfebné se doctes
v prilozené pozvance.



Minima and Maxima

4™ AUTUMN SERIES VZzZOROVE RESEN{

Problem 1. (70; 63; 2,73; 3,0)
Ann found a triangle with numbers 1 to 6 written at its vertices and midpoints of its sides (each
number was used once). When she summed the triplets of numbers along the triangle sides, the
largest sum was 15. When she summed the pairs of numbers along the midlines, the smallest

sum was 4. What is the largest possible sum of the three numbers at the vertices?
(Anic¢ka Dolezalovd)

RESENT:

Ked hladdame, aky je maximélny stucet vrcholov v trojuholniku, tak to je ekvivalentné tlohe
najst minimalny stcet bodov, ktoré lezia v stredoch stran. Vsimnime si, ze su¢et dvoch najmen-
Sich &isel (z tychto ,stredovych bodov“) je 4, takze to bezpodmieneéne musia byt ¢isla 1 a 3,
a teda dvojka nemédze byt poslednym stredovym bodom. Najmensie ¢islo, ktoré moéze byt dalsim
stredovym bodom, je 4. Z toho vyplyva, Ze maximélny stéet vrcholov méze byt 13 = 6 + 5 + 2.
Zostédva nam uz len ukézat, ze také rozmiestnenie ¢isel vieme ndjst (vid obrazok) a splituje
zaroven aj podmienku, Ze st¢et bodov na jednej (spodnej) strane je 15.
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POZNAMKY:
Uloha bola jednoduché a skoro vetkym sa ju podarilo spravne vyriesit. Vo vzoraku som chcel
ukdzat iny sposob, ako sa dalo prist k vysledku. Vicsina Iudi postupovala priamociarejsie —
dopliali do trojuholnika postupne body a tak zistili, ako bude trojuholnik vyzerat.
Na zaver by som vam chcel pontiknut luxusné video od Rada Svarca, ktory nam rieSenie podal
v netradiénom prevedeni :-). Ndjdete ho na http://www.youtube.com/watch?v=ARwwjlZ-pDQ.
(Viktor Szabados)

Problem 2. (50; 35; 2,24; 3,0)
Numbers 1,2, ...,2014 are written around a circle in some order. What is the smallest possible
sum of the absolute differences of adjacent numbers? (Aléa Skélovd)
RESEN(:

Na kruhu najdeme ¢islo 1, vyrazime z néj jednim smérem a budeme postupné scitat absolutni
hodnoty rozdilti sousednich cisel. Nez narazime na ¢islo 2014, je tento soucet nutné alespon
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2014 — 1 = 2013. Muzeme si predstavit, ze z vysky jednoho metru nad mofem stoupame na
horu vysokou 2014 metrt. Pak také musime piekonat prevyseni 2013 metri. Podobné pokud se
od ¢isla 1 vydame opacénym smérem, soucet je opét aspon 2013. Dohromady tedy dostavame
2013 + 2013 = 4026.

Mame dolni odhad, zbyva zjistit, jestli je pro néjaky kruh takovy soucet mozny. A to uz je
snadné: kazdy kruh, v némz je mezi 1 a 2014 obéma sméry jen rostouci posloupnost ¢isel, ma
soucet absolutnich hodnot rozdila pravé 4026 (nebot pfi cesté k vrcholu hory nijak zbyte¢né
nestoupame ani neklesame).

POZNAMKY:

Naprosta vétsina resitelt bez problému dosla ke spravnému vysledku. Ne vsichni si ale uvédomili,
ze nalezeni jedné moznosti a prohlaseni ji za minimum nestaci. Je potfeba ukazat, ze soucet pro
jinou moznost nemuze byt mensi. Dikazy se objevily vSelijaké, n€které byly precizni a obecné,
jiné si vystacily s podobnym zjevnym argumentem jako vyse. (Béra Kocidnovd)

Problem 3. (49; 38; 2,22; 3,0)
Martin loves every positive integer which does not contain digit 9 in its decimal representation
and which becomes a square of an integer if any single of its digits is increased by one. Out of
the numbers he loves, he loves the largest one the most. Which number is it? (Martin Cech)

RESEN(:

Oznacme si néjaké alespon dvojciferné Martinovo oblibené ¢islo jako n. Pak ¢islan+11in+ 10
musi byt &étverce. Nechf tedy n + 1 = a? a n + 10 = b?, kde a,b € N a navic a < b. Po
odecteni téchto rovnic dostavame, ze b — a? = 9, neboli (b+a)(b—a) =9. Z b > a > 0 plyne
b+a>b—a>0. Tato podminka ndm z moznych rozklada ¢isla 9 na soucin dvou celych cisel
zanechd jedinou moznost, a to b+a =9, b —a = 1, z ¢ehoz dostavame feSeni a = 4, b = 5.
Odtud mame n = a? — 1 = 15, které vyhovuje zadani. Cislo 15 je tak jediné alespon dvojciferné
Martinovo oblibené, a je proto nejvyssi.

POZNAMKY:

Ackoliv byla tloha docela jednoducha, ¢ast fesitelt zapomnéla na néjaké drobnosti, jako napfi-
klad pro¢ nemusime brat v uvahu rozklad 9 na zaporna ¢isla. Za takové malickosti jsem body
nestrhaval, rozhodl jsem se ale strhnout bod za to, ze jste Gplné bez dikazu tvrdili, ze 52, 42
jsou jediné étverce, jejichz rozdil je 9. Neni to pravda, protoze 32 —02 = 9. Je viak pravda, Ze to
jsou Ctverce nejveétsi, coz k reseni ulohy staci. Bohuzel se naslo i par takovych, ktefi si nepozorné

precetli zadani a predpokladali, ze zvétsuji jenom jednu cifru. (Martin Cech)
Problem 4. (48; 42; 3,79; 5,0)
In terms of n, what is the largest number of subsets of the set {1,2,3,...,n} which can be chosen
such that every two chosen subsets have at most two elements in common? (David Hruska)
RESENT:

Zacneme nejprve s malymi hodnotami n. Pro n < 2 mizeme jisté vybrat vSechny podmnoziny, a
proto pro n = 0, 1,2 mame postupné 1, 2 a 4 mozné podmnoziny. Déale budeme uvazovat n > 3.
Jisté mzeme vybrat vSechny nejvyse t¥iprvkové podmnoziny, nebot tyto nemohou mit vice nez
dva spolecné prvky s libovolnou jinou takovou mnozinou. Celkovy pocet vybranych mnozin pak

bude roven . . . . W8 4 Bt 6
(0) * (1) + (2) * (3) -6

coz funguje dokonce i pro specialné rozebirand malé n.
Nyni dokdzeme, Ze vétsi pocet podmnozin neni mozné vybrat. Pro spor predpokladejme, ze
pfi nejvétsim mozném poctu vybranych podmnozin mame vybranou nékterou podmnozinu M
3
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s vice nez tfemi prvky. Poté muzeme M nahradit vSemi jejimi t¥iprvkovymi podmnozinami —
ty jsou urcité alespon dvé a rovnéz nemaji spolecné vice nez dva prvky s ostatnimi vybranymi
podmnozinami. Toto je spor s tim, Ze se jednalo o nejvétsi pocet podmnozin, a tedy neni mozné
vybrat vice podmnozin nez vSechny nejvyse t¥iprvkové.

POZNAMKY:

Naprosta vétsina z vas se dopracovala ke spravnému vysledku, ktery ovsem mnohym vychézel
o jedna mensi, nebot z néjakého zahadného divodu nemaéte radi prazdné mnoziny. Za absenci
préazdné mnoziny jsem strhaval jeden bod. Za spravny vysledek jste mohli obdrzet tii body,
pri¢emz dalsi dva na vas ¢ekaly za diukaz, Ze se opravdu jednad o maximum. Klasicky problém tu
totiz spocival v tom, ze jste mluvili o vyhodnosti pouziti vSech trojic a o tom, jak si vybérem
té ¢i oné vétsi mnoziny zakdzeme vice dalsich mnozin, takze je to pro nas velice nevyhodné.
Nemusim snad dodavat, zZe tyto argumenty o vyhodnosti jsou skvélym prvkem reklam, ovSem
v matematickém dikazu uz maji vyuziti zna¢né mensi :) (Lukés Zavrel)

Problem 5. (42; 27; 3,005 3,5)
Given an equilateral triangle ABC, let { be a line passing through A parallel to BC. For every
point S on ¥, consider a circle w centered at S and tangent to the line BC. Determine all
positions of S for which the length of arc of w lying inside AABC' is the maximum possible.
(David Hruska)

RESENT:

Pro libovolny bod S € [ je polomér odpovidajici kruznice w dén vzdalenosti d primek ! a BC.
Pro délku L kruznicového oblouku plati L = a - r, kde r je polomér kruznice a a je pfislusny
stfedovy thel v radidnech (m = 180°). Jelikoz vSechny kruznice w maji stejny polomér d, je
maximalita délky oblouku ekvivalentni maximalité pfislusného stfedového thlu. Rozlisime dva
pfipady. V obou mtizeme vzhledem k symetrii BUNO piedpokladat, ze body C a S lezi ve stejné
poloroving uréené pfimkou AB (bod S je ,vpravo“ od A nebo pfimo S = A).

(i) |[AS] < d. V tomto pfipadé protind kruznice w obé tsecky AB i AC, kazdou pravé
jednou. Ozna¢me jejich priseciky s w po fadé D, E (E # A). P¥imka [ svird s polopfimkou AC
i s polopfimkou opa¢nou k poloptimce AB thel 60°, priseéik w s touto opa¢nou polopfimkou
oznacme F' (F # A). Navic tyto dvé polopfimky nelezi na jedné pfimce, tedy jsou osové soumérné
podle [. Kruznice w je taktéz osové soumeérné podle [, proto jsou i odpovidajici priseciky E a
F' osové soumérné podle [, tedy pfimka EF je kolmé na [ i na BC. Z toho jiz snadno zjistime,
ze |X<AFE| = 30°. Krat$imu oblouku DE odpovida obvodovy thel 30°, ¢ili p¥islusny stfedovy
thel ma velikost 60°.

g
Q
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(ii) |JAS| > d. KruZznice w tentokrat protind pouze stranu AC (pokud ji neprotina, zkoumany
oblouk neexistuje), a to ve dvou bodech (pokud se w dotykd AC, oblouk mé nulovou délku).
Oznaéme G prisecik blizsi k A. Podivejme se na trojuhelnik ASG. Jelikoz |<TGAS| = 60°, plati
|[<KCGS| = |[<KGAS| + |[MASG| > |[<GAS| = 60°. Trojuhelnik GSH, kde H je druhy prisecik
AC' s w, je zfejmé rovnoramenny, tedy |<{IGSH| = 180° — 2. |[<{HGS| < 60°.

H
B C

Délka oblouku leziciho uvnitf trojihelniku ABC je tedy maximalni, pravé kdyz |AS| < d.

POZNAMKY:

S nadsazkou lze Fici, Ze co feSeni, to unikat. Ke slovu se dostala kromé standardniho thleni
sinova i kosinova véta, véta o thlu tétiv, shodné zobrazeni, a co by to bylo za geometrii, kdyby
ji alespon nékdo nevyfesil analyticky. Uloha se takiikajic vzdala témét jakémukoliv atoku. Pro
fajnsmekry dodavam na rozmyslenou — jak s feSenim souvisi tzv. ,antisvrk“?! Vétsina fesitelt
presla ¢ast (ii) jen s konstatovanim, ze kdyz se bod S vzdaluje od A, délka oblouku uvniti ABC
se zmensuje, apod. Pouzita tvrzeni tohoto typu byla sice velmi intuitivni a snadno dokazatelna,
takze jsem za pouhé jejich zminéni body nestrhaval, ale pfesto je vzdy lepsi je alespon strucné
dokazat. Resitele, kteii se o to s iispéchem pokusili, jsem ocenil kladnym imaginarnim bodem.
Nékteri fesitelé mé potésili velmi dobrou angli¢tinou (obcas asi lepsi, nez je ta moje), ostatni
bych chtél povzbudit k dalsimu zdokonalovani se v tomto jazyce, odborném i obecném, nebot

o jeho uplatnéni v obou oblastech nemiize byt pochyb. (David Hruska)
Problem 6. (56; 46; 3,34; 4,0)
Find the largest possible number of rooks that can be placed on a 3n X 3n chessboard so that
each rook is attacked? by at most one other rook. (Aléa Skélovd)
RESENT:

Ukézeme, Ze maximalni pocet vézi, které lze rozmistit dle zadéani, je 4n.

Predné si vSimnéme, Ze v jednom fadku ¢i sloupci mohou byt nejvyse dvé véze. Jsou-li navic
v néjakém radku, resp. sloupci Sachovnice dvé véze, pak se ve sloupcich, resp. fadcich, kde tyto
dvé véze stoji, jiz nemuze nachazet zadna dalsi véz.

Pro spor predpokladejme, Ze se ndm na Sachovnici podarilo korektné rozmistit alespon 4n+1
vézi. Potom musi byt v alespon n + 1 fadcich dvé véze. Tyto dvojice vézi vynucuji existenci
alesponi 2(n + 1) sloupci, ve kterych je pouze jedna véz. Ve zabyvajicich nejvyse n — 2 sloupcich

Lhttp://iksko.org/files/sbornik1.pdf
2 A rook is attacked by another rook if they belong to the same row or column and there are
no other rooks between them.
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mohou byt nejvyse dvé véze, tedy pokud spocitame celkovy pocet vézi na Sachovnici pfes sloupce,
zjistime, ze vézi je na Sachovnici nejvyse

2n+1)+2(n—2)=4n—-2<4n+1,

coz je hledany spor.

Moznosti, jak na Sachovnici 3n X 3n spravné rozmistit 4n vézi, je mnoho — jeden mozny
zpusob je celou Sachovnici rozdélit na ¢tverce 3 x 3, vzit ty na diagonale a do kazdého z nich
umistit ¢ty véze tak, aby se po dvou ohrozovaly (,do kiize“). Situaci ilustruje obrazek:

) |
E K
) |

(g

]

POZNAMKY:

Vétsina feSeni nepostupovala jako vySe uvedené, ale zaklddala se na uvaze, ze dvojice ohro-
zujicich se vézi ,zabere“ dva fadky a jeden sloupec ¢i naopak, tedy do Sachovnice, kterd ma
dohromady 6n sloupcti a fadk®, muzeme takovychto dvojic umistit nanejvys 2n. Pak je ovSem
potfeba se jesté né€jak vyporadat s piipadnymi vézemi, které nejsou vibec ohrozeny, pricemz
pouhé konstatovani, ze ty ,nejsou tak vyhodné“, nesta¢i — co kdyby byl maximalni rozestavi-
telny pocet vézi lichy? Za tuto nedbalost jsem strhaval bod. Mnoha Fesitelim vSak tloha necinila
zadné obtize a vyslouzili si plny bodovy zisk. (Alexander ,,Olin“ Slavik)

Problem 7. (53; 34; 3,09; 4,0)
An uncolored 7 X 7 chessboard is given. What is the smallest number of squares which can be
colored black so that every 5-square (Greek) cross contains at least one black square?

(Martin Tépfer)

RESEN(:
Vyhovujici obarveni sedmi poli je zndzornéno na nasledujicim obrazku.
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Nyni pro spor predpoklddejme, Ze staci obarvit nejvyse Sest poli. Kdyz tabulku 7 X 7 pokryjeme
Sesti neptrekryvajicimi se k¥izi (viz obrazek), bude muset byt v kazdém kiizi pravé jedno obar-
vené policko. To znamena, ze policka mimo tyto kiize nemohou byt obarvena. To samé plati
i v pfipadé, Ze zndzornéné pokryti otod¢ime o 90°, tedy obarvené nemuze byt zadné z Sedych
poli¢ek na obrazku vpravo. K tomu, aby stfedovy kfiz obsahoval obarvené policko, musi byt
obarvené prostfedni pole.

Stejny trik nyni zopakujeme. Protoze je prostfedni pole jiz obarvené, budeme pokryvat zbyla pole
péti neprekryvajicimi se kiizi. Opét bude muset kazdy z nich obsahovat pravé jedno obarvené
pole, a tedy pole mimo kfize musi byt neobarvena. Vyuzijeme tato dvé pokryti:

-
-

Kdyz uvazime vsechna ¢tyfi otoceni pokryti vlevo a u pokryti vpravo uvazime nejen jeho otoceni,
ale i otoceni jeho symetrické varianty, vylouc¢ime tak obarveni vSech policek kromé prostiedniho.
To ale znamend, ze vyhovujici pokryti ma obarvené jediné policko, coz je zjevné spor.

POZNAMKY:

Sedma tloha s Sachovnici 7 X 7 a vysledkem 7 naldkala nezvykle mnoho fesiteld. Bohuzel v mno-
hych Fesenich uplné chybél pokus o dikaz, ze nestac¢i obarvit Sest poliéek. Obcas se vyskytlo i
vagni presvédCovani, ze jsme vybirali ta nejlepsi mozna policka. Takovy postup ale u podobnych
aloh témér nikdy nevede ke kyzenému vysledku a ani tato tloha nebyla vyjimkou.

Casto se v feseni objevovalo poéitani, kolik kiizfi obarvenim daného poli¢ka ,vyiesime“. Tento
postup vétsinou slavil tspéch, jen bylo potifeba poraddné rozebrat situace s kiizi v rohu. Chtél
bych také vyzdvihnout naprosto originalni feSeni Eduarda Batmendijna, ktery si tim vyslouzil
imaginarni bod a mutj véény obdiv. (Martin Topfer)

Problem 8. (125 2; 0,67; 0,0)
In a certain grocery store, Bartcha noticed 100 boxes full of fruits. Every box contained apples,
bananas, and pineapples. Prove that Bartcha can buy 51 of these boxes so that she gets at least
half of the apples, bananas and pineapples simultaneously. (Martina Vavackova)

RESEN(:

Z celkového poctu 100 prepravek odebereme tu s nejvétsim poctem jablek a ze zbylych 99 tu
s nejvetsim poctem banant — oznaCme je postupné J a B. Zbyvajicich 98 prepravek sefadime
sestupné podle poc¢tu jablek a rozdélime je do dvojic (prvni s druhou, t¥eti se étvrtou, az deva-
deséta sedmé s devadesétou osmou).

7
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Nyni vytvofime dvé skupiny po 49 pfepravkich. Budeme postupné brat vSechny dvojice a
prepravku s vétsim poctem banant vzdy umistime do skupiny, v niz je aktualné banand méne,
druhou pfepravku do druhé skupiny. Pokud je v obou pfepravkidch nebo v obou skupinach
aktualné stejny pocet banant, mtizeme si vybrat, kterou prepravku dame kam. Timto postupem
zajistime, ze v kazdém kroku se budou pocty bandni v jednotlivych skupinach lisit nejvyse
o pocCet banant v B. Kdyz tedy k libovolné ze skupin pfidame prepravky B a J, budeme mit
zaruceno, ze zde mame nadpolovi¢ni vétsinu banani.

Ukézeme, ze totéz plati pro jablka. Ozna¢me pocty jablek v pfepravkich v prvni, resp.
v druhé skupiné sestupné ai,a2,...,a49, resp. by, ba,...,bsg. Oznac¢me pocet jablek v J jako
ap a pridejme tuto pfepravku k prvni skupiné. Pak plati a; > b;+1, ¢ = 0,...,48. Po secteni
vSech nerovnosti dostaneme, Ze pocet jablek v prvni skupiné spolu s J je vétsi nebo roven poctu
jablek v druhé skupiné. Stejnou ivahu muzeme provést i naopak.

90g®) D QLD | L0
oo ey CXs | (OO0
= =
) L j
= o0 &
= | | =2
= T e ] L _
=] ® C0 | Q0 CXO CLLLD
o9 d44 %C%O oo ewe OO0
N | S
cEtt

Staci tedy vybrat skupinu s vétSim pocétem ananast a pfidat k ni pfepravky B a J. Takto
Barca v kazdém pripadé ziska 51 prepravek, v nichz bude dohromady alespon polovina celkového
poctu jablek, banani i ananasu.

POZNAMKY:
Sesla se spousta Feseni, z nichz drtiva vétsina byla Spatné. Obzvlast typické byly chybné pred-
poklady, které ulohu zjednodusily natolik, Ze se z ni stala ocividna zalezitost.

(Martina Vavackova)



Prameéry

1. JARN{ SERIE VZzZOROVE RESEN{

Uloha 1. (81; 78; 2,91; 3,0)
Miize byt priimér 2014 (ne nutné riiznych) pfirozenych &isel® roven &islu 201,47
(Pepa Tkadlec)

RESEN(:

Uvazujme pfirozena Cisla ai, ..., a2014, jejichz primér je roven 201,4. Ze vzorce pro aritmeticky
prumér vyplyva, ze a1 + - - - + ag014 = 2014 -201,4 = 405 619,6, coz jisté neni pfirozené ¢islo. Ale
souCtem pfirozenych cisel musi byt opét Cislo pfirozené. Dostali jsme spor, tedy primeér 2014
prirozenych ¢isel nemuze byt roven 201,4.

PozNAMKY:
dobrala kyzeného cile ocenéného tfemi body. Zakladem uspéchu bylo spravneé si precist zadani
-). (Kristyna ,,Kikina“ Zemkovéd)

Uloha 2. (72; 59; 2,51; 3,0)
Déti ve 3. B maji prumérné 9,6 spoluzacek. Kolik déti chodi do 3. B? Naleznéte vSechny moznosti.
(Pepa Tkadlec)

RESEN(:
Oznac¢me c pocet chlapct a d pocet divek. Kazdy chlapec bude mit d spoluzacek a kazda divka
d — 1 spoluzacek. Pro prumérny pocet spoluzacek tedy plati

d+d(d—1
L() =9,6.
c+d
Protoze 9,6 je priumérem z Cisel d a d — 1, musi byt d —1 < 9,6 < d, a tedy d = 10. Po dosazeni
za pocet divek dostavame, ze chlapct je 15 a zédka ve 3. B celkem 25.

POzZNAMKY:

Uloha byla relativné lehkéa a pro vétsinu nepfedstavovala velky problém. Vétsina neuspéinych
feseni ztroskotala na néjaké zakladni Gvaze z teorie Cisel, coz mi vzhledem k letosnimu serialu
na toto téma prijde skoda. Urcité bych i za¢inajicim Fesitelim doporucil, aby si precetli alespon
zacatek seridlu. (Martin Tépfer)

3Nulu za pfirozené &slo nepovazujeme.
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Uloha 3. (63; 52; 2,44; 3,0)
PraSatko si hraje se svymi prateli plejtvakovci sedymi. Kytovci do pisku vyryji ¢isla 1,2, ... ,n.
PraSatko si v kazdém tahu vybere dvé ¢isla, jejichz prumér je celociselny, smaze je a pripiSe
do pisku onen prumér. Dokazte, Ze pro kazdé n > 3 umi PraSatko postupovat tak, ze na konci
zbyde v pisku jediné ¢islo. (Martin ,,E.T.“ Sykora)

RESEN(:

Nejprve PraSatko smaze Cisla 1 a 3 a pripiSe jejich prameér
dvé dvojky, ¢imz ma pro n = 3 hotovo. Je-li n > 3, v pisku jsou po druhém kroku cisla
2,4,5,...,n. PraSatko dale v k-tém kroku smaze dvé nejmensi ¢isla v pisku, coz jsou k — 1
a k 4+ 1, a pripisuje jejich primeér % = k. Tedy po k-tém kroku v pisku zbyvaji ¢isla
k,k+2,k+3,...,n. Nakonec po n — 1 krocich zbyde PraSatku jediné ¢islo, kterym je n — 1.

4£3 = 2. V druhém kroku zpriiméruje

POZNAMKY:

Mnoho fesiteli rozebiralo tlohu na nékolik pfipadi a navrhovalo PraSatku rtizné postupy — podle
parity n ¢i dokonce podle zbytku, jaky dava n po déleni ¢tyfmi. To bylo pracné a zdlouhavé.
Proto jsem udélila +i vSem fesitelim, ktefi nasli elegantni, univerzalni postup, ktery funguje
pro jakékoli n > 3. (Michaela ,, Misa“ Hubatovd)

Uloha 4. (55; 52; 4,20; 5,0)
Na tabuli jsou dve cisla: 2014 a néjaké mensi prirozené cislo n. Pokud je primeér cisel na tabuli
celociselny, Al¢a ho na tabuli pfipise a jedno z ptvodnich dvou ¢isel smaze. Dokazte, ze Alca

muze provést. (Alca Skélova)
RESEN(:
Vyuzijeme nasledujici pozorovani:

Tvrzeni. Po provedeni operace bude rozdil ¢isel napsanych na tabuli vzdy polovi¢ni oproti
rozdilu c¢isel pred provedenim operace.

Diikaz. Necht a > b jsou dvé ¢&isla napsand na tabuli. P¥i provadéni operace Aléa na tabuli
a+b

ptripise ¢islo 5~ a jedno z piivodnich ¢isel smaze.
(1) Smaze-li Al¢a ¢&islo a, tak rozdil zbylych ¢isel bude roven “TH’ —b= %
(2) Smaze-li Al¢a é&islo b, tak rozdil zbylych &isel bude roven a — 22 = 2=b,

Neformélné se dé tvrzeni také nahlédnout tak, ze Alca vzdy pfipiSe ¢islo ,uprostied“ a jedno
z krajnich Cisel smaze.

Dale pro spor predpoklddejme, ze existuje prirozené ¢islo n < 2014 takové, ze Aléa muze
provézt operaci vice nez desetkrat. Pro pocatecni rozdil d = 2014 — n c¢isel na tabuli plati
0 < d < 2014. Po provedeni jedenacti operaci tak bude rozdil &isel na tabuli roven d/2'!, oviem
protoze 0 < d/2'! < 2014/2048 < 1, vysledny rozdil nemuze byt celé &islo, coz je spor s tim, ze
na tabuli zbudou dvé cela cisla.

Za¢ne-li Al¢a s &islem n = 2014 — 210 = 990, potom at bude provadét operace naprosto
libovolné, budou diky dokidzanému tvrzeni na tabuli po kazdém provedeni operace dvé cela cisla
— jedno cislo je vzdy celé, protoze zustalo na tabuli z minula, a druhé, protoze rozdil je cely
(postupné se snizujici mocnina dvojky). Po provedeni posledni operace zbudou na tabuli dvé
Cisla s rozdilem jedna.

POzZNAMKY:

Myslenka s ,,ptilenim vzdalenosti“ mezi dvéma ¢isly na tabuli se ukazala byt pomérné jednodu-
cha, ale obcas byl pro nékoho trochu problém ji poradné formulovat a korektné zapsat. Body
jsem strhaval, pokud nékdo uvazoval pouze mazani mensiho ¢isla a nikdy tak nesmazal ¢islo

10
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2014, ¢imz si ulohu netmérné zjednodusil (sice se ukaze, ze je vlastné jedno, které ¢islo skrtame,
ale je potieba to nejprve ospravedlnit). Nemadlo FeSiteli ukazovalo postup, jakym bude Alca
provadét operace, pokud zacne s Cislem 990, ale staci v podstaté Fici, Ze se to nikdy nemuze
pokazit. Mizete si také povSimnout, Ze se jedna o jediné Cislo, které vyhovuje podminkam ulohy.

(Filip Hlések)

Uloha 5. (44; 31; 3,45; 5,0)
E.T. k narozeninam dostal krasny kruhovy dort a hned se rozhodl pilkruhovou ¢ast z né€j vénovat
nejlepsimu resiteli PraSatka. Nez ji ale stihl odkrojit, Pepa uz dort nakrajel tradi¢nim zpiisobem
na pravé 4k dilki tak, Ze 2k z nich bylo vétsich (navzdjem stejnych) a 2k mensich (téZ navzédjem
stejnych). Dokazte, ze E.T. i tak nasel nékolik sousednich dilki, které tvofily pulkruh. (Podafilo
se mu tedy oddélit piilkruhovou ¢dst, aniz by musel nakrajené kousky preuspoiadat.)

(Martin ,,E.T.“ Sykora)

RESEN(:

E.T. dort rozdélil na dvé souvislé ¢asti sestavajici se z 2k dilki. Bud byly stejné velké a mél
vyhréno, nebo byla jedna mensi. A pravé mensi ¢ast, ve které bylo vétsich dilkd méné nez k, si
E.T. vybral. Ve zbylé ¢asti dortu pak bylo vétsich dilkid vice nez k.

Nyni si uvédomme, co by se stalo, pokud by E.T. posunul sviij vybér 2k dilkt o jeden kousek
proti sméru hodinovych rucic¢ek. Pavodni a posunuta cast dortu by mély vSechny dilky, az na
dva krajni, spolecné, a proto by se pocet vétsich dilkti v danych ¢astech rovnal nebo lisil o jedna.
E.T. postupné posouval svij vybér 2k dilki proti sméru hodinovych ruci¢ek a sledoval, kolik
vétsich dilkt bylo v jeho vybéru. Zacinal s ¢islem mensim nez k, po 2k krocich skoncil s ¢islem
vétSim nez k, pricemz v kazdém kroku dany pocet zustal beze zmény nebo se zménil o jedna.
Proto zfejmé v néjakém kroku musel byt k.

V nékterém tuseku o 2k dilcich bylo k£ vétsich, a proto i k¥ mensich dilki. Od obou typu dilka
v ném tak byla obsaZena polovina a E.T. tedy mohl oddélit palkruhovou ¢ast dortu.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni byla spravna a kopirovala vzorové feseni. VSichni se tak dopustili drobné
nekorektnosti, kdyz prohlasovali za zfejmé, Ze pii néjakém ,otoCeni“ bude pocet vybranych
vétsich dilka k (viz posledni véta druhého odstavce vzorového feseni). Ve skuteéné podrobném
feSeni by se mélo dané tvrzeni dokazat (coz si muzete zkusit jako cviceni), ale ndm Uplné staci

povazovat jej za ziejmé. (Martin ,,E.T.“ Sykora)
Uloha 6. (22; 17; 3,82; 5,0)
Podmnozinu mnoziny M = {1,2,...,n} nazveme primérnou, pokud je neprdzdnd a primér
Jjejich prvkia je celociselny. Dokazte, Zze pocet priimérnych podmnozin mnoziny M ma stejnou
paritu* jako n. (Tomés ,,Savlik“ Pavlik)
RESEN(:

Vsechny primérné mnoziny rozdélime na t¥i skupiny: A, B a C. Ve skupiné A budou jednoprv-
kové mnoziny. Ve skupiné B budou viceprvkové mnoziny obsahujici sviij pramér. Ve skupiné C'
budou zbylé prumérné mnoziny, tedy viceprvkové takové, které neobsahuji sviij prameér. Kazda
jednoprvkova mnoZina je primérnd, tedy |A| = n. Ted uz sta¢i dokazat, ze |B| = |C|. VSechny
mnoziny z B sparujeme s mnozinami z C tak, ze mnoziné pfiddme, respektive odebereme jeji
prumér. Uz zbyva jen ovérit, ze zaddna mnozina nebude sparovand s jednoprvkovou mnozinou.
To by se mohlo stat, pouze pokud by dvouprvkovd mnozina obsahovala sviij prumeér, coz neni
mozné.

4Dvé &isla maji stejnou paritu, pokud jsou obé& suda nebo obé licha.
11
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POZNAMKY:

Mnoho spravnych feseni k diikazu pfistupovalo trochu jinak. Resitelé parovani vytvaieli v sy-
metrii s priumérem samotné mnoziny M, coz nebylo tak elegantni. Museli totiz oSettit takto
symetrické mnoziny, a to vedlo na rozebrani dvou moznosti podle parity n. Ti, kteri prisli na

autorské feseni, si vyslouzili imaginarni bod. (Tomés ,,Savlik“ Pavlik)
Uloha 7. (28; 15; 2,82; 3,5)

Aritmetickym polomérem dvou ¢isel a, b rozumime éislo “T'H’. Po poli skace n jednicek. Kdyz se
dvé cisla potkaji, zmizi a misto nich se na poli objevi jejich aritmeticky polomér. Takto c¢isla na
poli postupné ubyvaji, az zbyde jen jedno. Dokazte, Ze toto ¢islo nebude mensi nez %

(Tomas ,,Savlik“ Pavlik)

RESEN(:

Tvrzeni dokédZeme indukci. Pro n = 1 je splnéno trivialné. Pfedpokladejme tedy, Zze podminka
ze zadani je splnéna pro kazdy pocet jedni¢ek rovny k < n, a dokazme tvrzeni pro n jednicek.
Cisla na poli se potkavaji az do té doby, nez tam zbudou posledni dvé. Jedno piitom vzniklo
z k jednicek a druhé z n — k jednicek, kde 1 < k < n. Podle indukéniho pfedpokladu jsou tato
¢isla alespon %, resp. ﬁ Jejich aritmeticky polomér si oznacme d. Poté plati:

1 1

= + =

kT n-k _ n > 1
- 4 4k(n — k) —

n
- ==,
n?2 n

nebot (n — 2k)2 > 0 a roznasobenim dostaneme n? > 4k(n — k). Pro n jednicek nam tedy na

konci zbude ¢islo, které je alespon %, coz jsme méli dokazat.

POzZNAMKY:

Kromé nékolika feseni na par radka se objevila spousta obchodnikti, ktefi provolavali mocnéa
slova, Ze pokud se budou celou dobu budou potkdvat dvé stejna cisla, bude vysledek vzdy
nejmensi, a proto je pro nas nejvyhodnéjsi, kdyz tak budeme ¢initi, ale na konci nam vyjde cislo
vétsi nez %, a proto je uloha dokazana. Nemusim dodavat, ze tato slova, kterd jsou vétSinou

pravdiva, je nutno podepfit argumenty, a to zde nemohlo byt nic jiného nez nerovnosti. Proto

tito obchodnici svou tlohu neprodali za vice nez jeden stédry bod. (Lukés Zavrel)
Uloha 8. (12; 7; 2,92; 5,0)

Bud ABC ostrouhly trojihelnik se stiedem kruznice opsané O. Primky AO, BO, CO protnou
kruznice opsané trojuhelnikim OBC, OCA, OAB postupné v bodech D, E, F riznych od O.
Dokazte, ze

|OD| - |OE| - [OF| > d,

kde d znaci primeér kruznice opsané trojuhelniku ABC. (Filip Hlések)

ReSEN{ (PODLE ANH DUNG , TONDY® LE):

Jelikoz je ABC ostrouhly, lezi bod O v ném. Pfi standardnim znacéeni thlu plyne z véty o obvodo-
vém a stiedovém thlu |<<TBOC| = 2qa, |[XAOC| = 28 a |X{AOB| = 2v. V tétivovém ¢&tyFuhelniku
BOCD plati |<DCB| = |[<DOB| = 180° — 2v. Analogicky |<<CBD| = |<<COD| = 180° — 2.
Dale z té&tivovosti plyne |<{BDC| = 180° — 2c.

12
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A

Vyjadifeme nyni délky tsecek vystupujicich v zadani. Z Ptolemaiovy véty pro tétivovy Ctyr-
thelnik BOCD plyne

BD D
|BC|-|0D| = |BO| - |CD| +|CO| - |BD|, tedy \op\:%.

Pouzitim sinové véty v trojuhelniku BC'D dostavame

|BD| |CD]| |BC|

sin(180° —2v)  sin(180° — 23)  sin(180° — 2a) "
Pomoci téchto vztahi a identity sin(180° — ¢) = sin ¢ dostéavame

d sin(2y) + sin(28)

OD|=—-
0D 2 sin(2a)
a analogicky pro zbylé dvé délky plati:
d sin(2v) + sin(2c)

|OE|= <.

[\

sin(28)

<
ISH

sin(28) + sin(2a)
sin(2y) '

Dosazenim odvozenych vztahti do zadani dostavame ekvivalentni nerovnost

oF|= <.

()

(sin(2c) + sin(2B)) (sin(2c) + sin(27)) (sin(2v) + sin(28)) > 8sin(2c) sin(28) sin(27).
Tato nerovnost je vSak jen cyklickym souéinem tfi AG nerovnosti tvaru
sin(2a) + sin(283) > 24/sin(2a) sin(28),

pricemz nezapornost Clent plyne z ostrotihlosti trojuhelnika.

13
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POZNAMKY:

Dosla feseni se dala rozdélit na dvé podobné velké skupiny — na zcela spravna a zcela Spatna.
K moji radosti bylo ale pfece jenom téch spravnych vice. Jedinym castym nedostatkem téch
spravnych bylo opomenuti zdiraznéni toho, ze nékteré pouzité tvahy funguji jen pro ostrouhly
trojahelnik. Body jsem za to nakonec nestrhaval. Témér vsichni Gspésni fesitelé této ulohy pouzili
stejné jako vzorové reseni AG nerovnost, coz je nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym
primérem, takze tloha byla skuteéné zafazena do spravné série :-). (David Hruska)

14



Teorie Cisel

2.SERIALOVA SERIE VZOROVE RESEN{
Uloha 1. (46; 41; 3,89; 4,5)
Najdéte vsechny dvojice (m,n) pfirozenych éisel, které splituji rovnosti

mm+n _ 77,12,

nm+n 3

(Stépan Simsa)
RESEN(:
Prvni rovnici umocnime na (m + n), druhou na dvanactou. Dostaneme

2
m(m+n) _ n12(m+n) — m36.

Aby platila tato rovnost, musi nastat jedna ze dvou moznosti:
(i) Plati m = 1, pak z prvni rovnice ze zadani okamzité plyne i n = 1, coz je feSenim
soustavy.
(ii) Plati (m +n)2 = 36. Tedy

lm+n|=m+n=6. ()

Dosazenim do prvni rovnice ze zadani dostaneme m® = nl2 neboli m = n2. Tento

vztah dosadime do (&). Kvadratickd rovnice n?2 +n = 6 m4 kofeny n = -3 an = 2,
pfitom prvni nevyhovuje, protoZze po n pozadujeme, aby bylo prirozené. Dopocteme
m = 22 = 4, co? je opét FeSenim soustavy.

Zadani vyhovuji dvojice (1,1) a (4, 2).

POZNAMKY:

Uloha byla jednoduché a vzdala se takika jakémukoli pokusu o vyfeseni. Pivodné byla myslena,
jako uloha na p-valuace a z toho, ze valna Cast feSiteld p-valuace skutecné pouzila, usuzuji
alespon tu pozitivni informaci, Ze se do seridlu divate. Po provedeni p-valuace se rovnice totiz
zjednodusi na

(m+n)-vp(m) =12-vp(n), (m+n)-vp(n)=3-vp(m).

Manipulace s takovymi rovnicemi je pak analogickd postupu ve vzorovém feSeni, ale pro feSitele
patrné o néco prehlednéjsi. Jini fesitelé soustavu zlogaritmovali, ¢imz dostali stejnou soustavu
jako v pripadé p-valuaci, jenom misto symbolu v, psali log. A jako tfeti moznost se taky dalo
usoudit, Ze ¢isla m, n nejsou pFilis velkd (pfipad m + n > 12 vede ke sporu), ¢imz zbyva uz jen
kone¢né mnozstvi moznosti, které se vice ¢i méné inteligentné prozkouseji. (Mirek Olsdk)

15
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Uloha 2. (22; 20; 3,41; 4,0)
Cisla a,b,c,d € {1,2,...,40} spliuji kongruenci

41a — 40 - 6% +41b — 40 - 6° = 41c — 40 - 6° + 41d — 40 - 67 (mod 1640).

Dokazte, ze ¢isla a, b se v n€jakém poradi rovnaji ¢islim c, d. (Stépan Simsa)

RESEN(:

Diky tomu, ze 1640 = 40 - 41 a (40,41) = 1, je kongruence ze zadani splnéna pravé tehdy,
je-li splnéna tataz kongruence modulo 40 a 41. Jejich Gpravou (,,vySkrtnutim“ ¢lend délitelnych
modulem) dostavame nasledujici dvé kongruence:

a+b=c+d (mod 40), (©)
6% 4+ 6° =6°+ 6% (mod 41). (&)

Vsimnéme si, ze dvé ¢isla z,y € {1,2,...,40} se rovnaji pravé tehdy, kdyz x = y (mod 40); to
je déle ekvivalentni s kongruenci 6 = 6Y (mod 41), je-li 6 primitivni prvek modulo 41 (je totiz
p(41) = 40), coz budeme dale predpoklddat. Chceme-li tedy ukdzat, ze a € {c,d}, sta¢i ndm
ukézat, ze (6% — 6°)(6% — 6%) = 0 (mod 41) — zde vyuzivime, Ze 41 je prvocislo. Upravujme:

(6% — 6°)(6% — 69) = 62% — 6%(6° + 6%) + 65T = 62% — 6%(6% +6°) + 6T =0 (mod 41),

kde jsme v druhém kroku vyuzili (V) i (#). Vidime tedy, Ze a se rovna jednomu z &isel ¢, d;
dosazenim do (©) pak dostavame, ze b se rovna druhému z téchto dvou &isel.

Zbyva ukazat, ze 6 je skutecné primitivni prvek modulo 41, neboli Ze jeho fad (oznaéme ho
r) je roven 40. Ur¢ité plati r | 40, sta¢i tedy vyloudit pfipady r | 20 a r | 8 (kazdy vlastni délitel
40 je uz délitelem jednoho z téchto dvou éisel). Plati

6* =362 = (—5)2 =25 (mod 41),
odkud dale mame

6% = 252 = (—16)2 = 256 = 10,
620 = (—16)° =102 - (—-16) = —18-16 = —1 (mod 41).

R4d 6 je tedy vskutku 40, coz jsme potfebovali.

POzZNAMKY:
Témeér vsichni resitelé odhalili vyhodnou tpravu na dvé kongruence, kterda tlohu znacné zpie-
hlednila. Zhruba polovina se pak pomoci vice ¢i méné efektivnich uprav dopocetla ke kyzenému
vysledku. Za nezdtivodnéni konstatovani, ze 6 je primitivni prvek modulo 41, jsem se nakonec
rozhodl body nestrhéavat, jelikoz mi to prislo jako ¢isté manudalni a nepfiliS naro¢ny vypocet
(i bez pouziti vyse uvedeného ,triku“). Kladny imaginarni bod ziskal FrantiSek Couf, ktery
v uloze vypozoroval Vietovy vztahy a vyhnul se tak jakymkoliv ipravam.

(Alexander ,,Olin“ Slavik)

16



DX Korespondenc¢ni semina¥, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 11800 Praha 1 X

Uloha 3. (24; 22; 4,46; 5.0)
Da se ukdzat, ze ¢islo p = 2127 — 1 je prvoéislo.> S vyuzitim tohoto faktu dokazte, e 2014 je
kvadraticky zbytek modulo p. (Stépan Simsa)

RESEN{:
Vyuzijeme vlastnosti Legendreovych symbola a kvadratické reciprocity. Nasim cilem je dokazat

2014 -1
2127 _ 1)
Diky multiplikativité mame

5)=-C57)=-0G)6)

¢ p2-1 _ 5251 125 - , . o . .
Plati =5— =2 — 2°4° coz je sudé, takze s vyuzitim dodatku ke kvadratické reciprocité

dostavame
2 p2-1
<7) =(-1) s =1
p

Jelikoz p je tvaru 4k + 3, 19 je tvaru 4k + 3 a 53 je tvaru 4k + 1, tak podle véty o kvadratické

reciprocité (1??) __ (1%) (%) - (5%) '

Podle MFV plati 2'8 = 1 (mod 19), takze 227 — 1 = (2'8)7.2 -~ 1 = 1 (mod 19). Odtud

plyne
1
LANINED U
19 19
protoze 1 je vzdy kvadraticky zbytek (specialné modulo 19).
Opét podle MFV 252 = 1 (mod 53). Takze 2127 — 1 = 223 . (252)2 — 1 =223 — 1 (mod 53).
Nyni staci né€jak postupné zjistit tuto hodnotu:
1
2

3 5 (-9)3==.81-(-9) =

1 1 1
22355-2245 (28)3 = - - 256° 28 (—9) =

N | =

1
2

14 - (—9) = —126 = 33 (mod 53).

Zbyva jiz jen dat vse dohromady a dostavame, co jsme chtéli:

(2)- Q@) ()0 (5) () -coren-s

POZNAMKY:

Proto

o
I

o

vyuzivat vlastnosti, které se objevily v serialu. Néktefi bez zdtivodnéni uvedli, ze 2127 — 1 dava,
zbytek 1 modulo 19, resp. 32 modulo 53. To se neobeslo bez ztraty bodu. Jini sice vyraz znac¢né
zjednodusili (naptiklad pomoci MFV na 223 — 1), ale stejné se neobesli bez slozitych vypoctii.
Pfitom né&jakym ¢aste¢nym modulenim se d& prace vyrazné ulehéit. (Ne nutné tak, jak je to ve
vzoréku — pomohlo by naptiklad i (26)3 - 25 nebo alespoti (2!1 mod 53) - (22 mod 53).)

(Stépan Simsa)

2127

5Milou zajimavosti je, Ze nejen — 1 je Mersennovo prvodislo, ale dokonce 127 = 27 — 1

je také Mersennovo prvocislo.
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A je tu tfeti, zavérecny, opét o néco kratsi dil seridlu! K jeho pfecteni nebudes ptilis potiebovat
latku predchozich dila, spis bude nutné nebat se a poradné se zamyslet. Odménou Ti bude kus
krasné matematiky, ktery sice tolik nevyuzijes v olympiadé, ale pro ktery stoji za to zit.

Na co se tedy muzes tésit? Nejprve se naucis zkrotit hrtzostrasné vyhlizejici sumy. Poté
se seznamis s vselijakymi aritmetickymi funkcemi, nauci§ se je chytfe nasobit a vSe vyuzijes
k jednoduchym a extrémné elegantnim dukazum prekvapivych identit.

Prace se sumami

V tomto dile budeme ¢asto pouzivat slozitéjsi tpravy vyrazi se sumami. Jedné se sice o tech-
nictéjsi ¢ast matematiky, ale zjistis, ze se v ni ukryvaji i p€kné triky. Praci se sumami navic
mnohokrat ztrocis i v dalsich oborech. Nejprve si zopakujeme sumérni zapis a poté si ukadzeme
zékladni tpravy, které nam pozdéji ulehci zivot.
Symbol > znaci soucet nékolika ¢lent, a to v ruznych kontextech, jak se nejlépe ukdze na
prikladech. Mé&jme néjakou funkci f.
(i) Definujeme > p_; f(k) = f(1) + f(2) + --- + f(n). Suma tedy vyjadfuje nasledujici:
Nejprve za k dosadme 1, potom 2, 3, ... a nakonec n. VSechny tyto ¢leny sectéme.
Napriklad

n 4 4
len, do(mP+1)=382=1+> 2"
k=1 m=2 n=0

(ii) Vyraz > f(d) vyjadfuje soucet f(d) pfes vSechny kladné délitele d &isla n. Tedy
d|n

DA —1=(1" 1)+ (2> —1)+ (B 1)+ (6> —1) + (9 — 1) + (187 - 1).
d|18

(iii) Obecné > f(i) znamend soudet pres vSechny prvky mnoziny I. Tieba
iel

Do F@) = F1) + F3) + f(=6) + f(B).
i€{1, 3, —6,8}
(iv) Také se ndm muze stat, ze potiebujeme s¢itat pres dvé proménné. Napiiklad
> fla =122+ F2FB) + F(3)f(2) + F(3)%
2<a,b<3

z 2 2 f(3 f(3 4 4 4
s L0 _ QIO ) IO W

@ o e o e o e ey

d|i
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Proménnou k (resp. d, m, n, 1, a, b), pfes kterou jsme v sumé s¢itali, nazyvame index a auto-
maticky ji povazujeme za celé Cislo. Ukazme jesté jeden konkrétni piiklad s vnofenymi sumami:

ZZza_ +(24+49)+(2+4+6+8) =28
dl4 a=1

Vytknuti isla pfed sumu

Prvni Casto pouzivanou upravou je vytknuti ¢isla pfed sumu. Kdyz mame uvnitf sumy soucin
a jeden z Cinitell je nezavisly na scitacim indexu, muzeme tento ¢initel vytknout pred sumu.
Jedna se o bézné vytknuti, jak ho zname, jen u sum miize pusobit nezvykle. Naptiklad

Xn:n-(n—i—i—l):n-n+n-(n+1)+~~-+n-(2n—1)
i=1
=n-(n+n+1)+--+2n-1))

:n-Z(nJr'ifl).
=1

Prohazovéni sum
Casto se nam stane, ze mame dvé sumy vedle sebe. Pak je mizeme prohodit. Naptiklad

m n

DD F@) 9@y =D f@) - 9()

i=1j=1 j=li=1

Uvédomme si, Ze se opravdu nic nezménilo. Kdyz si totiz predstavime &isla f(2) - g(j) v tabulce
s m fadky a n sloupci, tak leva strana vyjadiuje, ze jsme udélali soucty v kazdém ze sloupctu
a vysledky jsme pak seCetli. Naproti tomu na pravé strané jsme secetli soucty radka. Ziejmé
jsme tedy dostali v obou pfipadech stejné ¢islo — soucet vSech ¢isel v tabulce. Na ten se taky
muzeme divat jako na sumu

S5 - 9().

1<i<n
1<3m
Prohazovani sum se d&4 vhodné kombinovat s vytykanim:

n m n n
1i=

S (1Y 90) = S0 90) =§:Zf(i)-g(j)=§:(g(1 Zf(z)

i=1 j=1 i=1j=1 1 i=1
To se muze hodit napfiklad, pokud neumime vyjadfit soucet Y 7", g(i), ale soucet > | f(i)
ano. Prvni, resp. posledni vyraz v predchozi rovnosti se da taky upravit dalsim vytknutim na

sou¢in dvou sum, tedy na
(Z 1) ) : (Z g(J))

Prohozeni sum je jesté o trochu komplikovanéjsi, kdyz prvky, pres které sc¢itdme ve vnitini
sumé, jsou zavislé na indexu vnéjsi sumy. Naptiklad Zd\n Ze\d f(e). Chtéli bychom na prvni
misto dostat sumu pres e. K tomu si stac¢i uvédomit, ze e je délitel cisla n. Tedy vnéjsi suma
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bude Ze‘n. A jaké nyni klast podminky na d? Musi platit, Ze d je nasobek e a pfitom d | n.
Vnitfni suma proto bude Y . Vyraz tak upravime do podoby
T
Y@= f@ =3 (1) 3 1).
dln eld eln d=e-z eln d=e-x

d|n din

Rozmysli si, ze jsme opravdu zadny ¢len nevypustili a zadny nezapocitali vicekrat.
Cviceni. Opravdu si to rozmysli.

Nyni uvidime, proc¢ se prohozeni sum vyplatilo. Vnitini sumu totiz umime dal pékné upravit.
Séitame nékolikrat jednicku, staci jen zjistit kolikrat. Jinak feceno, vnitini suma se rovna poctu
takovych cisel d, ze d = ex a zdrovei d | n. Tedy ex | n, a jelikoz e | n, tak x | Z. Pocet
vyhovujicich &isel d je proto stejny jako pocet z takovych, ze z | % Odpovédi je tedy pocet
délitelt ¢isla 2. Pokud oznacime 7(n) pocet délitelt cisla n, tak jsme piivodni vyraz upravili na

S He =350 (%). (@)
eln

dln e|d

Aritmetické funkce

V této kapitole se dostavame k hlavnimu programu naseho seridlu — aritmetickym funkcim.
Budeme je zkoumat, séitat, nasobit (a mozna jinak, nez bys cekal(a)), a diky tomu si odvodime
mnoho zajimavych vysledku teorie ¢isel. Co to tedy je?

Definice. Aritmetickd funkce je funkce z piirozenych ¢isel do reélnych éisel.S

Piikladem aritmetickych funkci jsou funkce f(n) = n3, f(n) = log(n) nebo Eulerova funkce
w(n).

Zajimavé aritmetické funkce dostaneme, kdyz vezmeme vselijaké vlastnosti ¢isla n tykajici
se délitelnosti.

Definice. Aritmetickou funkci 7(n) myslime pocet vSech kladnych délitelii &isla n.” Soucet
vSech kladnych délitelt ¢isla n oznacujeme jako o(n).

S témito aritmetickymi funkcemi jsme se vlastné jiz setkali — zminovali jsme totiz dokonald
¢isla, coz jsou presné ta éisla n, pro ktera plati o(n) = 2n.
Podet délitelt 7(n) muZeme snadno vyjadfit, pokud zname rozklad é&isla n na prvodisla.

Tvrzeni. Necht n=p{'-.-p" je rozklad ¢isla n na prvocisla. Pak plati
7(n) =(a1 + 1) (ar +1).

Dukaz. Stadi si uvédomit, ze kazdy délitel obsahuje ve svém rozkladu pouze prvodéisla p1,. .., pr,
pfi¢emz prvocislo p; v mocniné 0 az «;. To je tedy (a; + 1) moznosti pro prvodislo p;. Jelikoz
muzeme exponenty u riznych prvocisel volit nezavisle na sobé, zjistime pocet vSech délitelu jako
soucin téchto vyrazu.

6Nebo dokonce komplexnich. Aritmetické funkce jsou vlastné jen jiny pohled na posloupnosti.
"Mluvime o ni kratce jako o poctu déliteli.
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Podobny vzorec zavisly na rozkladu na prvocisla existuje i pro soucet déliteli. K nému
pfirozené dospéjeme v kapitole o multiplikativnich funkcich, zatim si jen uvédomime, ze plati
nasledujici.
k+1_4
p—1

p

Tvrzeni. Pro soucet déliteld mocniny prvocisla plati o(pk) =

Diikaz. Jedn se pouze o znamy® vztah pro soucet geometrické fady 1+p+ - - - +p*. Se znalosti
tohoto vzorecku uz snadno pozadovany vysledek dokazes.

Sezndmime se nyni s dalsi aritmetickou funkci — Mébiovou funkci p, kterad hraje v nasledujici
teorii klicovou roli.

Definice. Mdébiova® funkce p je
pron =1,
u(n) =< 0, je-li n &tvercové, tedy existuje-li a > 1 takové, Ze a? | n,
(=1)", jelin=pip2---pr, kde p; jsou navzajem ruznd prvodcisla.
Napriklad p(4) = 0, pu(5) = —1, pu(6) = 1. Jednu z péknych vlastnosti Mobiovy funkce
ukazuje nasledujici dulezité tvrzeni.

Tvrzeni. Plati:

Sutd)= || { boponT *)

ain pron > 1.

Dikaz. Vsimnéme si, ze pokud jsou a, b nesoudélna, plati pu(a)u(b) = u(adb). Pron = 1 je
trividlné soucet roven jedné. Mame-li n > 1, mizeme ho rozlozit na prvocisla, n = p‘l)‘1 cpr,
Jedini délitelé ¢isla n, ktefi do sumy prFispéji, jsou ti bezétvercovi. Proto miizeme psat (vyzkousej
si, ze po roznasobeni prostfedniho vyrazu opravdu dostaneme kazdé nenulové cislo ze souctu
nalevo pravé jednou)

> " uld) = (1+ plp)(1+ p(p2)) - 1+ ppr) =0-0---0=0,
d|n

coz jsme chtéli dokéazat.

Dirichletova konvoluce

Nyni jiz umime séitat sumy a muZeme se vrhnout na tento pfiklad (dobte si ho promysli).

Piiklad. Ukaz, ze pro n > 1 plati

p(n) =D uld) - .
dln

Reseni. Nejprve si uvédomime, 7e vyraz |[1/(a,b)]| je roven jedné, pravé kdyz jsou ¢isla a, b
nesoudélnd, jinak je to nula. Proto se ¢(n) da vyjadfit jako tato suma:

8 A snadno vygooglitelny.

9 August Ferdinand Mobius (1790-1868) byl némecky matematik a teoreticky astronom.
Kromé toho, Ze se vénoval teorii ¢isel, byl také jednim ze zakladatelti topologie. Pravdépodobné
jsi uz slysel(a) o Mobiové pésce.

21



DR  Matematicky korespondenéni semindf 33.ro¢nik (2013/2014), 3. komentare

Nasledné vyuzijeme vztahu (&) pro kazdy ze séitanct sumy a dostaneme

:éhn” > w@= 3 S u.

k=1d|(n,k) k=1 dln
dlk

Nyni pfichazi ¢as na prohozeni sum, které je op€t pomérné narocné, procez si jej dobie rozmysli.

S wd =3 X w@ =3 () 3 1).

k=1 d|n d|n Ic dap d|n k=dz
d|k < k<n

Zbyva si uvédomit, ze posledni vnitini suma vyjadiuje jen pocet nasobkul c¢isla d mensich
nebo rovnych n. A jelikoz d | n, je jich pfesné Z. Tim jsme dostali pozadovany vztah, ktery si

pfipomeneme pro pfipad, Ze uz jsi zapomnél(a), co vlastné dokazujeme:
n
= u(d)- 7
dln
Poznamka. Soucet v minulém piikladu je specidlnim ptripadem vyrazu

SO g(%),
d|n

kde f a g jsou aritmetické funkce. Takovéto soucty se v teorii ¢isel Casto objevuji a my se nyni
budeme zabyvat jejich obecnymi vlastnostmi.
Predtim si zavedeme jesté dvé jednoduché, ale uzite¢né aritmetické funkce:

Definice. Jednotka je aritmeticka funkce u, kterd vSem ¢islim pfifadi jednicku (tedy u(n) =1
pro kazdé n.)10

Definice. Aritmeticka funkce N je definovana vztahem N(n) = n pro kazdé n.!!

Definice. Dirichletova konvoluce'? aritmetickych funkci f a g je aritmeticka funkce
n
=@ -9(h)-
dln

Konvoluci funkci f a g znacime f * g.

Konvoluce je tedy operace, kterd vezme dvé aritmetické funkce a vyrobi z nich tfeti. Na
prikladu jsme vidéli, ze kdyz zvolime za f Mébiovu funkci p a za g funkci N, dostaneme ¢,
jinymi slovy ¢ = p* N.

Jinym zajimavym piikladem jsme zakoncili prvni dil seridlu, kdyz jsme si ukazali, ze plati

n=> ¢(d)
d|n

Tento vztah nerika nic jiného, nez ze N = ¢ * u. V takovémto pfipadé¢, kdy je jedna z funkci
v konvoluci u, zavadime novy pojem.

10Znaceni vychazi z anglického slova unit.

1 Znacéeni vychazi z eského slova nuda.

12Mizes se také setkat s pojmem Dirichletiiv soué¢in. My budeme v seridlu fikat jednoduse
konvoluce.
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Definice. Necht f je aritmetickd funkce. Pak aritmetickou funkci g = f * u, tedy g(n) =
> qn J(d), nazveme sumdrni funkci funkce f.

Cviceni. Najdi suméarni funkci k V.

Tvrzeni. (Obecné vlastnosti konvoluce) Necht f, g, h jsou libovolné aritmetické funkce. Pak
plati:
(i) f*g=gxf, (komutativita)
(i) (f*g)*h=fx*(g*h). (asociativita)
Rikame, Ze je konvoluce komutativni a asociativni, coz jinymi slovy znamena, %e nezalezi na
tom, v jakém poradi konvoluci provadime, ani jak uzévorkujeme vyrazy typu fxg*h*i%jx*k.
Duikaz.

(i) K dtkazu komutativity je t¥eba si uvédomit, ze

Zf(d a(5)= X f@a) = 3 f®)gla) = Zf( ) 9(a),

a-b=n b-a=n

kde prostfedni sumy probihaji pfes vSechny dvojice ¢isel (a,b), pro které plati ab = n.
(ii) Oznacme A = g+ h a upravme f * A = f x (g * h). Mame

(fxA)n)= D> fl@Ad)= > fla) Y g(b)h(c)
a-d=n a-d=n b-c=d
= > f(@)g®)he).
a-b-c=n

Je vidét, ze pokud analogicky upravujeme vyraz ((f*g)*h)(n), dosp&jeme ke stejnému
vysledku.

Jesté se seznamime s funkci, kterd ,nechava jiné funkce na pokoji“.!3

Definice. Identita je aritmeticka funkce I definovana jako

1 1 =1,
I(n) = {_J _ pro n
n 0 pron > 1.
Tvrzeni. Necht f je aritmeticka funkce. Pak plati f«I =1 x f = f.
Dukaz. Viz cviCeni.
Cviceni. Tvrzeni si dokaz.

Cviceni. Najdi sumarni funkci k I.

Poznamka. V sekci o Moébiové funkci p jsme si dokazali, ze
> uld) = %J =1.
dln

Pokud tento vztah prelozime do reci konvoluce, dostaneme, ze I = p * u. Tento vztah Castecné
vysvétluje, pro¢ je zrovna Mobiova funkce tak zajimava. Je to totiz pfesné ta funkce, jejiz
sumarni funkeci je I.

13Dokonce nechéva na pokoji i sama sebe.
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Nyni si mazeme ukazat, jaka sila se ukryva v zakladnich vlastnostech konvoluce.

Priklad. Dokéazeme si novym a jednodus$im zpusobem, ze
n
n) = Zu(d) v
dln

neboli ¢ = px N.

Dikaz. 7 prvniho dilu vime, ze N = ¢ * u. To znamend, ze také N * u = (p * u) * u. Prava
strana se diky asociativité(!) rovna ¢ * (u* u). Navic vime, ze uxp = I, takze Nxpu = @oxI = ¢
Jak snadné (a bez sum).

Poznamka. Vzpomeiime si nyni, kolik jsme museli udélat tprav, nez jsme dostali vztah (©)

v kapitole o sumach:
S 0= s (2).
eln

din e|ld

Pritom si sta¢i uvédomit, ze vyraz na levé strané je suméarni funkce ze sumérni funkce z f.
Tedy (f *u)*u. S vyuzitim asociativity vime, Ze se to rovna f * (u*u), ale u*u neni nic jiného
nez Zd\n 1, tedy pocet délitela 7(n) ¢isla n. Tedy (f * u) * u = f % 7, coz je vyraz na pravé
strané.

wevs

ReZeni druhé ¢okoladové alohy — naroénéjsi pasaz

Jako priklad vyuziti nabytych znalosti si ukazeme, jak se feSila druhé cokoladova tloha k minulé
sérii, jejiz feseni nam bohuzel nikdo neposlal.
Uloha. V zavislosti na prvodéisle p uréi v Z, soucet vSech primitivnich prvk modulo p.
Reseni. Vezméme si néjaky primitivni prvek g modulo p (z minulého dilu vime, Ze existuje).
Hledany soucet pak je
k
> o
1<k<p—1
(k,p—1)=1

coz vyplyva z tvrzeni zminéného ve druhém dile, ze g’“ je primitivni prvek, pravé kdyz cisla k
a p — 1 jsou nesoudélna. V kapitole o aritmetickych funkcich jsme si dokéazali tvrzeni

S uld) = I(n).

dln
Diky tomu lze nasi sumu takto upravit:

p—1 p—1 p—1
dDogF=d ¢ Hkp-1)="¢" > w@d=> 4" > ud).
k=1

1<k<p-1 k=1 d|(k,p—1) k=1 dlk
(k,p—1)=1 dlp—1

Podarilo se nam ziskat vnorené sumy, které muzeme prohodit, tak hurd do toho. Ve vnéjsi
sumé budeme tedy sc¢itat pfes d | p — 1 a ve vnitini pfes takova k, kterd jsou nasobkem d a pro

ktera plati £ < p — 1. Pokud napiSseme k = dr, muzeme misto pfes k s¢itat pres r od 1 do %,
p—1 p—1 (p—1)/d (p—1)/d
29D wd =3 3 ¢t = Y g ud =D ) > g
k=1 dlk k=1 dlk dlp—1 r=1 dlp—1 r=1

d|lp—1 d|lp—1

24



DX Korespondenc¢ni semina¥, KAM MFF UK, Malostranské namésti 25, 11800 Praha 1 X

Nyni staci zjistit, ¢emu se rovné vnitini suma. Pro d = p — 1 je kongruentni s 1 modulo p.
Prod|p—1,d < p—1 stadi jen sumu seéist jako geometrickou fadu, ¢imz dostaneme

—1)/d
(pzi/ rd _ qlghP~D/d 1
g =gt
r=1 g -1

7 Malé Fermatovy véty plyne p | g?~t — 1 = (¢%)(P=1/d _ 1, ale piitom p{ g¢ — 1 (protoze g je
primitivni prvek a d < p—1). Tyto ¢leny nam tudiz modulo p vypadnou a zlstane jen u(p — 1),
coz je feSeni ulohy.

Multiplikativita funkci

Vétsina aritmetickych funkci, se kterymi jsme se dosud v seridlu setkali a se kterymi se zde jesté
setkame, ma vyznamnou'? vlastnost, které se ¥ika multiplikativita.

Definice. O aritmetické funkci f fekneme, ze je multiplikativni, pokud pro kazdou dvojici a, b
pFirozenych navzdjem nesoudélnych éisel plati f(ab) = f(a)f(b). Funkce je uplné multiplikationi,
pokud f(ab) = f(a)f(b) plati pro kazdou dvojici pfirozenych &isel.

Pro¢ je multiplikativita aritmetickych funkci z nékolika divoda velmi pfijemna? Z nékolika
davodua. Jednim z nich je to, ze je funkce jednoznac¢né uréend svymi hodnotami v mocnindch
prvocisel. Pomoci matematické indukce totiz snadno dostaneme intuitivni vzorecek

STt pRm) = fPTh) - ).

Kdyz tedy potiebujeme spocitat hodnotu v cisle n, staci jej rozlozit na prvocisla, zjistit
hodnoty v mocninach prvocisel a vyuzit tohoto vzorecku. Obdobné, kdyz chceme ukazat rovnost
dvou multiplikativnich funkci, sta¢i dokazat, ze se rovnaji ve vSech mocninach prvocisel.

Pro uplné multiplikativni funkce je situace podobnéa. Pro vypocet hodnoty n stac¢i znat hod-
noty v jednotlivych prvoéislech z rozkladu (Gplné multiplikativni funkce je totiz multiplikativni
a navic plati f(p*) = f(p)¥). Aby se dvé tplné multiplikativni funkce rovnaly, staci, aby mély
stejné hodnoty v prvodislech.

Cviceni. Uvédom si, ze funkce I, u, N a p jsou multiplikativni. Které z nich jsou multiplika-
tivni Gplné?

U dvou dulezitych funkci uz jsme si multiplikativitu nendpadné dokazali — u Eulerovy funkce
¢ (jiz v prvnim dile) a Legendreova symbolu L, (ve druhém dile).

Cvideni. Dokaz, ze pokud je f multiplikativni funkce, tak f(1) = 1.

Asi nikoho nepfekvapi, Ze jsou-li f a g multiplikativni funkce a h je definovana jako h(n) =
f(n) - g(n), tak je i h multiplikativni. Ale opravdové kouzlo a silu multiplikativity poodkryva
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. (Konvoluce zachovdvd multiplikativitu) Pokud jsou f a g multiplikativni, pak je
multiplikativni i f * g.

Dikaz. Necht h = f * g a m, n jsou dvé nesoudélna c¢isla. Pak

h(mn) = > (@) g (™).

d|mn

14Extrémné vyznamnou.
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Kazdy delitel d ¢isla mn se da napsat ve tvaru d = ab, kde a | m, b | n. Navic plati (a,b) = 1,

(%, %) = 1. Naopak kazda takova dvojice a, b odpovida pravé jednomu déliteli d. Proto se
rovnaji sumy

> Fdo(5) = X faby ().

dlmn (z\‘m

Na pravé strané jsme ziskali dvojitou sumu, ze které vyrobime soucin sum, podobné jako jsme
si to ukazovali v ivodni kapitole.

)= 2 s@no(’y)

a|lm
bln

zz< 0a(2)o(3)
- (00(3) - (Srwa(2)))

- (Sros(2) (S ron()

alm

>3

= h(m) h(n).

Ziskali jsme novou zbrarn, jak o funkcich ukazovat, ze jsou multiplikativni.
Tvrzeni. Funkce T (pocet délitelii) a o (soucet délitelii) jsou multiplikativni.'®

Dukaz. Tvrzeni se samoziejmé da dokazat z definice multiplikativity, ale vyzaduje to netrivialni
mnozstvi poéitani a tprav. S tim, co jsme si dokazali o konvoluci, se tvrzeni vzda.

Staéi si uvédomit, ze 7(n) = Zd‘n 1 je sumarni funkce jednotky u, tedy 7 = u * u. Podobné
o(n) = Zd\n d je sumérni funkce ,nudy“ N, tedy o = N *u. Funkce v a N jsou multiplikativni
a diky tomu, ze konvoluce zachovava multiplikativitu, jsou i funkce 7 a ¢ multiplikativni.
Poznamka. Nyni jiz snadno dokazeme, Ze pro n = pyips? ...pr" plati

1 1 1
p<111+ .pgz+ _.p? +
pr—1 p2—1 pr—1

o(n) =

Cviceni. Dokaz si, ze soucet déliteld zavisi na poctu délitela takto:

o(n) = Z 7(d) go(%)

d|n

Cviceni. Uvédom si, Ze konvoluce nezachovava tplnou multiplikativitu.

Ndvod. T =wux*u.
7e je funkce multiplikativni Gplné, uz je jen takova tfesni¢ka na dortu.!” Na druhou stranu

se tato vlastnost obcas chova nadstandardné pékné. Tak je tomu napriklad u Dirichletovych
inverzi.

15Plati dokonce zobecnéna véta: soudet k-tych mocnin déliteléi &isla n, neboli o (n) =
> ajn 4%, je multiplikativni.

16Pfestoze definice tiplné multiplikativity se zda byt piirozendjsi.

17Nebo hiebi¢ek do rakve.
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Definice. Necht f je aritmetickd funkce takova, ze f(1) # 0. Potom funkci g nazveme Di-
richletovou inverzi k f, pokud f * g = g * f = I. Obvykle ji zna¢ime f—1.

D4 se ukdzat, ze pro kazdou funkci existuje pravé jedna Dirichletova inverze, my to ale
délat nebudeme. Také se da odvodit ne tiplné pékny rekurentni vztah pro hodnoty funkce f—1!
v zévislosti na funkci f. My diky Dirichletovym inverzim dostaneme zajimavou charakterizaci
uplné multiplikativnich funkci. Drz si klobouk!

Tvrzeni. Necht f je multiplikativni. Pak f je tipIné multiplikativni, pravé kdyz
f~Y(n) = u(n)f(n) pro kazdé pFirozené n.

Cviéeni. (tézké) Zkus si tvrzeni dokazat.
Ndvod.  Pro jednu implikaci vyuzij tvrzeni 3, ,, u(d) = I1(d). V druhé implikaci si uvédom, jak
vypada u(p*), a dokaz f(p*) = f(p)™.

Bonusy na zavér

Jednoduchou aplikaci Dirichletovy konvoluce je nasledujici prekvapivé tvrzeni, které rika, jak
obratit vztah ,,f je suméarni funkce g“.

Tvrzeni. (Mébiova inverzni formule) Rovnosti

fn) =3 9(d)

dln

g(n) =Y fu(5)

d|n
Jjsou ekvivalentni.

Dukaz. Vime, ze prvni rovnost znamena f = g * u. Vynasobenim funkci p dostavame f * u =
(g*u)*p=g*(uxp) =g*I =g, coz je druha rovnost. Kdyz naopak tuto rovnost vynasobime
funkci u, dostaneme opét prvni rovnost.

Vse, ¢im jsme se dosud v seridlu zabyvali, bylo kone¢né (a tedy do jisté miry omezené).
Pojdme se tedy na chvilku odpoutat od nudné reality a vrhnéme se do nekoneéného vesmiru

plného nekonecénych fad.
S néjakou nekoneénou fadou ses jiz pravdépodobné setkal(a). Napiiklad s krotkou Fadou

TR S fiz"“
2 2k N '
k=0
ktera ma konecny soucet 2. Naproti tomu rada
1+ ! + ! +
2 3
mé soucet nekoneéno.'d

18Vysetiovani, zda mé nekoneéna fada koneény soucet, neni snadné a my se jim nebudeme
zabyvat.
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Obrovské vyuziti v teorii ¢isel ale maji ponékud divocejsi fady, kupfikladu fady tvaru

s

=1

E — pro pevné s > 1.
n:

n=1

D4 se ukazat, Ze pro s > 1 mé tato fada koneény soucet, ktery oznadujeme ((s).'? Plati napiiklad

znamy vztah

72

2
(@ ="
Porad je Ti to malo? Nam také. Pojdme si tyto fady jesté zobecnit.

Definice. Necht a je aritmeticka funkce. Pak

D(a,s) = Z a1(11:) ,
n=1

nazveme Dirichletovou Tadou funkce a.

Prikladem jsou tyto fady:

PORACEAES

n=1

= o(n) )
S 70 ) cls - 1),

nS
Tvrzeni. Plati
D(axb,s) = D(a,s) - D(b,s).

Naznak dukazu. Predstav si, jak se postupné roznasobuje prava strana. Pokud das k sobé€ ¢leny,
které maji ve jmenovateli n° pro néjaké n, tak zjistis, ze v Citateli bude presné

S a(d) - b(g).

dln
Tato tivaha opravdu funguje i pro nekonec¢né fady, jen je potieba jesté trocha teorie a formalit,
coz prekracuje ramec serialu.
Cviceni. S pomoci tvrzeni si dokaz t¥i pfedchozi identity.

Cvideni. (tézké) Nahlédni, ze asi plati

) =1+
peP p®
kde v soucinu nasobime pfes vSechna prvocisla.
Ndvod. Rozepis si ﬁ jako geometrickou radu
1
1+ s T
p p

19 Jedn4 se o znamou Riemannovu zeta funkci, o které hovoii nejslavnéjsi nevyfeseny mate-
maticky problém — Riemannova hypotéza.
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Jak dostanes na pravé strané 1/ns? Zkus si n rozlozit na prvodisla.
Cvideni. (t&zké) Dokaz, ze
6 n)-o(n
8 ) o)
s n

Ndvod. Napis si vzorecky pro ¢(n) a o(n), z obou vytkni n a vyuzij pfedchozi cviéeni.

Zavér

Pokud ses docetl(a) az sem, chtéli bychom Ti pogratulovat a podékovat za to, ze jsi naSemu
seridlu udrzel(a) pfizen. Pokud Té téma zaujalo, v pFistich komentafich najdes seznam dalsi
literatury, mimo jiné zdroje, ze kterych jsme pfi psani seridlu Cerpali.

Dale bychom radi podékovali nasemu jazykovému korektorovi Kubovi a TEXafi Olinovi za
to, ze po nas cely text dikladné procitali, a za trpélivost, kterou s ndmi méli. Rovnéz dékujeme
i ostatnim organizatortim, ktefi pomohli vysledny text doladit.
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4. podzimni

VYSLEDKOVA LISTINA
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38.-39.
38.—39.

30

Frantisek
Vaclav
Mikulas
Martin
Filip
Pavel
Eduard
Miroslav
Jakub
Jan
Vojtech
Jakub
Markéta
Marko
Vaclav
Katarina
Martin
Karolina
Jakub
Mateéj
Martin
Jan
Minh Tri
Dominik
Martin
Antonin
Jan
Radovan
Daniel
Petr
Marian
Jan
Miroslav
Jaromir
Vojtech
Vojtéch
Markéta
Lukas
Jakub

série — Minima a maxima

Couf
Rozhon
Zindulka
Surma
Bialas
Turek
Batmendijn
Psota
Loéwit
Jurka
Suchanek
Dargaj
Horova
Puza
Steinhauser
Krajciova
Hora
Kuchynova
Svoboda
Konecny
Raszyk
Soukup
Pham
Krasula
Kopfriva
Cesik
Krejci
Svarc
Pistak
Jakubdcik
Poljak
Sorm
Krabec
Mielec
Lanz
Lukes
Calabkova
Sadlek
Slama

WWWNOFE BNNONWER ANFEFNDNWERER WER WER WO RNDEWWNR WHRFWWWR

GZborovPH
GlJirsikaCB
GMikul23PL
GJWolkraPV
GOpatovPH
GTomkovaOL
CGStLubovnia
GHlinZilina
GCeskoliPH
GMLerchaBO
GJaroseBO
GPosKosice
GMikul23PL
GPosKosice
ZSVranéNV1
GAlejKosic
GMikul23PL
GMLerchaBO
G KomHavif
G Jirov CB
G Karving

G Klatovy
NPorg

G Krnov
GMikul23PL
SPSElek PA
G Bilovec

G CTiebova
GZborovPH
PORG PH
GJSkodyPR
GJaroseBO
G KomHavif
GVolgogrOS
GZborovPH
G LPika PL
GJSkodyPR
G Cadca
GOpatovPH

33-5555-
--35555~—
3-25555~
3335555~
3335-55-
3335552~
-335-55~—
3—--555-5
3335445~
33355-5—
3335505 —
3325555~
3-2545—-—
--35555—
3333144
33-4555-
3-35555—
3335-55-
3334555~
3335-55-
3335555~
33-4555-
33354--0
3225-34-
3333-53-
33-5-55~—
3-35544-
00354552
3335-4—-—
3-341——-
3-32-33-
333-1-5-
3-3-355-
333--31-
32121—-—--
33-2-4——
3——-4-44-
31051311
3323-21-

23
23
23
23
21—
21+
21+
23
21
21
21 —1
23
19
23
17
22
23 +1
21
22+
21
23 +1
2241
18
17
17
21
21
22 —1
18
11
14
15
19
13

12
15
13
13

23,94
23,63
23,63
23,41
23,30
23,18
22,29
22,23
22,20
22,11
21,97
21,58
21,52
21,48
21,40
21,35
21,31
21,21
21,18
21,14
21,03
20,87
20,53
20,30
20,03
20,01
19,96
19,17
19,12
18,23
17,77
17,47
17,26
16,56
16,42
16,00
15,73
15,43
15,43



40.
41.
42.
43.—44.
43.—44.
45.
46.—47.
46.—47.
48.
49.
50.—52.
50.—52.
50.—52.
53.
54.
55.
56.—57.
56.—57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.—65.
64.—65.
66.
67.
68.
69.
70.
T1.
72.
73.
74.
75.-77.
75.-77.
75.-77.

Katefina
Miroslav
Martin
Vit
Tomas
Jan
Daniel
Minh Thao
Anna
Marian
Michaela
Jakub
Lucie
Jakub
Premysl
Zuzana
Krystof
Daniela
Marie
Anh Dung
Tomas
Adam
Veronika
Jifina
Anezka
Stefan
Jiri
Kristyna
Zuzana
Michael
Tomas
Kristyna
Markéta
Katarina
Cedrik
Tereza
Lukas
Peter Kulcsar

Nova
Stankovi¢
Spilar
Kalisz
Kuzma
Kadlec
Backov
Nguyen
Steinhauserova
Poppr
Brabcova
Martak
Roskotova
Hledik
Stastny
Svobodova
Kolar
Sindeléfova,
Vonzino

Le

Fiala

Galik
Holubova
Duspivova
Michalkova
Racak
Zeman
Sudomova
Vlasakova
Bucha
Velich
Ilievova
Ospalkova
Behinska
Horcicka
Kislingerova
Kubacki
Szabo

N = = WK WNDWEAENERNNNWR WRARERFNDNDNO WNNDNWERDNDNDWNDNWR -

G Vimperk
GPosKosice
G Vyskov
FSG Pirna
GAB Senec
G Klatovy

G RuZomb
GEBeneseKL
G Dacice
GJNerudyPH
G Jirov CB
G GolNitra
G Turnov
GSRMRSkuteé
G Zamberk
G FrydINOs
GJaroseBO
GaSOS Tel¢
GTomkovaOL
G Tachov
GLede¢NSaz
GOlivuPopr
PORG PH

G Kralupy
GaSOS Tel¢
GTajBanBys
GLesniZlin
GValasKlob
G Rumburk
G Zabteh
GJHroncaBA
G Milevsko
G Unicov

G GolNitra
G CesLipa

G Klatovy
GNadKavaPH
GHSelyhoKM

330--21-
3--5505-
3222-31-
33-1-210
33--211-
3-3-144-
31-21210
3-——-240-
3323343~
3-04222-
33--100-
31001200
3111-11~
33-—-—-3—--
301 —————
31210-—--—
3-3-———-—-
31--2—-—--
3————- 1-
-3-0155-
33-—————-—
21130000
302--0—--
I
3—-———-00-
10000200
3-3-——-——--
300————-—
3-3-————-
--——-1200
11--00-0
3 __
-10--000
1o _
______ 1-—
0-——-0--
0-——-0--
0-——-0--
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9
18+
12

(=R

X

14,89
14,60
14,47
14,05
14,05
13,47
13,00
13,00
11,70
11,66
10,72
10,72
10,72
10,50
10,11
9,51
9,48
9,48
8,48
8,17
7,43
7,00
6,79
6,76
5,27
5,27
4,96
4,80
4,79
4,23
3,65
2,87
2,67
1,91
1,47
0,00
0,00
0,00
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1. jarni série — Priméry

VYSLEDKOVA LISTINA

28.—29.
28.—-29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.

32
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Martin
Anh Dung
Martin
Vaclav
Jakub
Radovan
Filip
Pavel
Frantisek
Jakub
Zuzana
Jan
Hedvika
Jan
Mikulas
Vaclav
Martin
Martin
Katarina
Antonin
Jaromir
Eduard
Dominik
Karolina
Marian
Jan
Martin
Andrea
Vojtéch
Jakub
Daniel
Zuzana
Ondfrej
Matej
Jan
Tomas
Minh Tri
Vojtéch
Patricie

Hora

Le

Raszyk
Rozhon
Svoboda
Svarc
Bialas
Turek
Couf
Loéwit
Tréglova
Jurka
Ranosova
Sorm
Zindulka
Steinhauser
Surma
Kopriva
Krajciova
Cesik
Mielec
Batmendijn
Krasula
Kuchynova
Poljak
Soukup
Spilar
Kucerova
Lukes
Slama
Pistak
Svobodova
Zeman
Konecny
Krejci
Kuzma
Pham
Lanz
Klosse

N ONDNDHRWWNNNWNDNDWWENWRF WHFE B WNDWOWNOWRENRFFFHWHR Wk &>

GMikul23PL
G Tachov

G Karvina
GlJirsikaCB
G KomHavir
G CTiebova
GOpatovPH
GTomkovaOL
GZborovPH
GCeskoliPH
G Zatec
GMLerchaBO
GBudéjovPH
GJaroseBO
GMikul23PL
ZSVranéNV1
GJWolkraPV
GMikul23PL
GAlejKosic
SPSElek PA
GVolgogrOS
CGStLubovnia
G Krnov
GMLerchaBO
GJSkodyPR
G Klatovy

G Vyskov

G CKrumlov
G LPika PL
GOpatovPH
GZborovPH
G FrydINOs
G Lovosice

G Jirov CB
G Bilovec
GAB Senec
NPorg
GZborovPH
G CKrumlov

---55555
-——-55555
33355555
3--55555
33355555
00355555
33-5555-—
3335555~
3305555~
3-35555—
332555——
333554-5
33345——-
33355-5~—
3-355-5—
33354—-——
333555——
33355 —-——
333555~
333555 ——
33335—-———
3--55-5-
33-5321-
33355—-——
33352—-—-
332555——
3333-—-4-
3335--0-
3335—-————
33351—-——
33325—-—-
3335—-————
3335—-————
3-355—-—-—
33354—-—-
3123--3-
3315--0-
332—————
3133--1-

25
25
25
25
25 +1
25+
23
23+
23
23
21
2241
18 +1
2141
21+
18 +14
21+
19
21+
21
17
18
16
19+
16
21—
16 +1
14 +4
14 41
15 +14
16
14 +4
14+
16 +1
18 —1
12
12

11+

25,00
25,00
25,00
25,00
25,00
25,00
24,27
24,21
23,94
23,64
23,42
23,06
22,79
22,46
22,37
22,12
21,98
21,45
20,49
20,01
19,86
19,69
19,57
19,54
19,37
18,79
18,38
17,99
17,99
17,51
17,30
16,93
16,61
16,51
16,20
16,00
15,52
15,39
15,31
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40.—42.
40.—42.
40.—42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.-53.
52.-53.
54.
55.
56.—59.
56.—59.
56.—59.
56.—59.
60.—61.
60.—61.
62.
63.
64.—66.
64.—66.
64.—66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.
77.
78.—80.
78.—80.
78.—80.
81.
82.
83.
84.
85.
86.—87.
86.—87.
88.

Tereza
Lukas
Jachym
Jan
Markéta
Ivona
Jan
Zuzana
Jakub
Anh
Matej
Jakub
Lukas
Adam
Jan

Petr
Michaela
Michaela
Lukas
Markéta
Katerina
Marie
Zuzana
Simon
Daniel
Matej
Jaroslav
Marek
Jan
Vojtéch
Markéta
Tomas
Lukas
Tomas
Adam
Premysl
Peter
Kristyna
Krystof
Martin
Peter Kulcsar
Vojtéch
Vaclav
Michael
Jiri
Kristyna
Dusan
Tomas
Tomas

Kislingerova
Kubacki
Solecky
Vaclavek
Calabkova
Hrivova
Erhart
Simeckova
Martak
Le Hoang
Coufal
Hledik
Honsa
Riha
Alfery
Jakubcik
Brabcova
Brezinova
Cerny
Horova
Nova
Vonzino
Drazdova
Tabacko
Backov
Seidl
Stransky
Vicha
Kadlec
Suchanek
Ospalkova
Fiala
Sadlek
Flaschka
Galik
Stastny
Vook
Sudomova
Kolar
Konecny
Szabd
Juricek
Krchnak
Bucha
Zeman
Ilievova
Klima
Velich
Valovic

G Klatovy
GNadKavaPH
PORG PH

G Ustin O
GJSkodyPR
GOkrZilina
GFXSaldyLI
GCON CesBud
G GolNitra
GJaroseBO

G HavlBrod
GSRMRSkuteé
G Jirov CB

G CesLipa
GNPrazacPH
PORG PH

G Jirov CB
GKomTrebis
NPorg
GMikul23PL
G Vimperk
GTomkovaOL
GCON CesBud
EvG Kosice
G RuZomb
PORG PH

G Tisnov
MendelG OP
G Klatovy
GJaroseBO

G Unicov
GLede¢NSaz
G Cadca

G Hluéin
GOlivuPopr
G Zamberk
GPosKosice
GValasKlob
GJaroseBO
GStraznice
GHSelyhoKM
G Kralupy
GJaroseBO

G Zabteh
GLesniZlin

G Milevsko
GRychnovKn
GJHroncaBA
GAHS VKrtis

31151—-—--
3335—-——-——
33352—-—-
33-43-1-
33241—-—--
31321110
3330--1-
32111100
3315 —-——-———

311311~
33-3-———-
33--1-0-
3013 —-——-—-
3322--1-
313-0-1-
~3_-5-———_
31031 ———
322-1--—-

10 +4

OOOOOOOO:\I\]@QD

X

15,17
15,17
15,17
15,05
14,75
14,53
14,47
14,33
14,32
14,05
13,81
13,58
13,29
13,29
13,04
13,03
13,00
13,00
13,00
13,00
12,64
12,64
12,52
12,19
11,89
11,89
11,89
11,68
11,44
11,39
11,38
11,02
10,60
9,48
9,00
8,34
8,00
7,56
5,27
5,27
5,27
5,13
4,96
4,23
3,25
2,87
1,91
1,91
1,00
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VYSLEDKOVA LISTINA

34
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29.-31.
29.-31.
29.-31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.

Frantisek
Jan

Anh Dung
Martin
Vaclav
Jan
Jakub
Radovan
Filip
Pavel
Vojtéch
Anh
Markéta
Jan
Jakub
Matej
Martin
Zuzana
Dominik
Antonin
Martin
Daniel
Vaclav
Vojtéch
Jaromir
Martin
Jan
Mikulas
Michaela
Tomas
Jakub
Jakub
Jakub
Adam
Jan
Zuzana
Katarina
Jan
Karolina

Couf
Jurka

Le
Raszyk
Rozhon
Soukup
Svoboda
Svarc
Bialas
Turek
Suchanek
Le Hoang
Horova
Krejci
Loéwit
Konecny
Surma
Simeckova
Krasula
Cesik
Kopfiva
Pistak
Steinhauser
Lukes
Mielec
Hora
Kadlec
Zindulka
Brabcova
Kuzma
Martak
Hledik
Slama
Galik
Vaclavek
Drazdova
Krajciova
Erhart
Kuchynova
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GZborovPH
GMLerchaBO
G Tachov

G Karving
GlirsikaCB
G Klatovy

G KomHavir
G CTiebova
GOpatovPH
GTomkovaOL
GJaroseBO
GJaroseBO
GMikul23PL
G Bilovec
GCeskoliPH
G Jirov CB
GJWolkraPV
GCON CesBud
G Krnov
SPSElek PA
GMikul23PL
GZborovPH
ZSVranéNV1
G LPika PL
GVolgogrOS
GMikul23PL
G Klatovy
GMikul23PL
G Jirov CB
GAB Senec
G GolNitra
GSRMRSkuted
GOpatovPH
GOlivuPopr
G Ustin O
GCON CesBud
GAlejKosic
GFXSaldyLI
GMLerchaBO
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15+
15
15
15
15
15 +1

—
=]
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15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
14,64
14,54
14,32
12,64
11,93
11,27
11,26
11,13
10,78
10,69
10,23
9,07
8,35
7,87
7,45
7,36
7,13
7,09
6,80
6,40
6,19
6,19
6,19
5,88
5,27
5,00
4,90
4,76
4,28
4,23
4,19
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40.
41.
42.
43.
44.
45.—46.
45.-46.

Ivona
Jan
Lukas
Matej
Kristyna
Matej
Premysl

Hrivova
Sorm
Sadlek
Seidl
Sudomova
Coufal
Stastny

O NN WN &

GOkrZilina
GJaroseBO
G Cadca
PORG PH
GValasKlob
G HavlBrod
G Zamberk

OO R KR ON
|

O O = NN U

4,07
2,89
2,80
1,85
1,67
0,00
0,00

X
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Poradi po 1. jarni sérii
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R

. Frantisek

Filip
Pavel
Radovan
Jakub
Martin
Martin
Vaclav

. Jakub

Jan

. Martin

. Vaclav

. Anh Dung
. Jan

. Eduard
. Mikulas
. Martin

. Katarina
. Matej

. Markéta
. Antonin
. Vojtéch
. Karolina
. Jan

. Jan

. Lukas

. Dominik
. Marian
. Daniel

. Marko

. Miroslav
. Vojtéch
. Martin

. Miroslav
. Jaromir
. Minh Tri
. Vojtéch
. Zuzana
. Jakub

. Anh

Couf
Bialas
Turek
Svarc
Svoboda
Hora
Raszyk
Rozhon
Loéwit
Soukup
Surma
Steinhauser
Le

Jurka
Batmendijn
Zindulka
Kopriva
Krajciova
Konecny
Horova
Cesik
Suchanek
Kuchynova
Sorm
Krejci
Sadlek
Krasula
Poljak
Pistak
Puza
Stankovi¢
Lukes
Spilar
Psota
Mielec
Pham
Lanz
Svobodova
Slama

Le Hoang

N WNONKF B WN B BRNNRFEWERDNWWADNWWNWWWEROWWNWERRRWHEKFHKF

GZborovPH
GOpatovPH
GTomkovaOL
G CTiebova
G KomHavif
GMikul23PL
G Karving
GlirsikaCB
GCeskoliPH
G Klatovy
GJWolkraPV
ZSVranéNV1
G Tachov
GMLerchaBO
CGStLubovnia
GMikul23PL
GMikul23PL
GAlejKosic
G Jirov CB
GMikul23PL
SPSElek PA
GJaroseBO
GMLerchaBO
GJaroseBO
G Bilovec

G Cadca

G Krnov
GJSkodyPR
GZborovPH
GPosKosice
GPosKosice
G LPika PL
G Vyskov
GHlinZilina
GVolgogrOS
NPorg
GZborovPH
G FrydINOs
GOpatovPH
GJaroseBO

25252524241515
25242323241515
24 222523241515
25232519251515
22242121251415
252325212515 7
16 252321251515
2521212425 7 15
23212022241411
22192121191515
2322232322 - 11
23231921229 7
222214 8 251515
13152122231115
251821222015 —
21211724227 6
211917202110 8
2521202120 4 4
14162021171511
22221422131012
2020192020 4 9
2024212211 - 14
2318192120 5 4
172119172210 3
2110172016 7 11
182021151110 3
1514132020 4 10
1722181819
8 17191917
23201721 -
22251815 —
13141916 18
2217141418
21202022 —
6 1716 17 20
1716 1521 16
19171516 15
1818171017
1214141518
112013 - 14

8

W | ook |
= |

00 = N
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152,50
149,01
147,42
147,19
141,69
141,17
139,14
137,36
135,67
131,22
124,54
124,22
121,45
121,27
121,16
118,98
117,60
116,93
114,47
113,20
112,66
111,77
111,39
108,91
102,32
98,58
96,63
93,33
92,54
87,94
87,58
86,99
86,76
86,50
83,94
83,73
83,58
81,52
81,05
78,96

388
149
277
851
354
712
762
137
353
641
232
221
1064
139
146
119
137
448
322
113
245
112
311
304
243
99
283
93
432
502
538
87
87
280
365
157
84
260
81
79
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41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.-75.
74.-75.
76.
77.
78.
79.
80.
81.
82.
83.
84.
85.
86.
87.
88.
89.
90.
91.

Jan

Petr
Tereza
Tomas
Minh Thao
Katefina
Jakub
Michaela
Markéta
Marian
Miroslav
Ondfrej
Jan
Tomas
Anna
Jakub
Andrea
Vit
Patricie
Jakub
Daniela
Michael
Marie
Daniel
Petr
Lukas
Kristyna
Lukas
Michaela
Jan
Jifina
Premysl
Jakub
Markéta
Marek
Jiri
Adam
Jaroslav
Jiri
Kristyna
Adam
Zuzana
Stefan
Anezka
Mihaly
Tomas
Zuzana
Lenka
Peter Kulcsar
Jan
Viktor

Kadlec
Jakubcik
Kislingerova
Kuzma
Nguyen
Nova
Dargaj
Brabcova
Calabkova
Poppr
Krabec
Darmovzal
Vaclavek
Fiala
Steinhauserova
Hledik
Kucerova
Kalisz
Klosse
Martak
Sindelafova,
Bucha
Vonzino
Backov
Lukes
Kubacki
Smidova
Honsa
Brezinova
Alfery
Duspivova
Stastny
Sebek
Ospalkova
Vicha
Zeman
Riha
Stransky
Ceska
Sudomova
Galik
Tréglova
Racak
Michalkova
Kotiers
Flaschka
Vlasakova
Kopfova
Szabd
Erhart
Némecek

G Klatovy
PORG PH

G Klatovy
GAB Senec
GEBeneseKL
G Vimperk
GPosKosice
G Jirov CB
GJSkodyPR
GJNerudyPH
G KomHavir
GJaroseBO
G Ustin O
GLede¢NSéz
G Dacice
GSRMRSkuteé
G CKrumlov
FSG Pirna

G CKrumlov
G GolNitra
GaSOS Tel¢
G Zabteh
GTomkovaOL
G RuZomb
GNeumannZR
GNadKavaPH
GMensaPH
G Jirov CB
GKomTrebis
GNPrazacPH
G Kralupy

G Zamberk
GKepleraPH
G Unicov
MendelG OP
GLesniZlin

G CesLipa

G Tisnov
CMGProstéj
GValasKlob
GOlivuPopr
G Zatec
GTajBanBys
GaSOS Tel¢
GHSelyhoKM
G Hluéin

G Rumburk
CZSSL HnM
GHSelyhoKM
GFXSaldyLI
GJMasar JI

18 9 151311
1816121813
182219 0 15
1318 7 1416
17221913 —
1914101513
19171222 —
1614121113
12 7 1616 15
14231612 —
16171717 —
232123 - -
131711 - 15
191312 7 11
21171012 —
174 9 1114
1917 5 - 18
12171314 —
16175 - 15
12 4 51114
21138 9 —
101116 4 4
16 3 7 813
16 0 5 1312
101712 - —
117 8 015
1819 4
9 811
1216 —
9 - 18
1117 5
146 —
2118
153 7 311
1112 3 - 12
- 1812 5 3
12 7
115 8 - 12
1917
143 3 5 8
716

11 - - - 23
184 7 5 —
19 - 7
1319
125 4 - 9
4129 5 -
16 13
914- 05
9 - - - 14

77,71
77,57

— 73,82

73,77

— 73,48
- 73,13
- 73,12

71,85
70,25
68,96

~ 67,58
~ 67,42

64,04
63,51

— 62,05

61,80

- 59,53
- 56,13
— 53,48

52,04
51,49
46,51
46,47
46,16
44,45
44,33
41,68
41,66
40,89

— 40,67
— 39,65

38,97
38,87
38,40
38,40
38,22
37,21
36,05
35,35
35,01
35,00

— 34,80

33,45
32,47
32,37
30,29
30,24
29,10
28,80
28,15
28,11

424
78
74
74
73
73
459
72
243
394
256
67
64
141
554
164
60
56
53
52
51
47
46
46
208
44
136
42
41
7
40
39
98
38
38
155
37
36
35
134
35
35
33
32
32
30
174
29
29
222
338
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92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.
123.-124.
123.-124.
125.
126.-129.
126.—129.
126.-129.
126.—129.
130.

131.

132.

133.
134.-137.
134.-137.
134.-137.
134.-137.
138.

139.
140.-141.
140.-141.
142.

38

Jachym
Barbora
Kristyna
Lucie
Ivona
Krystof
Zuzana
David
Henrieta
Hedvika
Tereza
Emese
Martin
Michaela
David
Victoria Maria
Tomas
Simon
Vojtéch
Martin
Jana
Veronika
Zuzana
Peter
Jiri
Vojtéch
Ondfrej
Ludmila
Tereza
Otto
Pavel
Radim
Jan

Tran Vi Thanh
Petr
Jozef
Jakub
Jakub
Matej
Nicholas
Matej
Barbora
Lukas
Matyas
Jakub
Lukas
Jakub Josef
Martin
Jakub
Martin
Adéla

Solecky
Hudcova
Ilievova
Roskotova
Hrivova
Kolar
Simeckova
Uchac
Michelova
Ranosova
Koberova
Szabd
Konecny
Bielikova
Pernaz
Najares Romero
Velich
Tabacko
Linhart
Minasjan
Vrablikova
Holubova
Drazdova
Vook
Strincl
Juricek
Zeman
Simkové,
Raskova
Hollmann
Soucek
Barta
Knizek
Pham
Cervenka
Mist
Stary
Sevéik
Coufal
Capek
Seidl
Peslova
Cerny
Medek
Schinko
Zib
Slavik
Sourek
Hruby
Kutis
Sedova
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33.ro¢nik (2013/2014), 3. komentare

PORG PH
PORG PH

G Milevsko

G Turnov
GOkrZilina
GJaroseBO
GCON CesBud
VOSDoprPH
GAlejKosic
GBudéjovPH
G Chrudim
GZKMJ Gal
GStraznice

G Sered
GNeumannZR
GZborovPH
GJHroncaBA
EvG Kosice
SlovanG OL
GKepleraPH
GLesniZlin
PORG PH
GCON CesBud
GPosKosice
GSRandyJN
G Kralupy

G Lovosice
GParoNitra
GTomkovaOL
GUBalvanJN
G Nymburk
GJaroseBO

G Strakon
GNeumannZR
GNadKavaPH
GAHS VKrtis
VOSKutHora,
GKukuc¢Popr
G HavlBrod
GBNémcovHK
PORG PH

G Vimperk
NPorg
GMozartovaPA
GNadKavaPH
GPisnickPH
BiskG Brno
GCoubTéabor
G Chrudim

G Humpolec
GJungmanLT

130 -
10 17
6 13 3
9 7 -
A
5 -5

12 8

122 0 4 2 — —

18
18

27,81
27,31
27,09
26,96
25,98
25,29
25,02
23,27
22,94
22,79
22,70
21,93
21,92
20,58
20,06
19,76
19,36
18,95
18,15
17,82
17,70
17,67
17,28
17,17
16,92
16,83
16,61
15,47
15,43
15,00
14,75
14,47
14,47
14,08
14,05
14,05
14,05
14,05
13,81
13,78
13,74
13,41
13,00

28
92
271
27
176
25
150
23
163
23
23
22
22
161
20
20
19
19
18
135
18
18
124
17
17
44
17
78
15
15
15
14
14
150
14
14
14
14
14
129
14
131
13
13
13
13
13
12
12
12
12
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143.
144.
145.
146.—147.
146.—147.
148.
149.
150.—151.
150.-151.
152.
153.—155.
153.-155.
153.—155.
156.
157.-160.
157.-160.
157.-160.
157.-160.
161.-163.
161.-163.
161.-163.
164.
165.
166.
167.
168.-169.
168.-169.
170.-172.
170.-172.
170.-172.
173.
174.
175.—178.
175.—178.
175.—178.
175.—178.
179.-180.
179.—180.
181.
182.-184.
182.-184.
182.-184.
185.
186.—188.
186.—188.
186.—188.
189.-190.
189.-190.
191.
192.
193.-194.

Pavlina
Borek
Ondrej
Tomas
Martin
Michaela
Tomas
Petra
Daniel
Cedrik
Jiri

Vit
Marek
Katarina
Dominik
Véra
The Minh
Katefina
Denisa
Jan
Tomas
Daniel
Hana
Jan
Lenka
Matej
Dennis
Antonie
Jakub
Matej
Vendula
Marie
Levente
Kristyna
Anna
Jana
Alena
Ronald
Tomas
Stanislav
Barbora
Vit
Valentina
Matej
Marina
Tomas
Irena
Jaromir
Vaclav
Karel
Petr

Hartmanova
Pozar
Binovsky
Benes
Chabada
Biova
Valovic
Kratochvilova
Krejbych
Horcicka
Cech
Fojtik
Stépan
Behinska
Hodan
Tesaiova
Tran
Volkova
Kolencikova
Kriiza
Vanicek
Kocik
Dankova
Lukac
Vincenova
Kosma
Rysanek
Brozova
Kriz
Shéanél
Kotyzova
Koutna
Berky
Davidkova
Filipova
Mensikova
Kosakova
Luc
Konecny
Kruml
Kubicova
Maroscik
Strakova
Kastak
Pogarcenko
Sacha
Bacinska
Kuchynka
Krchnak
Vlachovsky
Gintar

G Broumov
G Rakovnik
GAnMeTr
GVraLevice
G Bardejov
MendelG OP
GAHS VKrtis
GHustopece
G Litomysl
G CesLipa

G Strakon
GUstavniPH
SPSE Fren

G GolNitra
GNadAlejPH
MasG Plzen
PCGKarVary
MG Vsetin
GNamestovo
GVPavlovic
G Jirov CB
GSroKosice
G Vimperk
G CKrumlov
GTomkovaOL
SOSDoprOS
SPSUzlabPH

SPS PB

G VysMyto
WichtG OS
GTNovakBO
GZKMJ Gal
OA Liberec
G Kolin

G Frydlant

G Strakon
GJaroseBO
GlJirsikaCB
G Chotébor
PORG PH

G Bohumin
G Sered

G Hlohovec
GJungmanLT
SPSEB Bfeclav
SpMNDaG BA
GStraznice
GJaroseBO
MasG Plzen
MendelG OP

00 --0 -

4,90
4,23
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193.-194.
195.
196.
197.-198.
197.—-198.
199.
200.
201.
202.

Silvia
Ondfrej
Jaroslav
Ondfrej
Rostislav
Jana
Marcela
Dusan
Katerina

Nepsinska
Broza
Cerman
Havlik
Lukosz
Lepsova
Fialova
Klima
Fukova

33.ro¢nik (2013/2014), 3. komentare

GJChalBR

MSOS Klob
G Bohumin
4 G Dobruska
4 SOS Kolin
2 GRychnovKn
1 GOhradniPH

3
4
2 GlJilemnice
3
3

4 - - - - - - 423 4
4 - - - - - - 4,00 4
40 - - - - - 3,65 4
3 - - — — - - 2,88 3
: S 2,88 3
R 2,58 79
2 - - - — - - 2,00 2
- - - -2 --19 2
0 - - - — - - 0,00 0

adresa: Korespondenc¢ni seminar
KAM MFF UK

Malostranské namésti 25

11800 Praha 1

web: http://mks.mff.cuni.cz/
e-mail: mks@mff.cuni.cz



