Prameéry

1. JARN{ SERIE TERMIN ODESLAN{: 10.UNORA 2014

Neni-li fe¢eno jinak, myslime prumérem nékolika cisel jejich aritmeticky primeér. Aritmeticky
primér n disel ay,az, ... ,an je ¢islo %(al +az+---+an).

ULonA 1. (3 BODY)
Miuze byt priimér 2014 (ne nutné riznych) ptirozenych &isel! roven éislu 201,47

ULoHA 2. (3 BODY)
Déti ve 3. B maji primérné 9,6 spoluzacek. Kolik déti chodi do 3. B? Naleznéte vSechny moznosti.

ULoHA 3. (3 BODY)
PraSétko si hraje se svymi prateli plejtvakovci Sedymi. Kytovci do pisku vyryji ¢isla 1,2, ..., n.
PraSatko si v kazdém tahu vybere dvé ¢isla, jejichz pramér je celociselny, smaze je a pfipise
do pisku onen prumér. Dokazte, Ze pro kazdé n > 3 umi PraSatko postupovat tak, Ze na konci
zbyde v pisku jediné ¢islo.

ULOHA 4. (5 BODD)
Na tabuli jsou dvé ¢isla: 2014 a néjaké mensi pfirozené c¢islo n. Pokud je prumér ¢isel na tabuli
celo¢iselny, Al¢a ho na tabuli pfipise a jedno z puvodnich dvou ¢isel smaze. Dokazte, ze Alca

muze provést.

ULOHA 5. (5 BODD)
E.T. k narozenindm dostal krasny kruhovy dort a hned se rozhodl pilkruhovou ¢ast z néj vénovat
nejlepsimu fesiteli PraSatka. Nez ji ale stihl odkrojit, Pepa uz dort nakrajel tradi¢nim zptsobem
na pravé 4k dilkua tak, ze 2k z nich bylo vétsich (navzdjem stejnych) a 2k mensich (téz navzajem
stejnych). Dokazte, ze E.T. i tak nasel nékolik sousednich dilki, které tvofily pulkruh. (Podafilo
se mu tedy oddélit ptlkruhovou €ast, aniz by musel nakrajené kousky preuspofadat.)

ULoHA 6. (5 BODD)
Podmnozinu mnoziny M = {1,2,...,n} nazveme primérnou, pokud je neprdzdna a primér
jejich prvku je celociselny. Dokazte, Ze pocet prumérnych podmnozin mnoziny M ma stejnou
paritu? jako n.

ULOHA 7. (5 BODU)

Aritmetickym polomérem dvou ¢isel a, b rozumime ¢&islo “TH’. Po poli skace n jednicek. Kdyz se
dvé cisla potkaji, zmizi a misto nich se na poli objevi jejich aritmeticky polomér. Takto ¢isla na

poli postupné ubyvaji, az zbyde jen jedno. Dokazte, Ze toto Cislo nebude mensi nez %

INulu za pfirozené ¢&islo nepovazujeme.
2Dvé &isla maji stejnou paritu, pokud jsou obé& suda nebo obé licha.
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ULoHA 8. (5 BODD)
Bud ABC ostrouhly trojuhelnik se stfedem kruznice opsané O. Pf¥imky AO, BO, CO protnou
kruznice opsané trojuhelnikim OBC, OCA, OAB postupné v bodech D, E, F ruznych od O.
Dokazte, ze

0D - |OE|- |OF)| > &,

kde d znac¢i prumér kruznice opsané trojuhelniku ABC.



Prameéry

1. JARN{ SERIE VZzZOROVE RESEN{

Uloha 1. (81; 78; 2,91; 3,0)
Miize byt priimér 2014 (ne nutné riiznych) pfirozenych &isel® roven &islu 201,47
(Pepa Tkadlec)

RESEN(:

Uvazujme pfirozena Cisla ai, ..., a2014, jejichz primér je roven 201,4. Ze vzorce pro aritmeticky
prumér vyplyva, ze a1 + - - - + ag014 = 2014 -201,4 = 405 619,6, coz jisté neni pfirozené ¢islo. Ale
souCtem pfirozenych cisel musi byt opét Cislo pfirozené. Dostali jsme spor, tedy primeér 2014
prirozenych ¢isel nemuze byt roven 201,4.

POZNAMKY:

dobrala kyzeného cile ocenéného tfemi body. Zakladem uspéchu bylo spravneé si precist zadani
-). (Kristyna ,,Kikina“ Zemkovéd)

Uloha 2. (72; 59; 2,51; 3,0)
Déti ve 3. B maji prumérné 9,6 spoluzacek. Kolik déti chodi do 3. B? Naleznéte vSechny moznosti.
(Pepa Tkadlec)

RESEN(:
Oznac¢me c pocet chlapct a d pocet divek. Kazdy chlapec bude mit d spoluzacek a kazda divka
d — 1 spoluzacek. Pro prumérny pocet spoluzacek tedy plati

d+d(d—1
L() =9,6.
c+d
Protoze 9,6 je priumérem z Cisel d a d — 1, musi byt d —1 < 9,6 < d, a tedy d = 10. Po dosazeni
za pocet divek dostavame, ze chlapct je 15 a zédka ve 3. B celkem 25.

POzZNAMKY:

Uloha byla relativné lehkéa a pro vétsinu nepfedstavovala velky problém. Vétsina neuspéinych
feseni ztroskotala na néjaké zakladni Gvaze z teorie Cisel, coz mi vzhledem k letosnimu serialu
na toto téma prijde skoda. Urcité bych i za¢inajicim Fesitelim doporucil, aby si precetli alespon
zacatek seridlu. (Martin Tépfer)

3Nulu za pfirozené &slo nepovazujeme.



Uloha 3. (63; 52; 2,44; 3,0)
PraSatko si hraje se svymi prateli plejtvakovci sedymi. Kytovci do pisku vyryji ¢isla 1,2, ... ,n.
PraSatko si v kazdém tahu vybere dvé ¢isla, jejichz prumér je celociselny, smaze je a pripiSe
do pisku onen prumér. Dokazte, Ze pro kazdé n > 3 umi PraSatko postupovat tak, ze na konci
zbyde v pisku jediné ¢islo. (Martin ,,E.T.“ Sykora)

RESEN(:

Nejprve PraSatko smaze Cisla 1 a 3 a pripiSe jejich prameér = 2. V druhém kroku zprimeéruje
dvé dvojky, ¢imz ma pro n = 3 hotovo. Je-li n > 3, v pisku jsou po druhém kroku cisla
2,4,5,...,n. PraSatko dale v k-tém kroku smaze dvé nejmensi ¢isla v pisku, coz jsou k — 1
a k 4+ 1, a pripisuje jejich primeér % = k. Tedy po k-tém kroku v pisku zbyvaji ¢isla
k,k+2,k+3,...,n. Nakonec po n — 1 krocich zbyde PraSatku jediné ¢islo, kterym je n — 1.

1+3
2

POZNAMKY:

Mnoho fesiteli rozebiralo tlohu na nékolik pfipadi a navrhovalo PraSatku rtizné postupy — podle
parity n ¢i dokonce podle zbytku, jaky dava n po déleni ¢tyfmi. To bylo pracné a zdlouhavé.
Proto jsem udélila +i vSem fesitelim, ktefi nasli elegantni, univerzalni postup, ktery funguje
pro jakékoli n > 3. (Michaela ,, Misa“ Hubatovd)

Uloha 4. (55; 52; 4,20; 5,0)
Na tabuli jsou dve cisla: 2014 a néjaké mensi prirozené cislo n. Pokud je primeér cisel na tabuli
celociselny, Al¢a ho na tabuli pfipise a jedno z ptvodnich dvou ¢isel smaze. Dokazte, ze Alca

muze provést. (Alca Skélova)
RESEN(:
Vyuzijeme nasledujici pozorovani:

Tvrzeni. Po provedeni operace bude rozdil ¢isel napsanych na tabuli vzdy polovi¢ni oproti
rozdilu c¢isel pred provedenim operace.

Diikaz. Necht a > b jsou dvé ¢&isla napsand na tabuli. P¥i provadéni operace Aléa na tabuli

pripise ¢islo “TH’ a jedno z puvodnich ¢isel smaze.
(1) Smaze-li Al¢a ¢&islo a, tak rozdil zbylych ¢isel bude roven “TH’ —b= %
(2) Smaze-li Al¢a é&islo b, tak rozdil zbylych &isel bude roven a — 22 = 2=b,

Neformélné se dé tvrzeni také nahlédnout tak, ze Alca vzdy pfipiSe ¢islo ,uprostied“ a jedno
z krajnich Cisel smaze.

Dale pro spor predpoklddejme, ze existuje prirozené ¢islo n < 2014 takové, ze Aléa muze
provézt operaci vice nez desetkrat. Pro pocatecni rozdil d = 2014 — n c¢isel na tabuli plati
0 < d < 2014. Po provedeni jedenacti operaci tak bude rozdil &isel na tabuli roven d/2'!, oviem
protoze 0 < d/2'! < 2014/2048 < 1, vysledny rozdil nemuze byt celé &islo, coz je spor s tim, ze
na tabuli zbudou dvé cela cisla.

Za¢ne-li Al¢a s &islem n = 2014 — 210 = 990, potom at bude provadét operace naprosto
libovolné, budou diky dokidzanému tvrzeni na tabuli po kazdém provedeni operace dvé cela cisla
— jedno cislo je vzdy celé, protoze zustalo na tabuli z minula, a druhé, protoze rozdil je cely
(postupné se snizujici mocnina dvojky). Po provedeni posledni operace zbudou na tabuli dvé
Cisla s rozdilem jedna.

POzZNAMKY:

Myslenka s ,,ptilenim vzdalenosti“ mezi dvéma ¢isly na tabuli se ukazala byt pomérné jednodu-

cha, ale obcas byl pro nékoho trochu problém ji poradné formulovat a korektné zapsat. Body

jsem strhaval, pokud nékdo uvazoval pouze mazani mensiho ¢isla a nikdy tak nesmazal ¢islo
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2014, ¢imz si ulohu netmérné zjednodusil (sice se ukaze, ze je vlastné jedno, které ¢islo skrtame,
ale je potieba to nejprve ospravedlnit). Nemadlo FeSiteli ukazovalo postup, jakym bude Alca
provadét operace, pokud zacne s Cislem 990, ale staci v podstaté Fici, Ze se to nikdy nemuze
pokazit. Mizete si také povSimnout, Ze se jedna o jediné Cislo, které vyhovuje podminkam ulohy.

(Filip Hlések)

Uloha 5. (44; 31; 3,45; 5,0)
E.T. k narozeninam dostal krasny kruhovy dort a hned se rozhodl pilkruhovou ¢ast z né€j vénovat
nejlepsimu resiteli PraSatka. Nez ji ale stihl odkrojit, Pepa uz dort nakrajel tradi¢nim zpiisobem
na pravé 4k dilki tak, Ze 2k z nich bylo vétsich (navzdjem stejnych) a 2k mensich (téZ navzédjem
stejnych). Dokazte, ze E.T. i tak nasel nékolik sousednich dilki, které tvofily pulkruh. (Podafilo
se mu tedy oddélit piilkruhovou ¢dst, aniz by musel nakrajené kousky preuspoiadat.)

(Martin ,,E.T.“ Sykora)

RESEN(:

E.T. dort rozdélil na dvé souvislé ¢asti sestavajici se z 2k dilki. Bud byly stejné velké a mél
vyhréno, nebo byla jedna mensi. A pravé mensi ¢ast, ve které bylo vétsich dilkd méné nez k, si
E.T. vybral. Ve zbylé ¢asti dortu pak bylo vétsich dilkid vice nez k.

Nyni si uvédomme, co by se stalo, pokud by E.T. posunul sviij vybér 2k dilkt o jeden kousek
proti sméru hodinovych rucic¢ek. Pavodni a posunuta cast dortu by mély vSechny dilky, az na
dva krajni, spolecné, a proto by se pocet vétsich dilkti v danych ¢astech rovnal nebo lisil o jedna.
E.T. postupné posouval svij vybér 2k dilki proti sméru hodinovych ruci¢ek a sledoval, kolik
vétsich dilkt bylo v jeho vybéru. Zacinal s ¢islem mensim nez k, po 2k krocich skoncil s ¢islem
vétSim nez k, pricemz v kazdém kroku dany pocet zustal beze zmény nebo se zménil o jedna.
Proto zfejmé v néjakém kroku musel byt k.

V nékterém tuseku o 2k dilcich bylo k£ vétsich, a proto i k¥ mensich dilki. Od obou typu dilka
v ném tak byla obsaZena polovina a E.T. tedy mohl oddélit palkruhovou ¢ast dortu.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feseni byla spravna a kopirovala vzorové feseni. VSichni se tak dopustili drobné
nekorektnosti, kdyz prohlasovali za zfejmé, Ze pii néjakém ,otoCeni“ bude pocet vybranych
vétsich dilka k (viz posledni véta druhého odstavce vzorového feseni). Ve skuteéné podrobném
feSeni by se mélo dané tvrzeni dokazat (coz si muzete zkusit jako cviceni), ale ndm Uplné staci

povazovat jej za ziejmé. (Martin ,,E.T.“ Sykora)
Uloha 6. (22; 17; 3,82; 5,0)
Podmnozinu mnoziny M = {1,2,...,n} nazveme primérnou, pokud je neprdzdnd a primér
Jjejich prvkia je celociselny. Dokazte, Zze pocet priimérnych podmnozin mnoziny M ma stejnou
paritu* jako n. (Tomés ,,Savlik“ Pavlik)
RESEN(:

Vsechny primérné mnoziny rozdélime na t¥i skupiny: A, B a C. Ve skupiné A budou jednoprv-
kové mnoziny. Ve skupiné B budou viceprvkové mnoziny obsahujici sviij pramér. Ve skupiné C'
budou zbylé prumérné mnoziny, tedy viceprvkové takové, které neobsahuji sviij prameér. Kazda
jednoprvkova mnoZina je primérnd, tedy |A| = n. Ted uz sta¢i dokazat, ze |B| = |C|. VSechny
mnoziny z B sparujeme s mnozinami z C tak, ze mnoziné pfiddme, respektive odebereme jeji
prumér. Uz zbyva jen ovérit, ze zaddna mnozina nebude sparovand s jednoprvkovou mnozinou.
To by se mohlo stat, pouze pokud by dvouprvkovd mnozina obsahovala sviij prumeér, coz neni
mozné.

4Dvé &isla maji stejnou paritu, pokud jsou obé& suda nebo obé licha.
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POZNAMKY:

Mnoho spravnych feseni k diikazu pfistupovalo trochu jinak. Resitelé parovani vytvaieli v sy-
metrii s priumérem samotné mnoziny M, coz nebylo tak elegantni. Museli totiz oSettit takto
symetrické mnoziny, a to vedlo na rozebrani dvou moznosti podle parity n. Ti, kteri prisli na

autorské feseni, si vyslouzili imaginarni bod. (Tomés ,,Savlik“ Pavlik)
Uloha 7. (28; 15; 2,82; 3,5)

Aritmetickym polomérem dvou ¢isel a, b rozumime éislo “T'H’. Po poli skace n jednicek. Kdyz se
dvé cisla potkaji, zmizi a misto nich se na poli objevi jejich aritmeticky polomér. Takto c¢isla na
poli postupné ubyvaji, az zbyde jen jedno. Dokazte, Ze toto ¢islo nebude mensi nez %

(Tomas ,,Savlik“ Pavlik)

RESEN(:

Tvrzeni dokédZeme indukci. Pro n = 1 je splnéno trivialné. Pfedpokladejme tedy, Zze podminka
ze zadani je splnéna pro kazdy pocet jedni¢ek rovny k < n, a dokazme tvrzeni pro n jednicek.
Cisla na poli se potkavaji az do té doby, nez tam zbudou posledni dvé. Jedno piitom vzniklo
z k jednicek a druhé z n — k jednicek, kde 1 < k < n. Podle indukéniho pfedpokladu jsou tato
¢isla alespon %, resp. ﬁ Jejich aritmeticky polomér si oznacme d. Poté plati:

1 1

= + =

kT n-k _ n > 1
- 4 4k(n — k) —

n
- ==,
n?2 n

nebot (n — 2k)2 > 0 a roznasobenim dostaneme n? > 4k(n — k). Pro n jednicek nam tedy na

konci zbude ¢islo, které je alespon %, coz jsme méli dokazat.

POzZNAMKY:

Kromé nékolika feseni na par radka se objevila spousta obchodnikti, ktefi provolavali mocnéa
slova, Ze pokud se budou celou dobu budou potkdvat dvé stejna cisla, bude vysledek vzdy
nejmensi, a proto je pro nas nejvyhodnéjsi, kdyz tak budeme ¢initi, ale na konci nam vyjde cislo
vétsi nez %, a proto je uloha dokazana. Nemusim dodavat, ze tato slova, kterd jsou vétSinou

pravdiva, je nutno podepfit argumenty, a to zde nemohlo byt nic jiného nez nerovnosti. Proto

tito obchodnici svou tlohu neprodali za vice nez jeden stédry bod. (Lukés Zavrel)
Uloha 8. (12; 7; 2,92; 5,0)

Bud ABC ostrouhly trojihelnik se stiedem kruznice opsané O. Primky AO, BO, CO protnou
kruznice opsané trojuhelnikim OBC, OCA, OAB postupné v bodech D, E, F riznych od O.
Dokazte, ze

|OD| - |OE| - [OF| > d,

kde d znaci primeér kruznice opsané trojuhelniku ABC. (Filip Hlések)

ReSEN{ (PODLE ANH DUNG , TONDY® LE):

Jelikoz je ABC ostrouhly, lezi bod O v ném. Pfi standardnim znacéeni thlu plyne z véty o obvodo-
vém a stiedovém thlu |<<TBOC| = 2qa, |[XAOC| = 28 a |X{AOB| = 2v. V tétivovém ¢&tyFuhelniku
BOCD plati |<DCB| = |[<DOB| = 180° — 2v. Analogicky |<<CBD| = |<<COD| = 180° — 2.
Dale z té&tivovosti plyne |<{BDC| = 180° — 2c.



Vyjadifeme nyni délky tsecek vystupujicich v zadani. Z Ptolemaiovy véty pro tétivovy Ctyr-
thelnik BOCD plyne

BD D
|BC|-|0D| = |BO| - |CD| +|CO| - |BD|, tedy \op\:%.

Pouzitim sinové véty v trojuhelniku BC'D dostavame

|BD| |CD]| |BC|

sin(180° —2v)  sin(180° — 23)  sin(180° — 2a) "
Pomoci téchto vztahi a identity sin(180° — ¢) = sin ¢ dostéavame

d sin(2y) + sin(28)

OD|=—-
0D 2 sin(2a)
a analogicky pro zbylé dvé délky plati:
d sin(2v) + sin(2c)

|OE|= <.

[\

sin(28)

<
ISH

sin(28) + sin(2a)
sin(2y) '

Dosazenim odvozenych vztahti do zadani dostavame ekvivalentni nerovnost

oF|= <.

()

(sin(2c) + sin(2B)) (sin(2c) + sin(27)) (sin(2v) + sin(28)) > 8sin(2c) sin(28) sin(27).
Tato nerovnost je vSak jen cyklickym souéinem tfi AG nerovnosti tvaru
sin(2a) + sin(283) > 24/sin(2a) sin(28),
pricemz nezapornost Clent plyne z ostrotihlosti trojuhelnika.
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POZNAMKY:

Dosla feseni se dala rozdélit na dvé podobné velké skupiny — na zcela spravna a zcela Spatna.
K moji radosti bylo ale pfece jenom téch spravnych vice. Jedinym castym nedostatkem téch
spravnych bylo opomenuti zdiraznéni toho, ze nékteré pouzité tvahy funguji jen pro ostrouhly
trojahelnik. Body jsem za to nakonec nestrhaval. Témér vsichni Gspésni fesitelé této ulohy pouzili
stejné jako vzorové reseni AG nerovnost, coz je nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym
primérem, takze tloha byla skuteéné zafazena do spravné série :-). (David Hruska)



