Teorie Cisel

1. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLANf: 2.PROSINCE 2013

Ulohy nejsou fazeny podle obtiznosti, do vysledného hodnoceni se poditaji body za vSechny tii
tlohy.

ULoHA 1. (5 BODD)
Necht n, k jsou pfirozena ¢&isla a k je bezétvercové.! Piedpokladejme, ze
nd +2n2 +k
n2 +k
je celé cislo. Dokazte, ze pak uz plati n = k.

ULoHA 2. (5 BODD)
Méjme ptirozené ¢islo n > 2. Dokazte, ze kazdé z éisel n! 4+ 2,n! 4+ 3,...,n! + n mé takového
prvociselného délitele, ktery neni délitelem zadného z n — 2 zbylych cisel.

ULoHA 3. (5 BODU)
Meéjme celé ¢islo n a prvocislo p. Vime, ze plati

247 4 92" = 36"  (mod p).

Dokazte, ze p je tvaru 4k + 1 pro néjaké celé cislo k.

1Tedy neexistuje piirozené &islo a > 1 takové, ze a2 | k.
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Teorie Cisel

1. SERIALOVA SERIE VZzOROVE RESEN{

Uloha 1. (49; 28; 2,86; 3,0)
Necht n, k jsou pfirozena ¢isla a k je bezétvercové.? Predpokladejme, ze

nd +2n? +k
n? +k

je celé ¢islo. Dokazte, Ze pak uz plati n = k. (Stépan Simsa)

STANDARDN{ RESEN{:
3 2
Aby byl zlomek %ﬁ;ljk celé ¢&islo, musi platit

n?+k|nd+2n? +k,

tedy n2 +k | n3+2n2 +k— (n+2) - (n2+ k) = —nk — k, neboli n2 + k | nk + k. Oznac¢me
si® d = (n, k) a vezméme si takova ¢isla N, K, 7e n = Nd a k = Kd. Z vlastnosti nejvétsiho
spolecného délitele vime (N, K) = 1. Navic pokud (K,d) = a, tak a | d, a | K, takze a? | k,
z ¢ehoz plyne a = 1 (k je bezétvercové). Odtud méme, ze i ¢isla K a d jsou nesoudélna. RozepiSme
si nyni n? + k | nk+k do N, K a d a upravme:

N2d? + Kd | NdKd + Kd,
N?d+ K | NKd+ K = K(Nd + 1),

ale protoze je (N,K) = 1 a (d,K) = 1, tak (N2d 4+ K,K) = (N?d,K) = 1, a proto plati i
N2d+ K | Nd+ 1. Cisla N2d + K i Nd + 1 jsou obé pfirozena, plati tedy N2d + K < Nd + 1,
coz spolu s tim, ze N2d > Nd a K > 1, znamen4, Ze musi nastat rovnosti, a tedy K =1, N = 1.
Proto n = d = k, coz jsme chtéli dokazat.

RyYcCHLE RESEN (PODLE MIROSLAVA STANKOVICE):

Jako minule n? + k | nk + k, takZe pro né&jaké ptirozené &islo a plati a(n? + k) = nk + k, neboli
an? = k(n+1—a). Proto k | an?, ale jelikoz je k bezétvercové, tak i k | an, tedy k < an. Proto
n+1—a=an?/k > n, z éehoz plyne a < 1. Je tedy a = 1 a n? = kn, a tak skuteén& plati
n =k.

2Tedy neexistuje pfirozené ¢islo a > 1 takové, ze a? | k.
3P¥ipomefime si, ze (a, b) znadi nejvétsiho spoleéného délitele &isel a, b.
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TRIKOVE RESENf (PODLE MARKETY CALABKOVE):
Opét a(n? + k) = nk + k pro né&jaké prirozené ¢islo a. Tuto rovnost upravime na tvar

an® —kn+k(a—1) =0, ()

coz je kvadraticka rovnice v n, jejiz jeden kofen musi byt prirozené ¢islo. Proto jeji diskriminant
k2 — 4ka(a — 1) = k(k — 4a(a — 1)) musi byt druha mocnina celého ¢&isla. Proto musi k délit
celou druhou zévorku (diky bezétvercovosti), tedy &k | k — 4a(a — 1), a tedy i k | 4a(a — 1). Aby
vSak méla rovnice () vibec FeSeni, musi byt k > 4a(a — 1), takze je 4a(a — 1) bud rovno k,
nebo je to 0, nebo zaporné ¢islo. Posledni moznost nemuze nastat, protoze a je pfirozené cislo.
Dale k # 4a(a — 1), protoze jinak by k bylo délitelné étyimi, tedy by nebylo bezctvercové. Proto
4a(a —1) = 0, z &ehoz plyne a = 1. Rovnice (&) tedy prejde na tvar n? — kn = 0, coz mé jediné
kladné reseni n = k.

POzZNAMKY:

Ti, co se vydali standardni cestou, obvykle tlohu tspésné dokoncili a ziskali tak plny pocet bodt.
Poté se objevilo pomérné hodné rychlejsich a trikovéjsich feseni, podobnych jako ta citovana,
ktera byla ohodnocena imaginarnim bodem. Bohuzel se ale objevilo i hodné feseni se zavaznou
chybou, kterou bylo napiiklad tvrzeni, Ze pokud n? + k | n?(n + 1), tak n2 + k | n? nebo
n? +k | n+1 (které neplati, jak si mizete rozmyslet). Koneéné nékteii bohuzel dokazovali jinou
ulohu, kdyz dosadili n = k a zjistili, Ze se jedna o celé ¢islo. Bylo tfeba dokézat pfesné opa¢nou

implikaci. (Stépan Simsa)
Uloha 2. (29; 26; 3,52; 4,0)
Meéjme pfirozené ¢islo n > 2. Dokazte, ze kazdé z cisel n! 4+ 2,n! 4+ 3,...,n! +n ma takového
prvociselného delitele, ktery neni délitelem zadného z n — 2 zbylych cisel. (Josef Svoboda)
RESENT:

Uvazujme pevné n a ¢islo n! + k. Rozebereme dva pripady.
Pokud vSechna prvocisla v prvociselném rozkladu éisla k déli i nékteré (ne nutné stale stejné)

z ostatnich &isel 2,... ,k—1,k+1,... ,n, rozlozime zkoumané &islo do tvaru k(n!/k + 1). Cislo
(n!/k+1) je vétsi nez jedna, uvazujme nékterého jeho prvociselného délitele p. Plati n!/k = —1
(mod p). Prvoéislo p tak nedéli zaddné z &isel 2,... ,k — 1,k +1,... ,n, neddli tedy ani k, a je

proto vétsi nez n. Mame tak p, které déli n! + k, ale zadné ze zbylych n — 2 ¢isel ze zadani,
protoze nejblizsi dalsi ¢isla délitelna p jsou n +k —p a n+ k + p. Je tedy hledanym prvocislem.

Nyni naopak predpokladejme, Ze existuje prvoéislo v rozkladu ¢isla k (ozna¢me jej p), které
zadné z Cisel 2,... ;k —1,k+1,... ,n nedéli. To ale znamend, ze musi byt p = k, protoze jinak
by p bylo v tomto seznamu. Navic musi platit 2p > n, protoze jinak by v seznamu bylo ¢islo 2p.
Takze p déli (n!+ k) = p(n!/p+1), ale nedéli zddné ze zbyvajicich n — 2 &isel ze zadani, protoze
nejblizsi dalsi délitelé ¢isla p jsou n! a n! + 2p. Je tedy opét hledanym prvodéislem.

POZNAMKY:
Nejcastéjsi chybou bylo opomenuti druhého pripadu, opravdu neni pravda, ze se vzdy da najit
prvocislo vétsi nez n, které déli n! + k — staci se podivat napfiklad na vyrazy

2042, 3142 343, 443 5/ +5.
Jeden fesitel ale vznesl hypotézu, ze se vzdy da najit prvocislo vétsi nez n — 2, to pro ucely

ulohy staci. Pokud se vam povede rozhodnout platnost této hypotézy, nebojte se podélit na
matematickém chatu na nasich strankéch ;-) (Mirek Olsék)



Uloha 3. (24; 21; 3,96; 5.0)
Meéjme celé cislo n a prvocislo p. Vime, ze plati

247 4 92" = 36"  (mod p).

Dokazte, ze p je tvaru 4k + 1 pro néjaké celé cislo k. (Josef Svoboda)

RESEN(:
Nejprve snadno vylouc¢ime moznost, ze p = 2 nebo p = 3. Pro p = 2 bychom dostali

1=2" 492" =36"=0 (mod 2),

coz neplati, obdobné pro p = 3 bychom dostali, ze 3 déli 24", coz také neplati.
Pro ptrehlednost si zavedeme substituci a = 2™, b = 3™, zadani nyni vypada takto:

a* +b* = (ab)? (mod p),
coz muzeme ekvivalentné upravit na

(a? —b?)2 = —(ab)? (mod p).
Protoze jsme vylouéili moznosti p = 2 a p = 3, ¢islo (ab)? = 22™-32" je nesoudélné s p a mizeme
jim tedy kongruenci ekvivalentné vydélit. Dostavame tedy kongruenci

a2 — b2 2
(T) =-1 (mod p),

ze které plyne, ze —1 je kvadraticky zbytek modulo p. Jak jsme si v seridlu ukézali (pomoci
Eulerova kritéria), z toho uz plyne, ze p je tvaru 4k + 1, coz jsme chtéli dokazat.

POzZNAMKY:

Velka c¢ast feSeni postupovala stejné jako vzorové, pfipadné s péknou obménou pfi ziskavani dvou
&tverctt — vyraz a* — (ab)? + b* muzeme vynasobit ¢islem a? + b2 a dostaneme (a3)2 + (b3)2.
Nejcastéjsi chybou bylo svévolné prechazeni od kongruence modulo p ke kongruenci modulo 4.
Bohuzel v8ak a = 0 (mod p) neimplikuje a = p (mod 4), jak si snadno ovéfite tieba na pripadu
a=21,p=3. (Pepa Svoboda)



