Iracionalni Cisla

2. JARN{ SERIE TERMIN ODESLAN{: 10.BREzZNA 2014

Pokud prohlasujete, ze je néjaké cislo iracionalni, své tvrzeni zduvodnéte. Vyjimkou jsou cisla,
Jjejichz iracionalita je zminéna v ivodnim textu.

ULoHA 1. (3 BODY)
Do kazdého policka tabulky 2 x 3 napiste iraciondlni cislo tak, aby soucet v kazdém radku i
sloupci byl racionélni.

ULoHA 2. (3 BODY)
Rozhodnéte, zda existuji t¥i iracionalni ¢isla takova, ze soucet kazdych dvou z nich je raciondlni,
a své tvrzeni dokazte.

ULoHA 3. (3 BODY)
Savlik si néjakou dobu hral s kladnymi é&isly a pak tvrdil, Ze se mu podafilo najit takové é&islo
x, Ze pro kazdé prirozené &islo n davalo &islo! |z - 10" ] po déleni 10 stejny zbytek jako n. Je
mozné, ze Savlikovo ¢islo bylo iracionalni?

ULOHA 4. (5 BODD)
E.T. ma konecnou mnozinu redlnych cisel takovou, ze soucet vSech jejich prvku je racionalni.
Dokazte, ze pocet jejich neprazdnych podmnozin, které maji iracionalni soucet vsech prvku, je
sudy.

ULoHA 5. (5 BODD)
David dostal k narozeninam dvé kladna realna ¢isla a, b, jejichz soucin je 100 a jejichz soucet je
celé ¢islo, které dava zbytek dva po déleni ¢tyfmi. Dokazte, e v/a 4+ +/b musi byt iracionalni.

ULOHA 6. (5 BODU)
Pepa se jednou nudil a fekl si, ze napise iraciondlni ¢islo, za jehoz desetinnou carkou budou
pouze nuly, jednicky a dvojky. Kopii hotového ¢isla dal Olinovi a Filipovi. Olin vSechny svoje
nuly prepsal na jednicky, Filip vSechny jednicky své kopie zménil na dvojky. Mohlo se stat, ze
Olin i Filip méli po pfepséani racionalni ¢isla?

ULOHA 7. (5 BODD)
Méjme tfi kladna iraciondlni ¢isla a, b, ¢ takova, Zze a + b+ ¢ = 1. Je-li n€které z téchto tii Cisel
vétsi nez %, kazdé z nich vynasobime dvéma a nasledné nejvétsi ¢islo o jedna zmensime. Takto
pokracujeme, dokud nejsou vSechna tfi ¢isla mensi nez % Muze se nam pri néjaké volbé a, b, ¢
stat, ze nikdy neskonéime a budeme pokracovat do nekoneéna?

ULoHA 8. (5 BODD)
Najdéte vSechny polynomy P(z) s redlnymi koeficienty takové, ze pro kazdé iraciondlni ¢islo ¢
je P(3) také iracionalni.

LCislo |« znaéi dolni celou ¢st &isla x, tj. nejvétsi celé &islo, které neni vétsi nez x.
1



Povidani ke druhé jarni sérii

Tématem druhé jarni série jsou iraciondlni c¢isla. VétSina z vas je uz urcité zna ze skoly, jisté
vSak nebude na Skodu si o nich néco pfipomenout. V bézném zivoté Casto pracujeme s Cisly
prirozenymi a celymi. K tomu, abychom mohli bez problému délit, byla zavedena ¢isla racionalni.
To jsou vSechna d¢isla, kterd se daji napsat ve tvaru %, kde a je celé a b prirozené. Jsou-li navic
a a b nesoud€lna, je tento zapis jednoznacny a rikame, ze zlomek % je v zédkladnim tvaru.

Vsechna racionélni éisla se v desitkové soustavé (ale i v jinych soustavach) daji vyjadFit
pomoci desetinného zapisu, ktery je bud ukonceny (tj. za desetinnou ¢arkou je pouze koneéné
mnoho ¢islic), nebo periodicky (tj. od uréitého mista za desetinnou ¢arkou se opakuje stale stejna
kone¢na posloupnost ¢islic). Periodu obvykle zna¢ime ,nadéarou“. Uvedeme nékolik piikladia
racionalnich &isel: % =0,6, % =0,5125, % =0,6 % = 0,234. Neni t&zké si rozmyslet, ze soucet,
rozdil, souéin i podil dvou racionalnich éisel je opét racionalni (u podilu musime pfedpokladat,
ze délitel neni roven nule).

Na kladna racionalni ¢isla mizeme pohlizet jako na délky tiseCek — udéavaji vzdalenost dvou
bodu. Prirozené vyvstava otazka, zdali existuji i vzdalenosti, které se nedaji zapsat jako podil
dvou celych &isel. Odpovéd znali uz staii Rekové, ktefi uméli dokazat, ze takové vzdalenosti
opravdu existuji. Prikladem je délka uhlopficky ve ¢tverci o strané 1, jak uvidime pozdéji. Tato
¢isla — spolu s Cisly k nim opac¢nymi — nazyvame iracionalni.

Racionalni ¢isla spolu s iraciondlnimi tvori ¢isla redlna. Iraciondlni ¢isla nelze zapsat ve tvaru
podilu dvou celych cisel, coz je ekvivalentni tomu, Zze maji neukonceny neperiodicky desetinny
rozvoj. Radi se mezi né slavna ¢isla jako 7, udévajici pomér obvodu a priméru kruznice, nebo
Eulerovo ¢islo e. Kromé téchto ¢isel, o kterych je relativné obtizné dokazat, ze opravdu jsou
iracionalni, existuji i takova, o kterych to jde dokazat relativné snadno.

Tvrzeni. Cislo v2 Jje iracionalni.

Diikaz. Pro spor piedpokladejme, ze v/2 je racionalni. Existuji tedy dvé cela &isla p, g takova,
7e /2 = p/q. Po umocnéni na druhou a nasledném vynasobeni ¢ dostaneme, 7e musi platit
2¢% = p2. Jeliko# p, ¢ jsou cel &isla, musi byt v prvoéiselnych rozkladech p?, g2 dvojka v sudé
mocniné. To ale znamenad, Ze na levé strané posledni rovnice je dvojka v liché mocniné, zatimco
na pravé strané v sudé. Tato rovnost tedy nemtize platit pro zadna celd p, g, a proto je v/2
iracionélni.

Vyse uvedeny dukaz lze zobecnit. Zjistime tak, Ze pokud pfirozené ¢islo neni druhou moc-
ninou jiného prirozeného cisla, pak uz je jeho odmocnina nutné iracionalni. Podobné lze dikaz
upravit i pro vyssi odmocniny.

Prestoze je obecné velmi tézké dokazat iracionalitu néjakého d¢isla, ukazuje se, ze v jistém
smyslu je iracionalnich &isel mnohem vice nez racionalnich.? Neni t&zké si rozmyslet a dokazat,
ze soucet ¢i soucin nenulového racionalniho ¢isla s iraciondlnim je vzdy iracionalni. Tento fakt

2Jak porovnat velikosti nekoneénych mnozin? Toto téma je zajimavé, le¢ velmi rozsahlé
a nesouvisejici s touto sérii. Zvidavy Ctenaf se o ném muze dozvédét v knihovné na nasich
internetovych strankach: http://mks.mff.cuni.cz/archive/21/10.pdf
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muzete ve svych fesenich bez dikazu pouzivat. O souctu ¢i soucinu dvou iracionalnich ¢isel vsak
nelze obecné nic Fict (napf. V2 4+ /3 je iracionalni, ale v/2 4+ (10 — \/5) je raciondlni).

Na zavér si ukazeme jesté jeden priklad, jak dokézat, ze je néjaké cislo iraciondlni.
Uloha. Dokazte, ze ¢islo 0,1234567891011 .. ., ve kterém za desetinnou &arku postupné piseme
vSechna prirozend cisla, je iracionalni.

Reseni. Pro spor predpoklddejme, Ze toto ¢islo je racionalni. Jeho desetinny rozvoj zjevné neni
ukonéeny, proto musi byt periodicky. Necht méa tedy periodu délky n a predperiodu délky m.
Za desetinnou ¢arkou vSak umime najit posloupnost alespont m + n nul za sebou (napfiklad
v ¢&isle 10m1 7). Z téchto nul je nejvyse m v predperiodé a alespoii n za ni, takZe perioda musi
byt slozena ze samych nul. Podobné ale umime najit i posloupnost m + n jednicek, dvojek, ...,
¢imz dostavame spor. Pivodni predpoklad tedy neplati a ¢islo 0,1234567891011 ... je skutecné
iracionélni.

Nyni uz vite vSe, co potfebujete, tak sméle do feseni dalsi série!



Iracionalni Cisla

2. JARNI SERIE VZOROVE RESEN{
Uloha 1. (74; 72; 2,92; 3,0)
Do kazdého policka tabulky 2 X 3 napiSte iracionalni cislo tak, aby soucet v kazdém radku i
sloupci byl racionélni. (Martin ,,E.T.“ Sykora)
RESEN{:

Jak zvolit iracionalni ¢isla tak, aby jejich soucet byl racionalni? Nabizi se hledat nulové soucty
a do sloupct umistit opacna c¢isla. Jednim z vyhovujicich piiklada je nasledujici tabulka:

V2 | V2 | -2V2
V2| V2| 2v2

Vime, #e nasobime-li iracionalni &islo racionalnim, vysledek bude iracionélni. Proto —v/2, 2v/2
i —24/2 jsou iracionélni &sla. Souéty v fadcich i sloupcich jsou nulové a do vsech poli¢ek jsme
umistili iracionalni ¢isla, tloha je tedy vyfeSena.

POZNAMKY:

Spravné vyplnénou tabulku poslali témét vSichni FeSitelé. Néktefi nepfipsali ani slovo, nastésti
prevladala vice ¢i méné podrobné okomentovana feSeni. Mnoho FesSitelt si trochu pridélavalo
préaci, kdyz k iracionalnimu ¢islu pricitali jesté néjaké prirozené, aby dostali nenulovy soucet.
Jako by se snad bali nuly! Radéji proto pfipomenu, Ze i nula je racionalni ¢islo, vzdyt ackoli

nelze délit nulou, nulu mizeme podé€lit jakymkoli jinym cislem. (Béra Kocidnova)
Uloha 2. (65; 47; 2,22; 3,0)
Rozhodnéte, zda existuji tii iracionalni ¢isla takova, Ze soucet kazdych dvou z nich je racionalni,
a své tvrzeni dokazte. (Pepa Tkadlec)
RESENT:

Piedpokladejme, ze néjaka takové tii iracionalni &isla existuji, fikejme jim a, b, c. Cisla a + b,
b+ ¢, a + c jsou z predpokladu racionalni, tedy i jejich soucet 2(a + b + ¢) je racionélni éislo.
Na druhou stranu, soucet racionalniho ¢isla a + b s iracionalnim ¢islem c je ¢islo iracionalni.
Soucin raciondlniho ¢isla 2 s iraciondlnim ¢islem a + b + ¢ je rovnéz iracionédlni. A to je spor,
nebot ¢&islo 2(a 4+ b + ¢) nemize byt zaroven racionalni a iraciondlni.
Zadna t¥i takova ¢isla tudiz neexistuji.

POZNAMKY:

Vétsina z vés si s tlohou hravé poradila. OvSem nasli se i taci, ktefi se v tloze zamotali —

nejcasté€ji pri pokusu rozlozit ¢islo na ,raciondlni“ a ,iracionalni“ slozku. Kazdé iracionalni ¢islo
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samoziejmé lze napsat jako soucet raciondlniho a iracionalniho — naptiklad

§+\3/5=0+<{°'/€+g)

Takovy zapis vSak neni jednoznac¢ny, coz byl kdmen drazu ve vSech feSenich, jez se touto cestou
pustila. (Alca Skélovd)

Uloha 3. (56; 48; 2,57; 3,0)
Savlik si néjakou dobu hral s kladnymi ¢isly a pak tvrdil, Ze se mu podaiilo najit takové cislo
x, %e pro kazdé piirozené ¢islo n davalo ¢islo® |z - 107 | po déleni 10 stejny zbytek jako n. Je

mozné, ze Savlikovo ¢islo bylo iracionalni? (Tomas ,,Savlik Pavlik)
RESEN{:
Bud z = @,a1aza3---, kde ajaz --- je desetinny rozvoj ¢isla x. Podminka ze zadani tika, ze

a; =i (mod 10). Pro libovolné ¢ tak plati
a; =1=14+ 10 = a;+10 (mod 10).

Jelikoz jsou a; a a;4+10 cifry, museji se rovnat. Proto je rozvoj ¢isla x periodicky s periodou 10,
a Cislo = tak nemuze byt iracionalni.

POzZNAMKY:
Tato uloha byla celkem jednoduchd, $lo hlavné o to uvédomit si, co vlastné fikd na prvni pohled
trochu nehezky vypadajici podminka v zadani. To vétsina FeSitelt dfive ¢i pozdéji udélala a
zaslouzila si plny pocet bodu. Vétsina ukazala racionalitu tim, ze pfesné urcila desetinny rozvoj,
ktery by mohl byt ,1234567890. To ovSem plati, pouze pokud z je kladné, coz bylo nastésti
uvedeno v zadani. MzZete si rozmyslet, jak by rozvoj vypadal pro zaporna x. Body jsem strhaval
hlavné za to, ze jste nedostatecné zdtvodnili, pro¢ musi desetinny rozvoj vypadat presné takhle.
Vizdycky je lepsi své feseni o jednu vétu prodlouzit a vSe peclivé zduvodnit nez zbytecné prichazet
o body. Bohuzel se nasli i takovi, ktefi spravné nasli desetinny rozvoj cisla z, poté vsak tvrdili,
ze toto Cislo je iracionalni. Tém bych doporudil, aby si znova peclivé precetli ivodni text k sérii.
(Martin Cech)

Uloha 4. (40; 35; 4,15; 5,0)
E.T. m& konec¢nou mnozinu realnych c¢isel takovou, Ze soucet vsech jejich prvku je racionalni.
Dokazte, ze pocet jejich neprazdnych podmnozin, které maji iracionalni soucet vsech prvku, je
sudy. (Martin ,,E.T.“ Sykora)

RESENT:

Nejprve si ukazme, ze soucCet racionalniho ¢isla s iracionalnim je iracionalni. Postupujme sporem
a predpokladejme, ze a,c € Q, b € R\ Q a a + b = c. Pak ale b = ¢ — a, kde na levé strané
je iraciondlni ¢islo a na pravé rozdil dvou raciondlnich ¢isel, ktery je racionalni. A to je spor,
kterého jsme chtéli dosahnout.

3Cislo |z znagi dolni celou &ast &isla , tj. nejvétsi celé &islo, které neni vétsi nez .
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Nyni si oznaé¢me E.T.-ho mnozinu M a uvédomme si, Ze nas zajimaji jen neprazdné podmno-
ziny (dle zadani), které se navic nerovnaji mnoziné M (protoze ta mé racionalni soucet prvki).
V dalsim textu pak budeme tyto podmnoziny oznacovat pojmem zajimavd podmmnozina.*

Nyni uvazme libovolnou zajimavou podmnozinu mnoziny M s iraciondlnim souctem prvka
a oznacme ji A. Pak s pfihlédnutim k prvnimu odstavci a faktu, ze soucet vSech prvka v M
je racionalni, musi byt soucet prvki v mnozing® M \ A iracionalni. Déale vime, Ze dopliikem
zajimavé podmnoziny je opét zajimava podmnozina. Navic plati M\ (M \A) = Aa A# M\ A,
takze muzeme vSechny zajimavé podmnoziny s iracionalnim souctem prvka poparovat tak, ze
kazdé prifadime jeji doplnék, a proto je jich sudy pocet.

POzZNAMKY:

Toto feSeni je zapsano velmi podrobné. Napiiklad poznamku o tom, ze ,doplnék dopliiku je
puvodni podmnozina“, neni potfeba v fesenich uvadét, protoze parovani ,doplnkd“ je znamé,
a neni tfeba dokazovat, ze to opravdu je parovani. Pokud ale obecné nékdy parujete, je dobré
oveérit si, ze zddnému prvku nedate do dvojice ten samy prvek, nebo pokud jednomu priradite
druhy, tak ze druhému prifadite zase ten prvni.

Ulohu jsem ale opravoval mirné, takze si vétsina feseni vyslouzila plné bodové ohodnoceni.
Body jsem nejcastéji strhaval za chybné tvrzeni, zZe iraciondalnich cisel musi byt v dané mno-
ziné sudy pocet, aby se po dvou vykratila. Jednoduchym protipfikladem je napfiklad mnozina
{v2,2v2, -3v2}. (Martin ,E.T.“ Sykora)

Uloha 5. (50; 45; 3,96; 5,0)

David dostal k narozeninam dvé kladna realna cisla a, b, jejichz soucin je 100 a jejichz soucet je

celé ¢islo, které dava zbytek dva po déleni ¢tyFmi. Dokazte, ze \/a + Vb musi byt iracionalni.
(David Hruska)

RESENT:

Necht a, b jsou kladna redlnd ¢isla vyhovujici podminkdm zadani. Existuje tedy nezdporné celé
cislo k takové, ze a + b = 4k + 2. Dale budeme upravovat zadany vyraz tak, abychom ho mohli
zredukovat za pomoci zadanych podminek:

\/E+\/l§:\/(\/a+\/l§)2:\/a+2\/$+b:\/4k+2+2\/ﬁ:\/4k+22.

Zkoumané cislo je tedy druhou odmocninou z kladného celého cisla 4k + 22, které je délitelné
dvéma, ale neni délitelné ctyfmi. To znamend, Ze toto celé ¢islo neni druhou mocninou celého
¢isla a jeho druhd odmocnina je podle textu k této sérii ¢islo iracionalni. Tim je tvrzeni dokdzano.

POzZNAMKY:

Tvrzeni se podobné dalo dokizat sporem, jenom si nékteri resitelé nedali pozor na to, ze musi
pro spor uvazovat obecné raciondlni ¢islo % Tim se postup trochu komplikoval, a proto jsem
v autorském feseni zvolil radéji druhou variantu. Pfi opravovani jsem narazil na zajimavy pro-
blém, zda zkoumany soucet muize byt celociselny, pokud bychom druhou podminku oslabili na

a + b = 2k. Muzete si to vyzkouset rozresit jako cvideni. (Filip Hlések)

4Podmnoziny, které se nerovnaji ptivodni mnoziné, se bézné oznaéuji jako vlastni podmno-
Ziny. Pojmem ,zajimava“ (ktery ustaleny rozhodné neni) tedy myslime zkratku za ,vlastni
neprazdna“.
5Symbolem M \ A zna¢ime doplnék mnoziny A vzhledem k mnoziné M, coZ je mnozina,
ktera obsahuje ty prvky z M, které neobsahuje A (a z4dné jiné).
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Uloha 6. (34; 27; 3,94; 5,0)
Pepa se jednou nudil a rekl si, ze napiSe iracionalni ¢islo, za jehoz desetinnou carkou budou
pouze nuly, jedni¢ky a dvojky. Kopii hotového ¢isla dal Olinovi a Filipovi. Olin vSechny svoje
nuly prepsal na jednicky, Filip vSechny jednicky své kopie zménil na dvojky. Mohlo se stat, ze
Olin i Filip méli po pfepsani racionalni ¢isla? (Pepa Tkadlec)

PRrvNT RESENT:

Dokézeme to sporom. Predpokladajme, ze Olinovo ¢islo O aj Filipovo ¢islo F' st racionalne,
kym Pepovo ¢&islo P je iraciondlne. Ak ma byt O (resp. F') racionalne, tak mé bud ukonéeny
desatinny rozvoj, alebo je periodické.

Ziadne z ¢isel nemodze mat ukonéeny desatinny rozvoj, pretoze ani Olin, ani Filip neprepisujt
ziadne cifry na nuly, a teda od istého desatinného miesta by muselo mat P uz iba nuly a bolo
by racionélne.

Druha moznost je, ze st obe ¢isla O a F periodické. Vsimnime si, ze O ma dvojky na tych
istych miestach ako P. Kedze O je periodické, tak od istého miesta sa v fiom zoskupenia dvojok
opakuju periodicky, a teda sa musia opakovat aj v P. Oznaéme dizku tejto periédy r. Podobne
F ma nuly na tych istych miestach ako P. Cislo F je periodické, preto od istého miesta sa v iom
zoskupenia nil opakujt periodicky, musia sa teda aj v P opakovat. Dlzku tejto periédy oznaéime
t. Potom ale od istého miesta (po skonceni dlhsej z predperiéd ¢isel O a F') sa v Pepovom ¢&isle
budd nuly aj dvojky opakovat s periédou rt. Na zvysSnych miestach moézu byt uz iba jednotky,
a teda aj tie sa buda opakovat s periédou rt. Pepovo &islo je teda periodické, preto nemdze byt
iracionédlne a dostavame spor.

DRUHE RESENT:

Oznacme zg ¢islo, ktoré méa za desatinnou ¢iarkou jednotky iba na tych miestach, kde ma Pepovo
¢éislo nuly, a na ostatnych miestach bude mat nuly. Podobne x; je ¢islo, ktoré ma jednotky tam,
kde ma P jednotky, a inde ma nuly, a z2 je Cislo, ktoré ma jednotky tam, kde ma P dvojky,
a inde mé nuly. Potom, ked si odmyslime celé Casti ¢isel, pretoze tie aj tak ni¢ nemenia na
raciondlnosti, plati

P =x1 + 2x2,
O =1z + 1 + 222,
F = 2x1 + 2z2,

1
g = %o + o1 + 2.

Dalej postupujme sporom. Predpokladéme, Zze O aj F st racionalne a P je iracionalne. Kedze O
je racionalne, tak aj O—1/9 = 2 je racionélne. Cislo F je raciondlne, a preto aj (F—2x2)/2 = z1
je racionalne. Konecne stcet racionalnych cisel 1 + 2x2 = P je racionalny a dostavame spor.

POZNAMKY:

Prevazna vicsina rieSeni bola spravna, ¢i uz postupovala jednym alebo druhym spésobom. Obcas
niekto zabudol zmienit predperiédy, alebo ¢o sa deje s ¢islom pred desatinnou ¢iarkou, ale za
takéto chybicky krasy sme body nestrhavali. (Marta Kossaczka)

Uloha 7. (17; 9; 2,65; 2,0)
Meéjme tri kladna iracionalni ¢isla a, b, ¢ takova, ze a + b+ ¢ = 1. Je-li nékteré z téchto tri cisel
vétsi nez %, kazdé z nich vynasobime dvéma a nasledné nejvetsi Cislo o jedna zmensime. Takto
pokracujeme, dokud nejsou vSechna t¥i ¢isla mensi nez % Muze se nam pii néjaké volbé a, b, ¢
stat, ze nikdy neskonc¢ime a budeme pokracovat do nekonecna? (Tom4s ,,Savlik“ Pavlik)



RESEN(:
Najdeme a, b, c takova, ze budeme moci ud€lat nekonecné mnoho kroka. Takova vhodné cisla,
zapsand v bindrni ¢iselné soustavé, jsou napiiklad tato:

a = 0,101001000100001 .. .,
b =0,0101001000100001 .. .,
¢ =0,0000100110011100....

Cislo a vzniklo postupnym zvySovanim poc¢tu nul mezi jednotlivymi jednickami, b je stejné, ale
posunuté o jednu cifru doprava, tedy b = a/2. Cislo c je takové, ze ma jednic¢ku pfesné tam, kde
jineméd a ani b, tedy c=1—a —b.

Cislo a mé neperiodicky binarni rozvoj, tedy je iracionalni. Stejné tak je iracionalni &islo
b = a/2 (soucin racionalniho a iracionalniho) a ¢&islo ¢ = 1 — 3a/2 (rozdil racionalniho a iracio-
nalniho). Nyni staci sledovat, co se s ¢isly stane pfi jednom kroku. Pfi vynasobeni éisla dvojkou
se v binarnim zapise jen posune dvojkova &arka® o jednu pozici doprava. Naslednym odedte-
nim jednicky pouze smazeme onu jednu jednicku pred dvojkovou carkou. Nyni uz je jasné, ze
v kazdém kroku bude pravé jedno ¢&islo vétsi nez 1/2, a tedy se nikdy nezastavime.

POZNAMKY:

Opét bylo dokazano, ze nekoneéno déla problémy. Hodné z vés tvrdilo, ze takova ¢isla neexistuji,
protoze by byla jen sou¢tem néjakych racionalnich ¢isel. To sice ano, ale pokud je soucet neko-
necny, pak se i z racionalnich cisel muze stat ¢islo iracionalni. Dikazem toho muze byt naptiklad
> opi- 107, kde p; je i-ta ¢islice v desetinném zapise éisla 7. Tento soucet je roven m, tedy

je iracionélni, ale vSechny ¢leny souctu jsou raciondlni. (Tomés ,,Savlik“ Pavlik)
Uloha 8. (7; 45 2,71; 3,0)
Najdéte vsechny polynomy P(z) s redlnymi koeficienty takové, Ze pro kazdé iraciondlni éislo @
je P(i) také iraciondlni. (Alexander ,,Olin“ Slavik)
RESENT:

Je-li polynom P(z) konstantni, pak nutné P(z) = 7 pro néjaké iracionalni ¢islo i. Takovyto

polynom zfejmé spliiuje podminku ze zadani.
Predpokladejme dale, Ze polynom P(x) ze zadéni existuje, mé stupeni n > 1 a plati

P(z) = apz™ + an_1z” V4t arx+ aop,

kde ap # 0. Nasim prvnim cilem bude ukézat, ze ¢isla ao,a1,...,an jsou vSechna racionalni.

Podminku ze zadéni budeme déle vyuzivat také v jeji obméné: je-li P(q) raciondlni, je i
q raciondlni. Je zndmym faktem, Ze svymi hodnotami v n + 1 bodech je polynom stupné n
jiz jednoznacné urcen. Zvolme proto n + 1 rdznych raciondlnich cisel rg,r1,...,7n 2z oboru
hodnot P(z) jakozto funkce; pro ta existuji (nutné rizna) racionalni ¢isla qo, g1, - .., gn takova,
ze P(qj) = r; pro 0 < j < n. Na tuto sadu rovnosti mizeme pohliZet jako na soustavu n + 1
linearnich rovnic o n+1 nezndmych ag, a1, . .., an. Tato soustava mé vzhledem k vyse uvedenym
skute¢nostem (polynom P(z) existuje a je témito rovnicemi jednozna¢né popsan) pravé jedno
feSeni. Resime-li takovouto soustavu rovnic, dospé&jeme k vysledku jen pomoci séitani, od¢itani,
nasobeni a déleni racionalnich celych ¢isel, proto jsou i ¢isla ag, a1, ..., an vskutku racionalni.

V pfipadé n = 1 je patrné, Ze racionalita koeficientl jiz staci pro splnéni podminky ze zadéani,
protoZe pro libovolnd racionélni ¢isla ag, a1 (a1 # 0) a iracionalni ¢islo 4 je a1i+ ag iracionélni.
Pro n > 2 v8ak zaddny polynom nevyhovuje, jak dale dokazeme.

6Jde o analogii desetinné ¢arky v desitkovém zapise.
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Pfedné poznamenejme, Ze polynom P(z) vyhovuje zaddni pravé tehdy, kdyz vyhovuje po-
lynom rP(z), kde » € Q, r # 0. Diky tomu muzeme pfedpokladat, zZe ¢isla ag,a1,...,an jsou
dokonce celd (kdyby nebyla, tak polynom vynasobime souéinem jejich jmenovatelt). Necht p je
prvoéislo, které nedéli an, a d celé ¢islo nedélitelné p, pro které je d/p v oboru hodnot P(x).
Mame P(q) = d/p pro né&jaké racionalni ¢islo ¢, které si zapiseme jako u/v, kde u, v jsou
nesoudélna celd cisla. Rovnost si rozepiSeme a upravime:

an(%)"+an_1(%)n71+---+a1 “ 2 tao = %7

p- (anu" Fan_1u w4 faguo™ aov") = do™.

JelikoZ je levd strana posledni rovnosti délitelnd p a p t d, je p | v. Prava strana je tedy délitelna
p"™, coz spolu s n > 1 implikuje

Lo+ 4 aruv™ 1 + ago™.

planu™ +an_1u™”
Vsechny sc¢itance s v jsou také délitelné p, takze p | anu™ a vzhledem k volbé p je p | u. To je ale
ve sporu s nesoudélnosti ¢isel u, v, ¢islo d/p tedy nemtize mit racionédlni vzor a polynom P(z)
nemuze spliovat podminku ze zadani.

POzZNAMKY:
Vsechna spravna feseni stejné jako vyse uvedené nejprve ukazovala, ze nekonstantni polynom vy-
hovujici zaddni musi mit racionalni koeficienty, a posléze néjak argumentovala skrze délitelnost.
Prezentovany vzorovy postup mi pfisel jako vhodny kompromis mezi stru¢nosti a srozumitel-
nosti; povsimnéte si, ze v podstaté jde jen o variaci na dtkaz iracionality /2 (neboli faktu, ze
2 nema racionalni vzor v polynomu z?2), ktery byl uveden v vodnim textu!

(Alexander ,,Olin“ Slavik)



