Funkce

3. PODZIMN{ SERIE TERMIN ODESLANf: 2.PROSINCE 2013

ULoHA 1. (3 BODY)
Z jednoho znaku z, t¥i jednicek, t¥i minusi a &tyf svislych ¢ar (tj. symbolt pouzitelnych pro
zapis absolutni hodnoty) slozte vyraz, jehoz hodnota je nulova pro alespon ¢tyfi redlna cisla z.
ULoHA 2. (3 BODY)
Naleznéte nekonstantni funkci f:R — R takovou, Ze funkce f(2z) a (f(z))? jsou periodické a
maji stejnou nejkratsi periodu.

ULoHA 3. (3 BODY)

Jsou dany ryze! monoténni funkce f,g:R — R takové, Ze funkce f(g(x)) je rostouci. Dokazte,
ze funkce g(f(x)) je rovnéz rostouci.

ULOHA 4. (5 BODD)
Je dana funkce f:N — N spliujici soucasné nasledujici dvé podminky:

(i) Pro kazda dvé nesoudélna? kladna cela ¢isla a, b plati f(ab) = f(a) - f(b).

(ii) Pro kazd4 dvé (ne nutné rtiznd) prvodisla p, ¢ plati f(p+¢q) = f(p) + f(q)-
Dokazte, ze f(3) = 3.
ULOHA 5. (5 BODD)
Najdéte vSechna realna ¢isla z, pro ktera plati®

z|z|xz|z]|]] = 2001.

ULOHA 6. (5 BODD)
Pro dané dvé cela ¢isla p, ¢ uvazme kvadratickou funkci f: R — R urcenou predpisem

@) =% +pr+a
Rekneme, 7e celé ¢islo ¢ je dobré, jestlize ¢isla f(t) a f(t + 1) jsou riizna a jedno je ndsobkem
druhého. Dokazte, ze je-li pocet dobrych ¢isel kone¢ny, pak je sudy.
ULOHA 7. (5 BODD)

Rozhodnéte, zda lze funkci f:R — R uréenou piedpisem f(x) = x2 zapsat jako soudet dvou
periodickych funkci.

ULoHA 8. (5 BODU)
Naleznéte vSechny funkce f:R — R takové, Ze pro vSechny ctvefice redlnych Cisel z, y, u, v
spliujicich x 4+ y = v + v plati

(f@@) = fW) - (u—2v) = (f(u) = f(v)) - (z —y).

10 funkci fekneme, Ze je ryze monoténni, pokud je rostouci nebo klesajici.
2Dvé cela &isla jsou nesoudélnd, jestlize je jejich nejvétsi spoleény délitel roven jedné.
3Symbol |z] znaci dolni celou &ast &isla x, tedy nejvétsi celé &islo neptevysujici .
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Povidani k treti podzimni sérii

Treti podzimni série provéfi Tvoji zdatnost v praci s funkcemi. Tento text by Ti mél pomoci
zorientovat se v zadénich uloh a osvétlit nékteré dulezité pojmy. Pokud vsak zadanim rozumis
uz ted, neni tfeba jej ¢ist pfilis podrobné.

Co je funkce?

Pravdépodobné nejnazornéjsi pohled na funkce (nékdy téz zvané zobrazent) je ten, Ze funkci
vnimame jako tajemnou &ernou krabicku. Tato krabicka piijiméa néjaké vstupy? a v zavislosti
na tom, jaky vstup dostane, vyda vystup. Mnozinu v8ech vstupt funkce f nazyvame definicnim
oborem a znacime zpravidla Dy nebo D(f), mnozinu vSech vystupt nazyvdme oborem hodnot
a znacime Hy nebo H(f).

Formalnéji mizeme Fici, ze funkce f: X — Y je pfifazeni, v némz kazdému x € X odpovida
pravé jedno y € Y.% Tento zapis ndm tedy prozrazuje, Ze funkce f je definovana na celém X
(D(f) = X). O tom, jestli tato funkce nabyva vSech hodnot z Y, ovSem nic nefika.

Rovnosti funkci f = g rozumime, ze D(f) = D(g) a zaroven f(z) = g(x) pro vSechna z
z defini¢niho oboru. Rovnost f(z) = g(x) pfitom znamend, Zze funkéni hodnoty v bodé z jsou
u obou funkci stejné.

Definujeme-li funkci predpisem, musime uvadét jeji defini¢ni obor vzdy, kdyz neni ziejmy
z kontextu. Pokud tedy napiseme pouze f(x) = 2, nedefinujeme tim zadnou funkci, nebot
o z nic nevime. Dale je dobré si uvédomit, ze funkce neni totéz, co pfedpis funkce. Uvazime-li
naptiklad

fx)=2% -1, z €R, g(z)=(z+1)(x—1), z€R,

vidime, ze ackoliv se pfedpisy téchto dvou funkci lisi, plati f = g.

Nékteré funkce navic vibec nemuseji byt dany vzorcem. Takovou funkci mize byt tfeba
f:R — Z, kterd kazdému redlnému d¢islu prifadi pocet sedmicek v jeho desetinném zapisu,
pokud jich je kone¢né mnoho, a —1 v opacném pripadé.

Vlastnosti funkci

U funkci rozliSujeme razné vlastnosti, jejichz znalost ndm mnohdy muze znacné pomoci pfi
feSeni uloh. Zde je uveden seznam téch, se kterymi se shleddviame nejcastéji. Funkce f: X — Y
je
(i) rostouct, pokud pro kazdd dvé x,y € X takova, ze = > y, plati f(z) > f(y),
(ii) klesajici, pokud pro kazda dvé z,y € X takova, ze x > y, plati f(z) < f(
(iii) meklesajici, pokud pro kazda dvé z,y € X takova, ze x > y, plati f(z
(iv) merostouct, pokud pro kazda dvé z,y € X takova, ze x > y, plati f(z
(v) monotdnni, pokud je nerostouci nebo neklesajici,

INTV

4Tém formélnéji fikAme argumenty.
5Pismena X, Y znaéi néjaké (libovolné) mnoziny. My si ale vystadime s b&Zné pouzivanymi
¢iselnymi mnozinami, jimiz jsou naptiklad pfirozena nebo realna cisla.
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(vi) periodickd, pokud existuje kladné realné ¢islo ¢ takové, ze pro vSechna z € X plati
x4t € X azaroven f(z) = f(z +1t),8
(vii) sudd, pokud pro kazdé x € X plati —z € X a zaroven f(z) = f(—z),
(viii) lichd, pokud pro kazdé = € X plati —z € X a zaroven f(z) = —f(—z),
(ix) prostd, pokud nabyva kazdé hodnoty nejvyse jednou, tedy pokud pro kazda dvé z,y € X
takova, ze x # y, plati f(z) # f(y),
(x) na, pokud nabyva kazdé hodnoty z Y alespon jednou, tedy pokud pro kazdé z € Y
existuje x € X takové, ze f(z) = z,
(xi) bijekce, pokud je prostd a zaroven na, tedy pokud nabyva kazdé hodnoty z mnoziny ¥
pravé jednou.

Abychom se s vy$e uvedenymi pojmy seznamili, vyfesime si nasledujici pfiklad.
Priklad. Dokazte, ze periodickd funkce nemiize byt rostouci.

Reseni. Predpokladejme, ze funkce f je periodickd s néjakou periodou t. Déle si zvolme libo-
volné z¢ z definicniho oboru funkce f. Protoze t je kladné &islo, plati g + ¢ > x¢. Zaroven ale
z definice periodické funkce vyplyva, ze f(xo + t) = f(xo). Tedy f nemize byt rostouci.

Skladéni funkci

Pii praci s funkcemi se muzeme setkat s pojmem skldddni funkci. Abychom si tento termin
vysvétlili, opét se vratime ke ,krabickovému modelu funkci“. Pfedpoklddejme, Ze mame dvé
krabi¢ky (funkce) takové, ze vystupy jedné funguji jako vstupy té druhé, ze které vychézeji
né&jaké finalni vystupy. Tyto dvé funkce se tedy dohromady chovaji jako jedna samostatna funkce.
Tomuto ,zapojovani funkci za sebe“ fikdme skladéni.

Ponékud formalnéji se mizeme na sklddani funkci divat takto: Méjme funkce f: A — B,
g: B — C a definujme funkci g o f predpisem (g o f)(z) = g(f(z)),” pfic¢em# definiénim oborem
této funkce je mnozina A. Funkci g o f nazyvame slozenou funkci.

Povsimni si ale, ze vnitini funkce musi zobrazovat do defini¢niho oboru vnéjsi funkce. Kdy-
bychom tedy chtéli slozit f o g, musela by byt mnozina C' podmnozinou mnoziny A.

Déle je dilezité si uvédomit, ze f o g neni totéz jako g o f. Polozme f:R — R; f(z) = x2,
9:R — R; g(z) = x — 1. Pak pro kazdé realné x mame (fog)(x) = (z —1)2, zatimco (go f)(z) =
22 — 1. Tedy napiiklad (f o g)(0) = 1# —1 = (g o £)(0).

Funkcionalni rovnice

Bavime-li se o funkcionalnich rovnicich, méame na mysli rovnice, v nichz jsou neznamymi funkce,
nikoliv ¢&isla. Jinak Fec¢eno, hledame funkce (resp. jejich pfedpisy) takové, Ze pro vSechna mozna
¢isla z néjaké mnoziny plati zadand rovnost. Obecny postup feSeni téchto rovnic neexistuje,
vétsinou ale postupujeme v nékolika zakladnich krocich. Prvnim z nich je pfedpoklad, ze néjaka
funkce f je feSenim na$i rovnice. Druhym je zjistovani vlastnosti této funkce za pomoci dané
rovnice (vétSinou tak, ze dosazujeme konkrétni hodnoty). Poslednim, ¢asto opomijenym krokem
je ovéfeni, ze nami nalezena funkce je opravdu FeSenim dané rovnice. Pro objasnéni si vyfesme
dva ilustra¢ni priklady:

Priklad. Najdéte vSechny funkce f:R — R spliiujici pro vSechna realné z, y vztah
f(zy) = yf ().

6Cislo t se pak nazyva periodou funkce f.
"Pravé kvili tomuto predpisu fikdme funkci, do které vstupuji z, vniting a té druhé vnéjsi.
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Reseni. Predpokladejme, ze funkce f je feSenim dané rovnice. Zadany vztah ma platit pro
vSechny dvojice z, y, takze musi specidlné platit pro ty dvojice, v nichz je x = 1, neboli

f-y)=yf(),
fly) = yf(1).

Uprava, kterou jsme pravé udélali, neni ekvivalentni, protoze zkoumé pouze jeden konkrétni
pfipad z = 1. Muze tedy existovat funkce, kterd nefesi nasi rovnici, ale tomuto konkrétnimu
pfipadu vyhovuje. Proto musime pfi feSeni funkcionalnich rovnic vzdy provadét zkousku.

Ted, pouceni o nutnosti zkousky, pokra¢ujme v feSeni. Protoze f(1) je né&jaké (neménné)
redlné ¢islo, mizeme jej oznacit ¢ = f(1) a psat f(y) = cy. Nyni staéi zjistit, pro kterd c je
funkce f(y) = cy opravdu FeSenim. Dosazenim do ptivodni rovnice dostdvame:

f(zy) = yf(2),

c-xy=1y-cz,

coz plati pro viechna redlnd c. Resenim jsou tedy vSechny funkce tvaru f(z) = cz, kde c je
néjaké pevné realné cislo.

Mozna Té prekvapilo, ze jsme na konci feSeni nedélali zkousku. Ve skuteCnosti jsme ji ale
provedli, byt ponékud skryté, v poslednim kroku.

Priklad. Naleznéte vSechny funkce f:R — R vyhovujici pro vSechna x,y € D(f) rovnici

flzy) =z + f(y)-

Reseni. Predpokladejme, ze funkce f vyhovuje zadani, a do rovnice dosadme y = 1. Po tpravé
ziskdme f(z) = = + f(1). Tedy f(z) je tvaru x + ¢, kde ¢ je realné &islo. Nyni uz nam zbyva
jen zjistit, pro ktera c je funkce f(z) = x 4 ¢ feSenim. Vime, Ze pro vSechna z, y ma byt splnén
vztah f(zy) =z + f(y), tedy:

xy+c=x+y-+c,

Ty = +y.
Tento vyraz vSak neplati pro vSechna reilna cisla x, y, takZe nadmi nalezend funkce nefesi
rovnici pro zadné realné c. Zadana rovnice tedy nema reseni.

Pro hlubsi seznameni s tématem funkciondlnich rovnic doporucujeme prostudovat néjaky
z textu k sérii na téma funkcionalni rovnice z minulych roéniku (ty je mozné nalézt v sekci nasich
stranek ,minulé ro¢niky*), nebo né&jaky z prispévki o funkcionalnich rovnicich v knihovné na
nasich internetovych strankach.®

8 http://mks.mff.cuni.cz/library/FunkcionalniRovnice VM /FunkcionalniRovnice VM.pdf
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Funkce

3. PODZIMN{ SERIE VZzZOROVE RESEN{

Uloha 1. (91; 89; 2,86; 3,0)
Z jednoho znaku x, tii jednidek, tif minusu a étyF svislych éar (tj. symbold pouZitelnych pro
z&pis absolutni hodnoty) slozte vyraz, jehoZ hodnota je nulovd pro alespori &tyfi redlna cisla
z. (Anic¢ka Dolezalovd)

RESENT:
Myslenka tlohy spociva v tom, Zze do sebe vnofime dvé absolutni hodnoty. Prikladem reSeni je
funkce f(z) = ||z| — 1 — 1| — 1, ktera je nulova pro z = £1 a x = £3.

POZNAMKY:

U této tlohy mé prekvapila invence nékterych resSiteld, ktefi se snazili ¢ast znakt umistit do

exponentu. Bohuzel si asto neuvédomili, ze 0° nemda definovanou hodnotu, a tak nalezené

funkce nemély za defini¢ni obor vSechna realna ¢isla. Objevilo se ale i nékolik fesitelt, kterym se

povedlo najit funkci identicky rovnou nule. Pfikladem takové funkce je f(z) = | — 1}| — | — 1%|.
(Martin Topfer)

Uloha 2. (49; 42; 2,49; 3,0)
Naleznéte nekonstantni funkci f:R — R takovou, ze funkce f(2z) a (f(x))? jsou periodické a
maji stejnou nejkratsi periodu. (Martin Sykora)

PRVNf RESEN{:
Definujme funkci
1 pro x celd suda,

f(z)=4¢ —1 pro z cela licha,
0 proxz € R\ Z.

Tato f je tedy dobie definovana na R. Ukazeme, ze f(2x) a (f(x))? jsou periodické a maji
stejnou nejkratsi periodu.

1 pro x cela,
f(2z) =¢ —1 proz =% kde k je lich¢,
0 pro ostatni x € R.

Tedy f(2x) je periodickd a ma nejkratsi periodu rovnu jedné.

s )1 pro x € Z,
(@) _{0 proz € R\ Z.

Tedy (f(z))? ma nejkratsi periodu také rovnu jedné.
Funkce f(2) a (f(x))? jsou periodické a maji stejnou nejkratsi periodu, proto je zvolena f
feSenim ulohy.



DRUHE RESENT:
Ukéazeme, ze pro f(z) = sin(x) maji funkce f(2z) a (f(z))? stejnou nejkratsi periodu. Protoze
funkce sin(z) ma nejkratsi periodu 27, pro funkci sin(2z) je to w. Nyni uré¢ime nejkratsi periodu
funkce sin?(z).

Plati sinz = —sin(z + 7), tedy sin?(z) = sin?(z + 7), proto 7 je perioda funkce sin? 2. Pro
x € (0,7) plati, Ze sinx # 0, tedy také sin? z # 0, ale sin?(0) = 0, proto 7 je nejkratsi perioda
funkce sin? z.

Tedy funkce sin(2z) a sin? 2 jsou periodické a maji stejnou nejkratsi periodu, proto f(z) =
sinz je FeSenim ulohy.

POzZNAMKY:

Drtiva vétsina Fesitelt volila f(z) = sinz, ale ne vSichni uspé&sné ukazali, Ze skute¢né sin(2z) a
sin? z maji stejnou nejkratsi periodu. O tom ale pfece byla tahle tiloha — vybrat si takovou f,
u které umim ukézat nejen jaka je perioda f(2x) a (f(x))2, ale dokonce jaka je nejkratsi perioda
téchto funkci. Z tohoto hlediska se mi prvni vzorové feSeni zdd mnohem snazsi, je to na ném

totiz opravdu ,,vidét“. (Michaela ,, Misa* Hubatova)
Uloha 3. (52; 34; 1,96; 2,0)
Jsou dény ryze® monotdnni funkce f,g:R — R takové, Ze funkce f(g(z)) je rostouci. Dokazte,
Ze funkce g(f(z)) je rovnéz rostouci. (David Hruska)
RESEN(:

Funkce f, g jsou podle zadani ryze monoténni, ¢ili kazd4 z nich je bud rostouci, nebo klesajici.
Predpokladejme nejprve, ze g je klesajici. Vezméme si dvé libovolna realna ¢isla x1, x2 spliujici
x1 < x2. Z predpokladu a definice klesajici funkce plyne g(xz1) > g(z2). Ze zadéni vime, Ze
f(g(z1)) < f(g(x2)). Pokud by f byla rostouci, platila by posledni nerovnost obréaceng, ¢ili f
musi byt klesajici funkci (vime uz, Ze je rostouci, nebo klesajici). Potom jiz dvojim pouZitim
definice klesajici funkce pro kazda dvé redlnd z1 < z2 dostavame f(z1) > f(z2), a nasledné
g(f(z1)) < g(f(z2)), coz znamena, Ze slozena funkce g(f(x)) je opravdu rostouci, jak jsme méli
dokazat.

Pokud je g rostouci, dostaneme stejnym postupem jako v prvnim piipadé pro kazda dvé
redlnd x1 < @2 nerovnost g(z1) < g(xz2). To spolus f(g(z1)) < f(g(x2)) znamens, Ze f nemuze
byt klesajici, proto je rostouci. Opét tedy dostavame g(f(z1)) < g(f(x2)), ¢ili g(f(x)) je rostouci
funkce.

POZNAMKY:

Uloha byla jednoduché, piesto byla zhruba polovina feSeni zmatenych nebo vylozené scestnych.
Nékteri z vas si spravné vsimli, ze se monoténni funkce pii skladani chovaji jako nasobeni
kladnych/zapornych &isel (zndmé pravidla typu ,minus krat minus je plus“), ale misto dikazu
tato ,odpozorovanad“ pravidla jen pouzivali. Jadrem tulohy byla pravé manipulace s definicemi
rostoucich a klesajicich funkci, takze za prohlasovani téchto pravidel za zfejmé jsem bod(y)
strhaval. Nékolik Fesitelt se také pokouselo tlohu derivovat (v PraSeti se diirazné nedoporucuje)
a bohuzel doslo i na klasicky pfistup — ovéfeni tvrzeni pro jednu konkrétni dvojici funkci, coz
presné v ulohéach typu , Dokazte ...“ od reSiteld nechceme, ale o tom bylo jiz feceno a napsano
dost. Na druhou stranu prislo i mnoho spravnych a stru¢nych reseni, nad kterymi jsem si spravil
naladu. (David Hruska)

90 funkci fekneme, Ze je ryze monoténni, pokud je rostouci nebo klesajici.
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Uloha 4. (60; 48; 3,93; 5,0)
Je déana funkce f:N — N splnaujici soucasné nasledujici dvé podminky:

(i) Pro kazda dvé nesoudélnal® kladna cela ¢isla a, b plati f(ab) = f(a) - f(b).

(ii) Pro kazda dvé (ne nutné rizna) prvocisla p, ¢ plati f(p+q) = f(p) + f(q)-
Dokazte, ze f(3) = 3. (Filip Hlések)
RESEN(:
Predpokladejme, ze f je funkce vyhovujici podminkam v zadani. Specidlné tedy splnuje pod-
minku (i) pro nesoudélnd a =2, b= 3:

J(6) = f(3-2)=f(3) f(2).
Zaroven pro funkci f plati podminka (ii) pro prvocisla p = 3, ¢ = 3:
f(6) = f(3+3)=f(3)+ f(3) =2f(3).

Vydélenim predchozich dvou rovnosti ziskdvame f(2) = 2 (vSechny ¢leny jsou pfirozend &isla).
Dale vyuzijeme platnosti prvni podminky pro nesoudé€lna a = 3, b = 4:

fA2) =f3-4) = f(3) - f(4).

Poté nékolikrat pouzijeme druhou podminku pro prvodisla 2, 3, 5, 7 a dosadime predem zjisténé
hodnoty. Tim ziskdme

f4)=72+2)=f2)+f(2) =4

fG)=F2+3)=f2)+ 1) =2+0),
F()=7F2+5)=[f2)+f(5) =4+ f03),
f(A2) = f(5+7) = f(5) + f(7) =6+ 2f(3).

Diikaz dokonéime srovndnim hodnoty f(12):

FB3)F(4) = 6 +2f(3),
4£(3) = 6+ 2/(3),
f3)=3.

POZNAMKY:

Uloha vypadala na prvni pohled pomérné jednoduse, ale kdy# do ni &lovék zkusil néco dosadit,
brzy zjistil, Ze zrovna hodnotu f(3) neni snadné vyjadrit. V podstaté vSechna spravna feseni se
k vysledku dopracovala stejné jako v tom autorském za pouziti hodnoty f(12). Bez chyby bylo
také jedno, které mimo jiné pouzivalo f(11), f(13), f(19), f(20) a f(22).

Mnoho Fesitelt si také spravné povsimlo, Ze lze snadno ukdzat f(1) = 1. Tohoto poznatku
ale neni mozné v dalsim feSeni nijak pouzit a je potom vcelku zbyteéné to do Cistopisu vibec
psat.

Reseni, kterd nedostala plny pocet bodtl, se daji rozdélit do dvou skupin. Prvni ¢ast se mé
snazila (at uz tmyslné ¢ netimyslné) presvédcit, ze ¢islo 1 je prvodislo, coz bohuzel neni pravda.
V jiné tloze by to nebyl takovy problém, ale v této se jednalo o neimérné zjednoduseni, které
zadany problém cinilo trividlnim.

10Dvé cela éisla jsou nesoudélnd, jestlize je jejich nejvétsi spoleény délitel roven jedné.
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Druhé ¢astd chyba byla, ze se néktefi zaméfili pouze na jednu podminku ze zadani (napf.
(1)) a tvrdili, ze ji vyhovuje pouze zna¢né omezend mnozina funkci (napt. f(z) = k- z"). To
lze poté snadno dosadit do druhé z podminek a ovérit, ze jedind vyhovujici funkce je f(z) = z.
Uloha by takto byla jednoducha a takové tvrzeni obecné neplati (nas piiklad vyvraci funkce
f(x) — 2poéet_prvoéisel_v_rozkladu(a:))‘

Kdo se nad ulohou zamgyslel déle, jisté ho napadlo zjistit, zda existuje i jind funkce nez
oc¢ividna f(z) = z, kterd by vyhovovala podminkdm v zadani. Pokusme se spole¢né dokazat, ze
jina takova funkce neexistuje.

Pii dikazu pouzijeme Goldbachovu hypotézu, kterd dodnes neni dokdzana, ocekiva se ale,
ze je platna. Pokud vsak neplati, tak ani zminény dukaz nefunguje. Tvrzeni rikd, ze kazdé sudé
prirozené cislo vétsi nez dva lze zapsat jako soucet dvou prvocisel. Diky tomuto snadnému a
pochopitelnému znéni se hypotéza stala jednim z nejznaméjsich otevienych problémdu, jehoz
rozieSenim se stale muzete proslavit.

Postupujme matematickou indukci. Pouzitim autorského feseni tilohy bychom pro vSechna
pfirozend x < 12 ukdzali f(z) = z. Dale pfedpokladejme, Ze pro pfirozené n > 6 plati, Ze pro
vSechna pfirozend z < 2n je f(xz) = z. Ukdzeme, ze f(2n+1) =2n+1a f(2n+2) =2n+2
rozborem pfipada.

(1) 2n 4+ 1 neni zddna pfirozend mocnina lichého prvoéisla. Potom lze rozlozit na souéin
dvou nesoudélnych celych ¢isel a, b mensich nez 2n+ 1, takze za pouziti (i) a indukéniho
predpokladu f(2n + 1) = f(ab) = f(a)f(b) = ab=2n+1.

(2) 2n+1 je prvoéislo. Potom jedno ze sudych ¢isel 2n + 4 a 2n + 6 neni mocninou éisla 2
a lze tedy rozlozit na soucin nesoudélnych celych cisel vétSich nez 1 a mensich nez 2n.
Pouzitim (i) a indukéniho pfedpokladu dostavame, Ze pro toto ¢islo z plati f(z) = =
a dikaz indukéniho kroku ziskdme bud pouZitim prvoéisla 3, nebo 5 spole¢né s 2n + 1
v podmince (ii). VSimnéte si, Ze tento postup navic funguje pro vSechna prvocisla p
takova, ze % < 2n, neboli p < 4n — 5.

(3) 2n + 1 je pfirozend mocnina lichého prvoéisla (alesponi druha). Potom je podle pred-
choziho bodu pro vSechna prvoéisla p < 4n — 5 pravda f(p) = p. Kdybychom ukéazali,
ze f(4n + 2) = 4n + 2, tak mame vyhréno, nebot by stacilo pouzit (i) pro nesoudélna
2n + 1 a 2. Podle Goldbachovy hypotézy lze 4n + 2 zapsat jako soucet dvou prvocisel.
Pokud jsou obé tato prvocisla mensi nebo rovna 4n — 5, tak staci vyuzit (ii). Problém
ale nastava, kdyz jedno z nich je rovno 3 nebo 5.

Necht tedy p = 4n — 3 je prvoéislo (p + 5 je potom 4n + 2). Aspon jedno z &isel
p+7=4(n+1), p+ 11 = 4(n + 2) neni mocninou dvojky. Oznaéime ho z a diky tomu,
ze ho lze rozlozit na souéin dvou nesoudélnych celych éisel, kterd nejsou vétsi nez 2n,
tak pomoci (i) dokdzeme z indukéniho predpokladu, ze f(z) = z. Z (ii) jiz poté snadno
plyne f(p) = p a dale f(4n+2) = 4n + 2, coz jsme chtéli ukdzat. P¥ipad 4n+2=p+3
rozebereme analogicky (pouZijeme p + 5 a p + 13). PovSimnéte si, Ze jsme vzdy volili
takova Cisla, ktera byla délitelna ¢tyfmi a $la tedy rozlozit na soucin dostatecné malych
Cinitelt (nejvyse % < 2n, pro n > 6, coz jsme predpoklddali).

To, ze plati f(2n + 2) = 2n + 2, dokdZeme opé&t snadno pomoci Goldbachovy hypotézy. Tim
jsme dokazali ivodni vyrok také pro n + 1, z principu matematické indukce tak plyne platnost
tvrzeni. (Filip Hlések)

Uloha 5. (61; 47; 2,70; 3,0)
Najdéte viechna realna ¢isla x, pro ktera platill
z|z|x|z]|]] = 2001.
(Martin Cech)

11Symbol |x] zna&i dolni celou East &isla x, tedy nejvétsi celé &islo nepievysujici .
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RESENT:
Jedinym rieSenim je x = 2001/286. Aby sme toto mohli tvrdif, rozoberme si priebeh funkcie
f(z) = z|z|z|z]]||. Ukdzeme, Ze f je na intervale (—1, 1) nulov4, na (1, co) rastie a na (—oo, —1)
klesa.

Interval (—1,1) si eSte rozdelime na dva intervaly: (—1,0) a (0,1). Pre kazdy z intervalov
(-1,0), (0,1), (1,00) a (—o0, —1) dokdZeme jeho uvedenu vlastnost zvI4st.

z € (—1,0), z €(0,1),
—z € (0,1), lz] =0,
lz] =-1, z|zlz|z]]] = 0= f(z)
z|lz| = —=,

lz|z]] =0,
zlz|z|z]]| = 0= f(2),

Takze sme ukézali, Zze na (—1,1) je f(z) = 0, na tomto intervale teda f(z) = 2001 rieSenie
urcite nema.

Dalej ukaZeme, 7e f je na (1,00) rasttica a na (—oo, —1) klesajtica. Majme teda = > y
z intervalu (1, c0), resp. (—oo, —1), potom plati:

z>y2>1, y<z<-—1
lz] >y >1 ly) < |z] < -1
zlz] > yly] >1 yly] > z|z) > 1

[zlz]] > |lylyl] > 1 lylyll > l=zlz]] > 1
elelz|] > ylyly)] =1 resp: ylyly)) < zlzlz]] < -1
lelzlz]]] > lylylyll] > 1 lylylyl)) < lelelz]]) < 1
elelzlz]]] > ylylyly]]] >1 ylylylyll] > zlz|elz]]] > 1

f@) > fy) fy) > f(@)
Teda f je skuto¢ne na intervale (—oo, —1) klesajuca a na (1, co0) rasttca, a preto na kazdom
z tychto intervalov moze mat rovnica f(z) = 2001 maximalne jedno riesenie. Na (1,00) ho

skuto¢ne ma: z = 2001,/286.

Ukéazeme dalej, Ze na intervale (—oo, —1) rovnica f(z) = 2001 rieSenie nemoze mat. Pre spor
predpokladajme, Ze existuje z € (—oo, —1) také, ze f(x) = 2001. Cislo z = |x|z|x]]] je zdporné
a celé. Podelenim rovnice f(z) = 2001 tymto &islom dostaneme, Ze x mozeme zapisat v tvare
x =2001/z.

Plati ale f(—2001/303) = 2007,6 > 2007 a f(—2001/304) = 1994,4 < 1995. Teda keby
z > —303, méame z = 2001/z < 2001/303, a teda z klesania f vieme, ze f(x) > 2007 > 2001, ¢o je
spor s f(z) = 2001. Keby naopak z < —304, platilo by z > 2001/304, a teda f(z) < 1995 < 2001,
¢o je opét spor. Rovnici f(z) = 2001 preto nevyhovuje Ziadne zdporné z a rieSenim je naozaj
jedine z = 2001/286.

POZNAMKY:

Vo vicsine spravnych rieseni ste postupovali ako my. Medzi ¢astymi chybami bolo, Ze ste nedo-
kazali, ze rieSeni nemdze byt viac, sice ste tito skutocnost ticho prepokladali a nejaké riesenie
medzi 6 a 7 ste nasli. V lepSom pripade ste aspon ukdzali, Ze na tomto intervale ziadne dalsie
¢&islach) nemohlo byt dalsie riesenie (a podobne na zapornych). Zopér riesitelov dokonca ,naslo“
aj zaporné riesnie. (Marta Kossaczka)



Uloha 6. (36; 31; 3,58; 4,0)
Pro dana dvé cela ¢isla p, q uvazme kvadratickou funkci f: R — R uréenou predpisem

f@) =2 +pz+q
Rekneme, Ze celé &islo t je dobré, jestlize ¢isla f(t) a f(t + 1) jsou riizna a jedno je nasobkem
druhého. Dokazte, ze je-li poc¢et dobrych ¢isel konec¢ny, pak je sudy. (Martin ,,E.T.“ Sykora)

RESEN{:
Nejprve si uvédomme, ze graf funkce f je parabola s vrcholem v bodé —p/2, kterd je osové
soumérnd podle osy © = —p/2. Proto miZeme nabyt podezfeni, Zze pokud bude néjaké dobré

¢islo na jednom rameni paraboly, bude néjaké jiné i na tom druhém, a tedy Ze je pocet dobrych
¢isel sudy. V nasledujicich fadcich tuto ideu formalné dokizeme.

Povsimnéme si, Ze pro vSechna realna ¢isla x plati f(x) = f(—z — p). Dosazenim = + 1 a
(=p—1)/2 za x dostavame rovnosti f(z+1) = f(—z—p—1) a f((-p—1)/2) = f((-p—1)/2+1).
Z druhé z nich vyplyva, ze ¢islo (—p — 1)/2 neni dobré (je-li viibec celé).

Ostatni cela ¢isla (bez (—p — 1)/2, pokud by bylo celé) pak poparujeme takovym zptisobem,
ze v kazdé dvojici jsou cisla a a b pravé tehdy, je-li jejich soucet —p — 1. Protoze je —p — 1 celé
éislo, je toto parovani korektni, nebot kazdému celému éislu a do dvojice skutecné prifadi celé
¢islo b riizné od a. Z jiz diive objevenych rovnosti f(z) = f(—z—p)a f(r+1) = f(—z—p—1)
dosazenim a za x pak vyplyva, ze ¢islo a je dobré pravé tehdy, kdyz b = a — p — 1 je dobré.

V kazdém paru tak bud obé& éisla jsou, nebo obé &isla nejsou, dobra. Jina ¢isla byt dobrymi
nemohou a tak je pocet vSech dobrych ¢isel — za pfedpokladu, Ze je kone¢ny — sudy.

PozNAMKY:

Vétsina doslych Feseni vice ¢i méné kopirovala vzorové feseni. Resitelé se snazili najit parovani
dobrych cisel a vétsinou volili spravny postup. Bohuzel ale velice casto chybéla diskuse kolem
&sla (—p — 1)/2. Mnoho Fesiteld opomnélo zdtivodnit, Ze nalezend ,dobra ¢isla“ jsou celd, coz
byla jedna z podminek v zadéani. Za tyto a podobné nesvary jsem strhaval podle zavaznosti
jeden az dva body.

Nékolik fesiteli také argumentovalo tim, Ze na mnoZziné dobrych &isel (oznadéme si ji x)
nalezli bijekci. To je sice jedna ze spravnych cest ke spravnému feSeni, ale jesté je tieba dodat,
ze dana bijekce je symetrickd (tedy se rovna svému inverzu) a Ze kazdému prvku pfifadi n&jaky
jiny prvek. Pokud toto nezminite, mtze byt bijekci napriklad cyklickd zaména nebo dokonce
identita, které pocet prvkd mnoziny x nijak neomezuji.

Vzhledem k tomu, zZe chybovali i zdatni FeSitelé, dovolim si k bijekci pfridat jesté par slov.
Pokud naleznete bijekci mezi dvéma mnozinami 2 a ¥, znamen4 to, ze obé mnoziny maji stejny
pocet prvku. Nalezenim bijekce na jedné mnoziné (tedy z Q2 na Q) jen ukazete, ze |Q| = ||, coz
je ale trividlné ziejmé, takze nic takového ukazovat nemusite. Ve skutecnosti bijekce existuje na
kazdé neprazdné mnoziné — naptiklad vySe zminéna identita — takze objevenim néjaké bijekce

neziskate informaci zaddnou. (Martin ,,E.T.“ Sykora)
Uloha 7. (38; 29; 3,11; 3,0)
Rozhodnéte, zda lze funkci f:R — R urcenou predpisem f(x) = x? zapsat jako soucet dvou
periodickych funkci. (Alexander ,,Olin“ Slavik)
RESEN{:

Dokézeme sporem, ze tvrzeni ze zadani neplati. Predpokladejme, Ze existuji periodické funkce
g, h:R — R takové, ze g(z) + h(x) = z2 pro viechna z € R, pficemz h m4 periodu p # 0.
Piedpokladanou identitu ptepiseme na h(z) = 22 — g(x). Z periodi¢nosti h dostdvame pro
vSechna x € R rovnost
h(z) = h(z + p),

z? — g(z) = (x +p)® — g(z + p),

g(z +p) — g(z) = 2ap + p*.
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Jelikoz je g periodicka funkce, je periodicka i funkce dana predpisem g(z +p) — g(x). To je vak
spor, protoze 2zp + p? neni pro p # 0 periodickou funkci.

POzZNAMKY:

Pfiblizné polovina doslych feseni byla spravné, pricemz vétsina z nich postupovala dosazovanim
hodnot 0, p, q, p + ¢ do identity g(z) + h(z) = 22, kde p, resp. g je periodou g, resp. h. Vyse
odvolévali na neplatné tvrzeni o periodickych funkcich — napf. ze musi byt omezené ¢i ze jejich
s¢itanim dostaneme opét periodickou funkci.l?

Ve skutec¢nosti jakékoliv FeSeni, které dostateéné nevyuzivalo vlastnosti funkce z2, bylo pie-
dem odsouzeno k nizkému bodovému zisku, nebot identickou funkci i(x) = x jako soucet dvou
periodickych pfekvapivé napsat lze. Pro zajimavost si nastinime konstrukci onéch funkeci.

Zvolme libovolné iracionélni ¢islo a. Nasim cilem bude zkonstruovat 1-periodickou funkci g
takovou, ze g(xz) — x bude a-periodickd. Pro z € R definujme pomocnou funkei p.:Z — (0,1)
predpisem p.(n) = {na + z}, kde zavorkami {} znacime zlomkovou ¢ast ¢isla (jako v prvnim
dilu serialu). Diky iracionalité o je p, prostéa. Jesté definujeme mnozinu M, = {p.(n) | n € Z}.

Neni tézké si rozmyslet, ze pokud maji dvé takovéto mnoziny M,,, M. neprazdny prunik,
pak jiz nutné M,, = M., mizeme tedy zkonstruovat mnozinu realnych ¢isel Z takovou, ze pro
kazdé = € (0, 1) bude existovat pravé jedno z; € Z takové, ze x € M, . Diky této jednoznacnosti
mizeme definovat nasi funkci g na (0, 1) jako g(z) = « ~pz_w1 (z) a na zbytku R ji dodefinovat
periodicky.

Z definice je g 1-periodickéd a pro kazdé x € R patii ¢éisla {z}, {z + o} do téze mnoziny M,
pro praveé jedno z € Z, je tedy

gz +a)=a-p;l(e+a)=a@: () +1) = g(z) +a,

neboli g(z + a) — (z + ) = g(z) — =, coz jsme chtéli. (Alexander ,,Olin“ Slavik)

Uloha 8. (19; 8; 2,42; 1,0)
Naleznéte vsechny funkce f:R — R takové, Ze pro vSechny ¢tverice realnych cisel x, y, u, v
splnujicich ¢ + y = u + v plati

(f(@) = f) - (u—2v) = (f(u) = f(v)) - (z —y).
(Pepa Tkadlec)

KLASICKE RESENT:

Predpokladejme, ze f spliiuje zadanou rovnici pro vSechna z, y, u, v, pro néz plati t+y = u+w.
Pak f tutéz rovnici spliiuje pro konkrétni dosazeni z, —z, y, —y, nebot to rovnéz spliiuje z —z =
y — y. Pro nenulova = a y mizeme rovnici pfepsat do tvaru

f@) = f(==) _ fly) = f(=v)
x Y

odkud vidime, Ze podil (f(z) — f(—z))/z je pro nenulova z konstantni. Ozna¢me si tuto kon-
stantu jako 2b. Pak muZeme psat f(z) = 2bx + f(—=x) pro vSechna z € R, nebot pro = 0 plati
rovnost trividlné. Oznacme jesté f(0) =ca f(—1) =d.

12To mame zaruéeno jen tehdy, je-li podil period séitanych funkei racionalni &slo.
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Bud nyni ¢ libovolné reélné é&islo. Provedme dvé dosazeni do ptivodni rovnice.!? Jest
_ t—1 t+1
[%7%77«‘70] : (f(T)—f<T>)t:(f(t)—C)(_1)v
_ t—1 t+1
(-thon0s -(r(50) - r(-52)) —ua-o.

V druhé rovnici pouzijeme f (— %) = —-2b % +f (%) a pak seCteme prvni rovnici s t-nésob-
kem druhé. Dostaneme
ft)=(d—c+b)t> +bt+c

Protoze t bylo libovolné, musi byt f(t) = at? + bt + ¢ pro kazdé t € R, kde a, b, ¢ jsou n&jaka

redlnd cisla nezavisld na t. Zkouskou se presvédéime, Ze vSechny takové funkce zadani skutecné

splnuji.

LISACKE RESENT:

Predpokladejme, Ze f je FeSenim zadané ulohy. Ukdzeme, ze f je polynom nejvyse druhého

stupné, tj. ze existuji realné konstanty a, b, c takové, ze f(x) = ax? + bz + c pro kazdé realné z.
Bud P polynom nejvySe druhého stupné spliujici P(t) = f(¢) pro t = 0,1, 2. Ukazeme, ze

pak jiz P(x) = f(x) pro viechna z € R. Oznaéme si P(x) = ax? + bx + c. Dokazme nejprve, ze

pokud plati P(t) = f(¢) pro n&jaka riizna t = z, y, u, pak tato rovnost plati i pro ¢t =z +y — w.
Volbou t = x +y — u splnime rovnost t+u = x 4y takze tyto hodnoty lze dosadit do rovnice.

Jest

(f(@) = f)(w—1) = (f(u) = f(®) (z —y)-
V dalsim kroku vyuzijme predpoklad, ze f(z) = P(z), f(y) = P(y) a f(u) = P(u). Dostaneme
po upravé
(P(x) = P(y))(u—1t) = (P(u) — f(t)) (= — ),
(a(x2 — y2) + b(x — y))(u —t) = (au2 +bu+c— f(t))(x —y).

Délenim (nenulovym) vyrazem x — y a nahrazenim = 4+ y = u 4 t dostaneme

(alu+1t) +b)(u—t) = au® + bu + ¢ - f(1),
F(t) = a(t® —u?) + b(t — u) + au® + bu + ¢,
f() = at® + bt +c= P(t),

coz jsme chtéli ukazat.

Bud nyni z libovolné realné éislo razné od 0, 1 a dale bud @ polynom nejvyse druhého
stupné splniujici f(t) = Q(t) pro t = 0,1, z. Potom podle pfedchoziho pozorovani je i f(z+1) =
Q(z + 1), nebot z+ 1 =14z — 0. Stejné tak f(2) = Q(2), jelikoz 2 =1+ (z + 1) — z. Celkem
P(t) = f(t) = Q(¢t) pro t = 0,1,2. Protoze P a @ jsou polynomy stupné nejvyse dva a shoduji
se ve tfech riznych bodech, nutné P = Q, a proto f(z) = Q(z) = P(z), coz jsme chtéli ukazat.

MODERN{ RESENT:

Ozna¢me pismenem M mnozinu vSech FeSeni zadané tlohy. Snadno se ovéfi, ze funkce fo(z) =1,
fi(z) =z, f2(z) = 22, © € R patfi do M. Déle si viimneme, e pokud f,g € M, pak f+g € M
a téz af € M pro kazdou redlnou konstantu a. Mnozina M tedy obsahuje vSechny polynomy
stupné nejvyse dva. Bud nyni h € M libovolna. Necht P(z) = ax? + bz + ¢ € M je polynom
takovy, ze P(t) = h(t) pro t = —1,0,1. Funkce f(z) = h(xz) — P(z) je pak nulovd v bodech —1,
0 a 1. Ukdzeme, ze f je jiz nulova na celém R.

13Hranatymi zavorkami la,b, ¢, d] znacime dosazeni a za x, b za y, c za u a d za v.
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Bud z libovolné reélné ¢islo. Dosadme postupné tii ¢tverice

[r+ 1,z —1,22,0] : (flz+1) = f(z —1))2z = 2f(22)
[x—1,—2,-1,0] : —flz=1)+ f(-z) =0
[—z,z+1,1,0] : f(=z) = f(zx+1)=0.

Pfi¢tenim (—z)-nasobku druhé a z-nasobku tfeti rovnice k prvni ziskdme f(2z) = 0. Protoze x
bylo libovolné, h = P, ¢ili kazdé feSeni je polynomem nejvyse druhého stupné.

POZNAMKY:
Jak uz to tak u osmicek byva, FeSeni se déli na ta spravna a na pokusna. Hranice tentokrat byla
velmi ostra. Kdo tlohu mél a dokazal ji rozumné napsat, dostal pét bodua. Kdo strilel a trefil
feseni, dostal bod.
Rozdéana byla i tfi i-cka. Dostali je Ondrej Darmovzal za rychlé a prehledné feseni pomoci
soustavy, Frantisek Couf za feSeni moderni a Eduard Batmendijn, ktery postupoval lisacky.
(Vit ,Vejtek® Musil)
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