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Mily piiteli!

Podzimni ¢asti seminare uz zvoni hrana, a je tedy nejvyssi cas
predstavit zadani prvnich dvou jarnich sérii. Nepfedbihejme ovsem,
nebot zatim nezndme vysledky étvrté podzimni série, jez mohou
poradim v ramci podzimni Casti jesté poradné zamichat. Také uz
jste zvédavi, jak to dopadne a kdo pojede na jarni soustiedéni?
Pokud vam na podzim néjaky ten termin utekl a Gcast na pris-
tim soustfedéni jste uz definitivné vzdali, mdme pro vas dobrou
zpravu. Na podzimni soustfedéni zveme fesitele pouze podle po-
fadi v jarni casti seminare, takze muzete zkusit stésti znovu tfeba
hned ted! Na podzim je navic mensi konkurence, nebot nejsou zvani
maturanti. I ti ale mohou stale soutézit o zajimavé ceny.

Za organizatory zdravi

Martina Vavackova

Co dale najdete v komentarich?

e Povidani ke druhé jarni sérii

e Vzorové feSeni 2. a 3. podzimni série
e Vzorové feseni 1. seridlové série

e Seridl — Letem grafovym svétem II

e Vysledkové listiny

e Priloha: Zadéani 1. a 2. jarni série a 2. seridlové série

Podzimni soustiedéni v Zasadé

Jako kazdy rok byli i letos nejlepsi fesitelé jarni ¢asti seminafe po-
zvani na podzimni soustfedéni. Tentokrat jsme se s nimi vydali do
neklidného svéta Divokého Zapadu. V roli zlatokopt jsme pomohli
Tonymu rozkryt pripad zapeklité vrazdy a zbavili ho tim obvinéni.
Bohuzel byl Tony nasledné sam zabit v rukou své milované Betty
a nam nezbylo nez jeho vrazdu pomstit.

Tésime se na vidénou opét na jarnim soustredéni!

Ld
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Co se chysta

Soustfedéni iKS (patek 13. bfezna — &tvrtek 19. brezna 2015). Ceskoslovensky seminaf pro
borce iKS ma své historicky tfeti soustifedéni, opét pojaté jako priprava na celostatni kolo
Matematické olympiady. Blizsi informace o {KSku naleznete na jeho strankach www.iksko.org.

Néaboj (patek 13. biezna 2015). Naboj je tymova matematickd soutéz, kterou pro vés ve spo-
lupréci se slovenskymi korespondenc¢nimi seminafi a dalSimi institucemi porddame jiz v Sesti
evropskych zemich. Klani probiha soucasné v Praze, Opavé, Bratislaveé, Kosicich, Pasové, Linci,
Krakové a Budapesti. Dalsi informace a pfihldsku naleznete na webu soutéze www.naboj.org.

Jarni vylet (sobota 14. bfezna 2015). Tradi¢ni akce PraSatka — sraz organizatoru, fesiteld a
pratel seminéfe. Pojed s ndmi stravit jarni den do prirody, popovidat si, potkat nové i znamé fe-
Sitele a organizatory a uzit si spoustu legrace. Blizsi informace se véas objevi na webu, pozvanku
dostane$ s pristimi komentari.

Jarni soustfedéni (neznamé datum). Misto i téma jarniho soustfedéni je tradi¢né tajné. Pro-
zatim je tajné i datum, ale informace budou véas na webu i v dopisnich schrankach.



Povidani ke druhé jarni sérii

Mily resiteli, jsou-li pro Tebe polynomy tplnou novinkou, mas$ nyni moznost se s nimi trochu
seznamit. Nuze Cti.

Co je polynom?

O funkci f(z) fekneme, ze je polynomem?!, jestlize je ve tvaru
f(x) = anz™ + An_12" + - tarx+ aop,

kde an, # 0. Cislim a; fikdme koeficienty polynomu f(zx) a ¢islo n nazyvame stupném polynomu
£.2 Koeficientu a, se ¥ika vedouct koeficient.

Priklad. Funkce
12+x+1, 11771, x+\f2, 1

jsou polynomy, jejichz stupné jsou po fadé ¢isla 2, 17, 1, 0. Funkce sin(z) a y/z nejsou polynomy.

Koreny polynomu

Dalsi pojem, s nimz se bude$ setkdvat v ulohéch, je koten polynomu. Kofeny polynomu P(x)
jsou takové realna? ¢isla a, pro néz plati P(a) = 0.

Kuptikladu polynom P(z) = 22 +2z ma dva realné koteny, a to ¢isla 0 a —2, naopak polynom
z% + 1 nem4 zadny realny kofen, protoZze nabyva pouze kladnjch hodnot.

Neni tézké si uvédomit, ze kdyz fesis kvadratickou rovnici, pak vlastné hledas kofeny poly-
nomu stupné dva. Dodejme, Ze sice existuji vzorecky pro hledani kofenti polynomi stupné tfi a
&tyfi, ale jsou velmi slozité a nebudes je potiebovat.?

Soucinovy tvar polynomu

Zakladni finta pfi praci s polynomy je rozklad na souéin. Napiiklad polynom z2 4 5z +6 mtizeme
upravit do tvaru (z 4 2)(x + 3). Zname-li tento rozklad, je jiz jasné, Ze kofeny tohoto polynomu
jsou —2 a —3.

Provadét takovéto rozklady u polynomu vyssich stupnia samozifejmé neni viubec lehké a
mnohdy to ani nejde. Casto nam vSak miize soudinovy tvar pomoci. Vice napovi feseni na-
sledujici ulohy.

3 — 22 — x + 1, kdyz vis, Ze jeden z nich je 1.

Uloha. Uréi kofeny polynomu P(z) = z
LCasto se pouziva i ¢esky vyraz mnohodlen.
2Na stupni nulového polynomu se matematici neshodnou, a proto ho nedefinujeme.
3Miuzeme také uvazovat komplexni kofeny, viz poznamka o kus dal.
4Pro vyssi stupné uz takovy vzorecek ani sestavit nelze.
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Reseni. Dodate¢nou znalost vyuZijeme k tpravé polynomu na soudinovy tvar. Pokusime se
totiz z polynomu vytknout ¢&len (x — 1), ktery by se podle vSeho mél v hledaném rozkladu
objevit. Provedme tedy tpravu

B —ztl=@P - - (z-1)=22@-1)—(z—-1)= (%> -1)(z-1).

Vsimni si obzvlast prvniho kroku, v némz se k sobé sdruzily nasobky (z — 1). Nyni jiz rozklad
podle znamého vzorce dokonc¢ime a dostaneme

P(z) = (z 4 1)(z — 1)2.

Kofeny jsou tedy cisla 1 a —1.
To, ze funguje minuly pfiklad, neni ndhoda. Plati totiz nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni. Cislo a je kofenem polynomu f pravé tehdy, kdy# existuje polynom g takovy, Ze
f(z) = g(x)(z — a). Polynomu x — a fikdme kotenovy cinitel.

Jinymi slovy, kofenovy ¢initel (x — a) muZeme z polynomu f vzdy vytknout a zapodit tak
rozklad. Takové vytykani lze sice provést vzdy, nicméné ob¢as mize byt docela namahavé spravné
sdruzit nasobky z — a, proto existuje i jind metoda, jak toto spolehlivé provadét. Jmenuje se
déleni polynomu polynomem. Pokud ji budes potfebovat, urc¢ité nebudes mit problém si tento
postup nékde vyhledat.

Obecné tedy nemuzeme o rozkladu polynomu na souéinovy tvar Fici nic, jelikoz nevime,
kolik ma polynom (realnych) kofenti. OvSem kdykoliv vime o néjakém ¢&isle, Ze je kofenem, pak
muzeme prohlasit, Zze se prislusny kofenovy cinitel objevi v nasem rozkladu. Dokonce fekne-li
nam nékdo, ze dany polynom ma tfeba pét kofend, vime pak, Ze soucinovy tvar tohoto polynomu
se sklada z alespon péti ¢lent. VSeobecné plati, Ze prace se soudinovym tvarem je velmi
ucinnou zbrani pfi FeSeni uloh o polynomech.

Nyni uz snadno odvodime dvé dulezitd tvrzeni.

Tvrzeni. Nenulovy polynom stupné n ma nejvyse n koreni.
Takovy polynom se zkratka nedd zapsat jako soucin vice nez n zavorek stupné jedna.

Tvrzeni. Vime-li o polynomu
P(z) = anz™ + an_12" "1+ + a1z + ao,
Ze ma n realnych korenu, které si nazveme a1, as ... an, pak mizeme psat
P(z) =an(z —a1)(z — a2)...(z — an).

Pokud soucinovy tvar roznasobime, ziskame vztahy mezi kofeny a koeficienty znamé téz jako
Viétovy vztahy. Tyto vztahy nabyvaji prehlednéjsi podoby pro polynomy nizsich stupni, které
maji za vedouci koeficient jedni¢ku. Naptiklad pro polynom z3 + ax? + bz + ¢ s kofeny z1, x2,
T3 mame

Cc= —I1T23, b=x112 + 2223 + 3721, Cc=2T122T3.

Poznamka. Pokud pfipustime komplexni kotfeny, pak kazdy polynom stupné n ma presné n
kotfent (pocitdme-li kazdy kofen tolikrat, kolik je jeho nasobnost, tj. kolikrat muzeme vytknout
pfislusny kofenovy ¢initel). Z toho plyne, Ze v komplexnich éislech je kazdy polynom souéinem
linearnich ¢lentl. Napiiklad 222 + 2 = 2(z +4)(x — ).
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Polynomy s celociselnymi koeficienty

Pokud potkame polynom, jehoz koeficienty jsou pouze cela ¢isla, vyplati se pouzit délitelnost.

Uloha. P(z) je polynom s celo¢iselnymi koeficienty takovy, ze P(0) a P(1) jsou licha &isla.
Muze mit P(x) celodiselny kotfen?

Ndvod. Uvaz paritu (délitelnost dvéma).

A na zavér pfiddme jedno tvrzeni o polynomech s celociselnymi koeficienty. Jesté predtim si
vSak objasnime, Ze ¢islo a — b déli ¢islo a™ — b™, kdykoliv a, b jsou cela Cisla a n je pfirozené.
K tomu vyuzijeme polynomy:

Podivame-li se na polynom proménné a s predpisem P(a) = a™ — b", vidime, Ze b je jeho
kotfenem, tedy ¢len (a — b) je mozné z polynomu vytknout. Takze a — b vskutku déli a™ — b™.

n

Tvrzeni. Je-li P(x) polynom s celo¢iselnymi koeficienty, pak pro kazdéa celd ¢isla a, b plati
a—>b| P(a) — P(b).

Dikaz. Zde sta¢i napsat
P(a) — P(b) = an(a™ = b™) + an—1(a” 1 =" 1)+ ...+ a1(a—b)

a z predchoziho tvrzeni vidime, ze nasobkem a — b je kazdy clen, tedy i cely vyraz. 0



Kruznice

2. PODZIMN{ SERIE VZOROVE RESEN{

Uloha 1. (134; 128; 2,90; 3,0)
Nakreslete v roviné dvanact kruznic tak, aby se kazda z nich dotykala pravé péti dalsich.
(Martina Vavéckova)

PrvNI RESENI:

Sestrojime dvé Sestice kruznic tak, aby se vSechny kruznice ze stejné Sestice dotykaly v jednom
bodé a aby se zadné dvé kruznice z ruznych Sestic nedotykaly. Dostaneme dvanact kruznic
takovych, ze se kazda dotyka péti dalsich.

DRUHE RESENI:
Umistime deset stfedi kruznic do vrcholi dvou vhodné zvolenych pravidelnych pétithelniki a
doplnime dvé kruznice jako na obrazku. Kazd4a ze znazornénych kruznic se dotyka péti dalsich.

PozNAMKY:
Vétsina resiteld méla tlohu samoziejmé spravné. Nektetri vyuzili toho, ze ikolem bylo nakreslit
vyhovujici obrazek a nebylo potfeba popisovat konstrukci, tudiz si troufli na komplikovanéjsi
rozmisténi kruznic.
Reseni, ktera jsem neuznala za spravna, spocivala ve splyvajicich totoznjch kruznicich. Ty
maji nekone¢né mnoho spoleénych bodiu, tudiz se nedotykaji, a navic je povazujeme za jednu.
(Misa Hubatova)
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Uloha 2. (126; 117; 2,80; 3,0)
Filip si nakreslil trojahelnik ABC' a na jeho nejdelsi strané BC' nasel body K a L tak, aby platilo
|AB| = |BK| a |AC| = |CL|. Dokazte, ze stfed kruznice opsané trojuhelniku AKL splyva se
stiedem kruznice vepsané trojuhelniku ABC. (Pepa Tkadlec)
RESEN(:

Ze zadani vime, ze trojuhelniky ABK a ACL jsou rovnoramenné (se zakladnami AK, resp. AL).
Pro rovnoramenny trojuhelnik plati, ze osa tihlu sevieného jeho rameny splyva s osou zakladny.
Tedy v nasem pfipadé osa uhlu pfi vrcholu B splyva s osou strany AK a osa thlu pii vrcholu C
splyva s osou strany AL. Pak si jiz sta¢i jen vzpomenout, zZe stfed kruznice vepsané trojihelniku
ABC lezi na pruseciku os thla pfi vrcholech B a C' a ze stfed kruznice opsané trojuhelniku
AKL lezi na pruseciku os stran AK a AL. Tedy stfedy obou kruznic splyvaji.

PozNAMKY:
Jako obvykle se naslo par fesSeni, kterd se snazila ,dokazat“ tlohu narysovanim. Jeden resitel
se vydal cestou pocitani ahlu, které bylo velmi vycerpavajici, ale nakonec se dobral spravného
vysledku. Naprostd vétsina vytesila tlohu bez problémii, ¢asto pfimo vzorové. :-)

(Kristyna ,,Kikina“ Zemkovéd)

Uloha 3. (87; 60; 2,03; 3,0)
Hel¢a si pro zménu nakreslila trojuhelnik DEF s vnitinimi uhly |<{FDE| = 70°, |<<DEF| = 60°
a|<{EFD| = 50°. Poté sestrojila pfimky o, p a g, které byly po fadé osami usecek EF', FD a DE.
Daéle zobrazila bod D v osové soumérnosti podle piimky o, bod E podle pfimky p a konecné bod
F podle piimky q. Ziskala tak body D', E' a F'. Jaké jsou vnitini uhly trojihelnika D'E’F'?
(Pepa Tkadlec)
RESENI:
Osa tisecky DD’ prochézi stfedem kruznice opsané ADEF, a tedy jsou body D a D’ od tohoto
stiedu stejné vzdalené. Obdobné to plati i pro body E, E’, resp. F', F’. Z toho plyne, %e viech
téchto Sest bodu lezi na jedné kruznici.

Osova soumérnost podle osy tsecky DD’ zobrazi AFDE na AED'F, takze tyto dva troju-
helniky jsou podobné. Z toho ziskame, ze

|<DED'| = |[X<FED| - |<FED'| = 60° — 50° = 10°

a podobné
|<FEF'| = |<{F'ED|— |<FED| = 60° — 50° = 10°.
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Jelikoz body lezi na kruznici, tak
|<DED'| = |<DE'D’'| a |IFEF'|=|<FE'F'|.
Nyni uz snadno dopocitame, ze
|<D'E'F'| = |<ADE'F| - |[<DE'D'| + |<<F'E'F| = 60° — 10° + 10° = 60°.

Obdobné dopocitame i velikosti zbylych ahlé |<<D'F'E’| = 80° a |[{E'D’F’| = 40°.

PozNAMKY:

S tlohou si vétsina z véas poradila hezky. Néktefi poslali jen obrazek s popiskem, Ze dopliovali
uhly, az to vyslo. Na obrazku bylo ¢asto hodné vyznacenych uhlu, ale neslo poznat, jestli si
feSitelé obrazek nakreslili v . GeoGebte, nebo pocitali opravdu uporné. Za takova feSeni jsem
proto moc bodd nedaval. (Kuba Svoboda)

Uloha 4. (71; 54; 3,79; 5,0)
Je ddn trojahelnik ABC s pravym thlem u vrcholu A. Ozna¢me D patu jeho vysky z vrcholu
A. Pro kazdy vnitfni bod X usecky AD sestrojme bod Y tak, aby platilo |<<Y BC| = 2|<<{XBC|,
|<<XYCB| = 2|<<{XCB| a body X,Y lezely ve stejné poloroviné uréené piimkou BC. Dokazte, Ze
hodnota |YC| — |Y B| nezavisi na volbé bodu X. (Pepa Tkadlec)
RESEN(:

Vzhledem k podminkdm tlohy jsou pfimky BX a CX osy vnitfnich ahla pfi vrcholech B, C
trojahelniku BCY. Prusecik BX a CX je tudiz stfed kruznice vepsané trojuhelniku BCY.
Oznac¢me si po fadé E a F body dotyku kruznice vepsané se stranami BY a CY. Vedeme-li
z bodu dvé te¢ny ke kruznici, pak vzdalenost tohoto bodu od obou bodu dotyku je stejna. Proto

|[EY|=|FY|, |BE|=|BD| a |CF|=|CD|.
Rozdil tedy mizeme zapsat ve tvaru

|CY| - |BY| = |CF| + |FY| - |BE| — |EY| = |CD| — | BD|.

Poloha bodu D nezavisi na volbé bodu X, proto ani rozdil |CD| — |BD| na ni nezavisi.
Y

PozNAMKY:

Vétsina feSeni se opirala o stejnou myslenku jako autorské feseni, nicméné mnoho z nich mélo
spoleény neduh — ¢asto se rovnosti zminéné v feseni objevily bez jakéhokoliv vysvétleni. Ackoliv
jsem za toto body nestrhéval, je vzdy dobré (alespon kratce) zminit, pro¢ vlastnost plati. Dale
se objevilo TeSeni vyuzivajici analytickou geometrii a nékolik hutnych reseni, ktera vyuzivala
goniometrii. Bohuzel nékolik fesiteli nabylo nazoru, ze bod Y musi lezet na polopfimce DA,
coz obecné neni pravda. Tato tvaha velmi efektivné pohibila dalsi mozny postup. Pfes vSechny
tyto problémy lze Fici, ze si vétSina Fesitelt s ilohou poradila. (Honza Krejci)
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Uloha 5. (116; 105; 4,55; 5,0)
Dokazte, ze v teénovém lichobézniku ABCD (AB || CD) se kruznice s priméry AD a BC
dotykaji. (Pepa Tkadlec)
RESENT:

Z ivodniho textu k sérii vime, ze pro tecnovy ctyruhelnik je soucet délek obou dvojic protilehlych
stran stejny. Pro tecnovy lichobé&znik ABCD tedy plati, ze |AB| + |CD| = |BC| + |DA]|.

Ozna¢me K stfed strany BC a L stfed strany AD. Body K a L jsou pak stfedy kruznic nad
priméry BC a AD. Usetka KL je stfedni pFickou lichobéznika, a proto plati, ze

KL| =

|AB| + |CD| _ |BC| + |AD|
2 2 '

Polomér kruznice nad BC je roven %\BC| a polomér kruznice nad AD je %|AD\. Sodet polomér
obou kruznic je roven vzdalenosti jejich stfedd a z toho jiz plyne, Ze se tyto kruznice dotykaji.

PozNAMKY:
Vétsina tesitelt sepsala feSeni podobné vzorovému. Neékteri dokonce dokazali, Ze se kruZnice
s pruméry BC a AD dotykaji ve stfedu kruznice vepsané lichobézniku ABCD. To vsak uloha
nepozadovala. Uloha byla jednoducha, a tak téméf vSichni obdrzeli plny pocet bodil.

(Martin Hora)

Uloha 6. (33; 11; 1,82; 1,0)
Olin si vzal iracionélni ¢islo « € (0,1). Na kruznici o obvodu 1 zvolil libovolné bod X1 a poté
postupné ve sméru hodinovych rucicek vyznacil body Xa, ..., X, tak, aby délka oblouku mezi
kazdymi dvéma po sobé jdoucimi byla x. Nakonec mezi body Xi,...,Xn,_1 nasel X, a X —
sousedy bodu X,,. Dokazte, ze a + b < n. (Alexander ,,Olin“ Slavik)
RESEN(:

Nejprve si dokazme, ze zadné dva body nemohou splyvat, tedy ze pro libovolna navzajem riuzna
p,qg < n plati X, # Xg4. (Z tohoto pozorovani vyplyvé, zZe je smysluplné definovat sousedy
néjakého bodu, a navic jej v dalsim feSeni vyuzijeme.) Kdyby platilo X, = Xg4, pak by nutné
(p — @)z = z pro né&jaké z celé, tedy = = p—fq. A protoZze i p — g je celé nenulové, bylo by =
racionalni, coz je spor se zadanim.

Nyni se mtzeme pustit do samotného dikazu. Postupujme sporem a predpokladejme, ze pro
dané sousedy bodu X, plati a + b > n. Dale bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze X, je
soused X, proti sméru hodinovych rucicek (jinak si X, preznacime na X, a naopak). Budeme
chtit ukazat, Ze na oblouku X3 X, obsahujicim X, lezi jesté néjaky jiny Olinem vyznaceny bod
Xc. Ten by pak lezel bud na oblouku X, X, nebo X, X, (jakozto podobloucich oblouku X3 X,
obsahujicitho X, ) a jeden z bodii X,, X} by nebyl sousedem X,. Tim bychom dostali kyZeny
spor. Ukazme, Ze ¢ = a — (n — b).

Z predpokladu a + b > n snadno ziskdme a — (n —b) > 0 a z a < n, b < n dostaneme
a—(n—"b) = a+b—n < n, takze bod X,_(,_p) jsme na kruznici nékam vyznadili. Navic z faktu
a— (n—b) < n a pozorovani v prvnim odstavci dostavame Xa—(n—b) # Xn. Dale si uvédomme,
ze kdyz z bodu X, prejdeme do bodu X3, snizime index o n — b a pfitom se posuneme o urcitou
vzdalenost y proti sméru hodinovych rucicek. Pri piechodu z X, do X, (,_p) také snizime
index o n — b a tim padem se také posuneme o y proti sméru hodinovych rucicek. Protoze je
ale vzdalenost X, X} proti sméru hodinovych rucicek vétsi nez y, lezi bod X, _(,,_p) skutecné
uvnitf oblouku XX, obsahujiciho X, a neni roven bodu X,,, ¢imz ziskavame hledany spor.
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PozNAMKY:

Prvni dulezitou poznamkou je fakt, Ze (a¢ to zadéni nezminovalo) musime predpoklddat n > 2,
aby meéla tloha smysl. Protoze se ale jedna o specialni degenerovany pripad, do hodnoceni jsem
jeho diskusi nijak nezapocitaval.

Celkové se uloha ukézala byt velmi tézkou, obtiZznostné by odpovidala spise sedmi¢ce. Tomu
odpovida i pocCet spravnych reseni, ktery nepresahuje deset. Na druhou stranu jen dvé ze sprav-
nych FeSeni méla stejny postup (ktery pfiblizné odpovidal tomu vzorovému). Ostatni Fesitelé
dokazali vyfesit tlohu pifimo, riznymi typy indukce nebo dokonce i riznymi typy dikazu spo-
rem. Uloha se tedy dala Fesit takika ,ze vech stran®.

Bohuzel vét$ina feSeni byla nedostatecna. Resitelé argumentovali tim, Ze dokud obih&dme
kruznici poprvé, je tvrzeni jasné pravdivé. Pri druhém obéhu také plati, a tak se pry da pokra-
¢ovat dal. Ano, je pravda, zZe se tak skuteéné pokracovat dal d&, ale pokud chcete dukaz timto
zpusobem provést poradné, dd to nemadlo prace a zabere nemdlo Casu. Proto jsem za feSeni
tohoto typu déval jen ve vyjimecné dobie rozebranych pripadech vice nez jeden bod.

(Martin ,,E.T.“ Sykora)

Uloha 7. (57; 38; 3,32; 5,0)
Je dan trojuhelnik A1 AsAs a sedm kruznic wi,wa,...,w7, které splnuji nasledujici dvé pod-
minky:

(i) kruznice w1 prochézi body A1 a Az, kruznice wa body As a As, kruznice ws body Az
a A1 a tak ddle, az kruznice wy prochdzi body A1 a Aa,

(ii) kruznice w; a w;41 maji vnéjsi dotyk pro vSechna i =1,2,...,6.
Dokazte, ze kruznice w1 a wry splyvaji. (Alexander ,,Olin“ Slavik)
RESEN{:

Necht 01, 02, 03 znadi osy usecek Ag Az, resp. A3 A1, A1 As. Déle t; znaéi spole¢nou te¢nu kruznic
w; a wi41 pro vSechna ¢ od 1 do 6 a nakonec t7 znaci tecnu kruznice w7 v bodé As.

KruZnice w; a w;4+1 maji bod dotyku v A;41 (indexy vrcholii a os stran bereme cyklicky
modulo 3), a proto jejich spole¢na te¢na ;41 prochézi bodem A;41. Piimky ¢; a t;4+1 jsou te¢ny
ke kruznici w;41 v bodech A; 11 a A;y2, a tedy se v osové soumérnosti podle o; zobrazi navzajem
na sebe. Z toho plyne, Ze teéna t; se postupné po 6 osovych soumérnostech podle pfimek t1,
ta2, t3, t1, t2, t3 dostane na pfimku t7. Abychom dokézali, ze kruznice wi a wr splyvaji, staci
ukézat, ze pfimka ¢ je pfimka t7. Kruznice s tétivou Aj A2 a fixni teénou t1 v bodé Az je totiz
jednoznacné urcena.

Zavedeme orientovany thel <{(z,y), ktery nam fika, o kolik musime oto¢it pfimku = v klad-
ném smeéru, abychom dostali pfimku y. Podle vlastnosti osové soumérnosti snadno dopocteme
(t1,A2A3) = (A2As,t2) = (A2A3, A3 A1) — (t2, A3A1). Analogicky vyjadiime (t2, A3A1) a po-
stupné dostaneme:

(t1,A2A3) = (AgAs, A3A1) — (A3A1, A1A2) + (A1 A3, A3 Ag) — (ta, A2 A3),

(ta, A2A3) = (A2A3, A3A1) — (A3A1, A1Az) + (A1A3, A3 A2) — (t7, A2 A3).
10
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Odeétenim dvou vyse uvedenych vztaht ziskdme (t1, A2As) = (t7, A2A3). Uhel mezi t1 a
Az A3 v kladném sméru je tedy stejny jako mezi t7 a Az A3z, tudiz pfimka t; je opravdu t7.

PozNAMKY:

Vétsina doslych feSeni porovnala bud thel mezi t; a A2A3 s thlem mezi t7 a Az As, nebo
thly nad oblouky Az Asz v kruznicich w1 a wy. Zapomnéla ale na to, ze zminénd rovnost neni
postacujici, abychom mohli prohlésit, ze kruznice wi a wr splyvaji. Je potieba vyloucit pripad,
kdy t1 a t7 lezi na opacnych polorovinach oddélenych pfimkou Az As. Za tento nedostatek jsem
body nestrhaval, ale chci pochvalit fesitele, ktefi si na to vzpomnéli. Jedna z moznosti, jak obejit
diskuzi o polohéach bodi, je uvédomit si, ze slozeni t¥i soumérnosti s osami prochéazejicimi jednim
bodem je pouze jedna osova soumérnost. (Obecné se jednd o osovou soumérnost s néjakym
posunutim, ale zde existuje pevny bod, ktery je stfedem kruznice opsané trojuhelniku A; A2 Az,
a proto posunuti je nulové.) Hezké vyuziti kruhové inverze mél Radovan Svarc, ktery si tak
zaslouzil jediny pozitivni imaginarni bod. (Anh Dung ,, Tonda“ Le)

Uloha 8. (31; 12; 1,71; 0,0)

Je dédna jednotkova sféra. Najdéte realné cislo x takové, ze pro kazdé | < x lze na sféru nakreslit

tii neprotinajici® se oblouky hlavnich kruznic® délky I, ale pro #adné L > x uz to mozné neni.
(Martina Vavackova)

RESENI:

Hledané =z = %ﬂ'.

Sporem ukézeme, ze nenajdeme 3 oblouky b1, ba, bz délky L > %n. Predpokladejme tedy, ze
existuji. Odpovidajici hlavni kruznice oznaéime ki, k2, k3.

Uvazme dva ze tii zadanych oblouki b;, b;. Kruznice k;, k; nemohou byt totozné — to by
se na né nevesly ani oblouky o délce w. Kruznice k; a k; se tedy protinaji, a to (protoze jsou
hlavni) ve dvou protilehlych bodech. Priseciky ozna¢me P; j, P; ;. Jak b;, tak b; ma délku vétsi
nez 7, takze kazdy z nich obsahuje alespon jeden z bodt F; j, P; ;. ProtoZe se nesmi dotykat,
tak oba oblouky obsahuji pravé jeden z téchto bodia. BUNO P; ; € b;, Pj; €bj.

Py

Py 3 P32

Py

Pro body X, Y na sféfe budeme symbolem |XY'| znacit jejich nejkratsi moznou vzdalenost
po povrchu sféry (tedy délku kratsiho oblouku hlavni kruznice prochézejici X a Y').

5Nesméji se ani dotykat.
SHlavni kruznice je kruznice lezici na sféfe, jejiz stied je zarovei stiedem sféry.
11
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Na kruznici k1 lezi body Ps 1, P3,1 nenalezici oblouku by. Jelikoz je délka oblouku by vétsi
nez %n, je |P21P3 1] < % Analogicky |P1,3P2 3| < % a |P3 2P 2| < % Ze stfedové symetrie
podle st¥edu sféry je |P1,3P23| = |P3,1P3,2|, takze sférickd lomend ¢ara Pa1P31P32P1 2 ma
kazdy ze svych tii obloukd kratsi nez % To znamend, ze musi byt kratsi nez m, ale soucasné
musi vést z bodu P> 1 do protéjsiho P 2, coz je spor.

Konstrukci provedeme obracené — dostaneme [ takové, ze | < %ﬂ' a zaCneme s lomenou
carou P21 P3,1P3,2P 2, kterd ma kazdy tsek kratsi nez 2m — [ a také (pro jistotu) kratsi nez m,
neshoduji se v ni zadné dvé hlavni kruznice a jeji krajni body jsou naproti sobé.

Tu sestrojime napriklad tak, ze bod P21 umistime do severniho pélu, bod P31 na rovnobézku
30° severni §ifky a nulty polednik, bod P32 na rovnobézku 30° jizni 8itky a polednik kladné

vychodni délky mensi nez %7‘(‘ — | a nakonec bod P12 umistime do jizniho pélu. Pak totiz bude

< T (Cro) 2 2n—1

Nakonec sestrojime body P13, P2 3 coby stfedové obrazy bodu P31, P3 2. Pak staci vést
oblouk by skrz P12, P13, aby se vyhnul bodim P 1, P31, oblouk by skrz P21, P» 3, aby se
vyhnul bodim P12, P32 a oblouk b3 skrz P31, P32, aby se vyhnul bodim P 3, P> 3.

T
|P21P31| = |P3,2Po21| = 3 <2r—1 a |P32P31

PozNAMKY:

Opét ne prilis obtizna osmicka, jen bych si pro pristé pral méné mlhy , A kdyz uz tenhle troja-
helnik bude skoro placaty a tenhle skoro rovnik, tak to vyjde, ale ne Gplné€, ale to vlastné nevadi,
protoze se nekonecné blizime... A tady se to bude dotykat, ale ne tplné...“ a vice jasnych for-
mulaci. Néktefi takto obhajovali spravnou konstantu gﬂ' (coz byl zaklad k dosaZeni néjakého
bodového zisku) jini obdobnou mlhou tvrdili, ze z = %ﬂ' ¢i x = 2m. Ostatné konstanta %7‘(‘ byla

vubec populérni — po 11 spravné uréenych z bylo 9 pokust o z = %7‘(‘, nasledovalo ¢tyrikrat

x = m, dvakrat z = 27 a nakonec jedno feSeni ptislo na to, ze x = 27 — Z = %77.

3
(Mirek Ol34k)
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Kongruence

3. PODZIMN{ SERIE VZOROVE RESEN{

Uloha 1. (111; 107; 2,81; 3,0)
Kdyz si Kuba hral se svym oblibenym prirozenym cislem, zjistil zajimavou véc. Nejenze dané
¢islo bylo palindrom” a davalo po déleni ¢tyimi zbytek 1 a po déleni dvaceti péti zbytek 22, ale
dokonce bylo nejmensim c¢islem, které vSsechny predchozi body spliuje. Které cislo to bylo?
(Kuba Krasensky)
RESEN(:
Kubovo oblibené prirozené cislo davalo zbytek 22 po déleni dvaceti péti, tudiz jeho posledni
dvojcisli bylo 22, 47, 72 nebo 97. Protoze zbytek po déleni ¢tyfmi zavisi pouze na poslednim
dvojcisli, hledané ¢islo musi koncit na 97, jenz jediné z uvedenych dvojcisli dava zbytek 1 po
déleni ¢tyfmi. Proto Kubovo oblibené ¢islo bylo nejmensi palindrom kon¢ici na 97, coz je 797.

PozNAMKY:

Libila se mi feSeni vyuzivajici Cinskou zbytkovou vétu. Plny pocet jsem udélovala samoziejmé
také fesenim, ktera prochazela od nejmensich vsechna c¢isla splinujici nékterou z podminek ze
zadani, pokud nebyla néktera ¢isla bez okomentovani opomenuta. Zde bych chtéla upozornit, ze
existuji i dvojciferné palindromy — na né se ¢asto zapominalo. (Misa Hubatova)

Uloha 2. (86; 47; 1,95; 2,0)
Naleznéte vsechny c¢tverice nezapornych celych cisel a, b, ¢, d, které fesi rovnici

10 + 5% = 3¢ + 74

(Stépan Simsa)

RESEN{:
Pokud a > 0, potom na levé strané rovnice mame liché ¢islo, zatimco na pravé strané vzdy cislo
sudé, takze rovnost nemize nikdy nastat. Musi tedy byt a = 0, rovnice se ndm prepise do tvaru

1+5°=3°+7%

Nyni pfedpokladejme, ze ¢ > 0, a podivejme se na rovnici modulo t¥i. Protoze 7 =1 (mod 3),
jei7¢ =1 (mod 3) a pravé strana dava vzdy zbytek 1 po déleni tfemi. Dale 5 = —1 (mod 3),
takze 5° = (—1)® (mod 3). Leva strana muze tedy davat zbytky pouze 0 nebo 2, proto rovnost
nenastava. Z toho plyne, Ze i ¢ = 0. Dostévame rovnici 5° = 7%, ktera m4 FeSeni pouze b = d = 0.

7Palindromem rozumime &islo, které se v desitkové soustavé &te stejné zepredu jako zezadu,
napt. 226747622.

13
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PozNAMKY:

Kromé spravnych reseni, ktera byla vétSinou stejna jako vzorék, se vyskytlo nékolik skupin feseni
$patnych. Resitelé z prvni skupiny pouze ukazali, e rovnice nema feseni v N, z ¢ehoz usoudili,
Ze je nutné a = b = ¢ = d = 0, coz samoziejmé obecné neni pravda. Dalsi skupina se snazila
alohu vyftesit pomoci diskutovani, jakou cifrou konéi ¢isla na levé a pravé strané, nikdo to vsak
spravné nedotahl do konce. Neékteri resitelé si neuvédomili, Zze 0 je nezaporné celé cislo, a po
vySetfeni sudosti/lichosti obou stran prohlasili, Ze rovnice nem4 FeSeni. Dokonce se nasel jeden
Tfesitel, ktery spravé ukazal, ze a = 0, ale pfi vySetfovani rovnice modulo tii stejné napsal, zZe
rovnost nenastava nikdy. (Martin Cech)

Uloha 3. (72; 61; 2,58; 3,0)
Dokazte, ze pro kazdé prirozené ¢islo a existuje pfirozené ¢islo n > 1 takové, ze n | a™ + 1.
(Anh Dung ,, Tonda“ Le)

RESEN(:

Pokud je a liché, potom je a? liché a a® + 1 je sudé, &islo n = 2 tedy vyhovuje podmince
v zadani. Pokud je a sudé, polozime n = a + 1. Potom plati

a"=Mn-1)"=(-1)"=-1 (mod n),

nebot n je liché. Pokud si tuto kongruenci pfepiSeme podle definice, dostaneme n | a™ + 1, coz
jsme presné chtéli.

PozNAMKY:

Vétsina zaslanych feseni byla spravnd, skoro vzdy shodnd se vzorovym. Nékteri si navic vSimli,
ze zadané podmince vyhovuje kazdy prvociselny délitel ¢isla a+1, a dokonce i kazdy lichy délitel
¢isla a + 1. To sice tloha nijak nepozadovala, ale je to zajimavé pozorovani. (Tonda Cesik)

Uloha 4. (46; 36; 3,76; 5,0)
Naleznéte prirozené n takové, ze
117+ 4 1012n 46 L 114742 =1 (mod 1000121).
Prozradime, ze 1000121 je prvodislo. (Kuba Krasensky)
RESEN(:
Nejdiive ukdzeme, ze vyraz 1012716 4 114712 je pro kazdé n délitelny prvoéislem 1000121.
Muzeme totiz psat
10'27+6 = (1000000)2"+1,
1147712 = (121)2"+1,
Pokud a = b (mod m), pak pro libovolné k pfirozené plati a¥ = b* (mod m). S vyuzitim tohoto
pravidla dostaneme
1000000 = —121 (mod 1000121)
(1000000)2"+1 = (—121)27+! = —(121)2"*! (mod 1000121),
coz jsme chtéli ukdzat. V posledni ipravé jsme vyuzili faktu, ze 2n+ 1 je liché ¢islo. Kongruence
ze zadani se tak zjednodusila na
11" =1 (mod 1000121).
Prisel ¢as na Malou Fermatovu vétu, ktera rika, ze pro p prvocislo a a prirozené ¢islo nesoudélné
s p plati a?~! = 1 (mod p). Podle rady ze zadani je 1000121 prvoéislo. Mtzeme tedy zvolit

takové n, aby platilo
117+l = 1110001211 — 7 (104 1000121).

Resenim tlohy je napfiklad n = 1000119.

14
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PozNAMKY:
Ulohu neposlalo mnoho lidi (na ¢tyiku), z doslych feseni pak byly zhruba tfi étvrtiny spravné.
Postupy se od sebe lisily predevsim dikazem toho, Ze soucet druhého a tretiho ¢lenu je délitelny
danym prvocislem — kromé vyse uvedeného mnozi argumentovali tvrzenim, ze pro liché m plati
a+b|a™+bm.

Resitelé, kteii si tohoto pékného souctu nevsimli, se mé Casto snazili presvédéit, ze zadné
vyhovujici n neexistuje. (Béra Kocidnova)

Uloha 5. (90; 88; 4,76; 5.0)
Dokazte, e 11 + 1111 4 ... + 111111111111 (g&itanci je deset) je délitelné 100.
(Kuba Krasensky)

RESEN:
Jelikoz
1...111=11 (mod 100),

plati i
1...111 1 =111 (mod 100),

tudiz vSechny ¢leny zadaného souétu kromé 1! jsou kongruentni s 111+--11 modulo 100 a méme

1ttt ot 111111271 L =
=14+ 110 1 L (64 100).

Vsimneme si, ze 111° = 1 (mod 100), dle binomické véty totiz plati

10

1110=(10+1)1°=1+(1

10
)-10+(2)-102+---51+10-10;1 (mod 100),

nebot vsechny ¢leny tohoto sou¢tu kromé 1 jsou délitelné 100. DAl upravujeme soudet ze zadéani:

1+111~10+1 +1111~10+1 +.”+11111111111~10+1 —

=1+ (1110)1 11+ (1110)11 Al (1110)111111111 11 =
=14+1" 114 4 11 97 — 14911 = 100 (mod 100).

Zadany soucet je tedy kongruentni s 0 modulo 100, neboli je stem délitelny, coz jsme méli
dokéazat.

PozNAMKY:

Naprosta vétsina resitelu fesila tuto ulohu obdobné jako ve vzoraku, pouze tfi z vas si nejprve
rozlozili 100 na 4 - 25 a dokazovali zv1ast délitelnost ¢tyfmi a dvaceti péti, coz ovSem Feseni spise
prodlouzilo. Tém, ktefi platnost 11111 = 11 (mod 100) pouze bez dikazu prohlésili, jsem
nakonec strhaval jeden bod. (Tomés Novotny)
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Uloha 6. (64; 58; 4,22; 5,0)
Sedmiciferné prirozené ¢islo nazveme sporadané, pokud je kazda z ¢islic 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 v jeho
desitkovém zapisu obsazena pravé jednou. Existuji dvé ruzna sporadana cisla takova, ze jedno
déli druhé? (Anh Dung ,, Tonda“ Le)
RESEN(:

Dokéazeme, ze neexistuji dvé rtzna sporadana cisla a, b takova, ze a = bk. Pro spor pifedpokla-
dejme opak. Podil 7654321/1234567 je mensi nez 7, a proto 2 < k < 6. Déle plati, ze kazdé
prirozené ¢islo dava stejny zbytek po déleni deviti jako jeho ciferny soucet, a proto:

a=b=142+4+---4+7=28=1 (mod)9).

Z toho pak plyne:
l=a=bk=k (mod?9).

Pozadovany vztah nespliiuje zadné prirozené k mezi 2 a 6, takze jsme dosli ke sporu. Hledana
spofadand cisla tedy neexistuji.

PozNAMKY:
Sest4 tloha byla tentokrat relativné lehka, a proto doslo hodné spravnych feseni. Velkd cast
fesiteltl bohuzel nepfisla na pouziti kongruence a zabyvala se rozebiranim pripada. Néktefi se
zase bali modulo 9 a preferovali modulo 3, kvuli ¢emuz méli o kus prace vic.

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)

Uloha 7. (20; 12; 2,75; 2,0)
Naleznéte vSechny posloupnosti prirozenych cisel (an)22 ,, které pro kazdé prvocislo p a kazdé
prirozené ¢islo n splnuji vztah

ab =n (mod ap).

(David Hruska)
RESEN{:
Domluvme se, ze n znadéi vzdy prirozené &islo a p, g prvoéisla. Necht posloupnost a, spliiuje
zadanou rovnost. Dosazenim p za n dostaneme

0

ab =p (mod ap) neboli ap|p,

tedy pro kazdé p plati bud ap = 1, nebo ap = p. Déle predpokladejme, Ze pro néjaké p plati
ap = p. Pak pro libovolné g, pro které aq = 1, plati

1

al =q (mod p),

tedy p déli ¢ — 1, specialné p < q. To znamenad, ze v posloupnosti budou napted prvocisla, pro
ktera ap = p (pokud vibec n&jaka jsou) a pak uz sama takova, pro kterd a, = 1 (pokud vibec
néjaka jsou).

Nyni ukdzeme, ze az = 3 jiz vynuti ap = p pro vSechna prvocisla p. Kdyby ne, méli bychom
jen kone¢né mnoho prvodcisel p, pro ktera ap = p. Uvazme jejich soucin S. Pak vSechna g¢,
ktera déli S — 1, spliuji ag = 1 a vzhledem k tomu, ze S —1 = 2 (mod 3), najdeme v .S — 1 i
prvoéiselného délitele ¢ = 2 (mod 3), coz je ale ve sporu s rovnici ze zadani pro p = 3.
Rozeberme tedy tfi moznosti:

(1) Pokud pro vsSechna p plati ap = 1, je pro kazdé p a n kongruence ze zadani splnéna
trividlné. Zadani tak vyhovuje kazda posloupnost prirozenych ¢isel an spliujici ap =1
pro vSechna p.
16
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(2) Pokud pro vSechna p plati ap = p, vezméme libovolné n a prvoéislo ¢ splitujici zaroveri
q>mn aq > ap. Podle zadani a Malé Fermatovy véty plati af = a, = n (mod q), coz
vzhledem k volbé ¢ implikuje a,, = n. Tedy v tomto pripadé pfipada v ivahu pouze
posloupnost a, = n, kterd diky Malé Fermatové vété opravdu vyhovuje.

(3) Ve zbylych pripadech jiz vime, Ze nutné a2 = 2 a ap = 1 pro vSechna p > 2. Netrividlni
podminku dava zadani pouze pro hodnotu p = 2, a sice, ze a% = n (mod 2). To je
ekvivalentni tomu, ze an je liché pro lichd n a sudé pro sudd n. Muzeme si vSimnout,
Ze této podmince jiz stanovené hodnoty (ty s prvoéiselnymi indexy) vyhovuji. V tomto
pripadé tedy vyhovuji pravé ty posloupnosti an spliujici az = 2, ap = 1 pro kazdé liché
prvocislo a a, ma stejnou paritu jako n pro kazdé n.

PozNAMKY:
Vsechna feSeni aspon néjakou vyhovujici posloupnost nalezla a vétSinou i ovéfila, Zze spliuje
zadani. Zhruba polovina FeSitelt pak rozbor zdarné dokoncila né€jakou obménou vyse uvedeného

postupu. (David Hruska)
Uloha 8. (13; 7; 2,62; 3,0)
Meéjme libovolné prvocislo p > 7. Dokazte, Ze pak existuje prirozené cislo n a cela cisla
T1,22,.--,Tn, Y1,Y2,--.,Yn nesoudélna s p takova, ze

i +yf =23 (mod p),

23 +y3 =i (mod p),
2 +y2 =22 (mod p).
(Filip Hlések)

RESEN{:
Upravujme postupné nasledujici rovnosti:

32 n 42 _ 52 nasobime rovnost (3P)2
(3p+1)2 N (4372 = (30.5)? nasobime rovnost (%)2
(3752 4+ (4-30-1.5)% = (30-1.52)? nasobime rovnost (%)2

(3p—1 . 52)2 + (4 .3p—2. 52)2 = (3?—2 . 53)2 nasobime rovnost (2)2

(3p—i+1 ,51')2 + (4 . 3p—1 ,51')2 = (3P—i . 5i+1)2 nasobime rovnost (3)2

(32.5r71)2 J}(4-:31~5P*1)2 - (3! -5r)°

Kdy# pro i € {0,1,...,p — 1} zvolime @; = 3P~ %1 .57 77 = 4.3P~%. 5! bude pro kazdé
1 €40,1,...,p — 2} platit
T2 472 =Tirr2  (mod p)

(nastane dokonce rovnost) a navic jsou vSechna Z; i g; nesoudélna s prvoéislem p > 7. Z ptihrad-
kového principu plyne, Ze existuji 4,5 € {0,1,...,p — 1} takov4, %e i < j a zaroven Z;? = 7,2
(mod p). Cela ¢islan =j —i, 1 =T, ..., Tn =Tj—1, Y1 = Vi, - - -, Yn = Y;—1 spliiuji zadané
kongruence a jsou nesoudé€lna s prvocislem p.
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DX Matematicky korespondenéni semindf 34. ro¢nik (2014/2015), 2. komentdre B

PozNAMKY:

Zhruba stejnym smérem jako autorské feseni se ubiral jeding Radovan Svarc, ktery si svym
struénym a piehlednym feSenim vyslouzil také imaginarni bod.

Ostatni postupy téméf vyhradné zadinaly tim, ze zvolily libovolné x nesoudélné s p a hledaly
y a z takové, aby platilo 22 +y? = 22 (mod p). Takto postupné od libovolného #1 vygenerovaly
nekonecnou posloupnost ¢isel T; a ¥; a poté nalezly vhodné z; a T; podobné jako ve vzorovém
feSeni. Netrividlni ¢asti je ovSem ukézat, ze pro kazdé x takova dvé celd cisla nesoudélna s p
existuji. Nékterym resitelim se to podafrilo, ale cesta to byla obvykle pomeérné strastiplna.

Dalsi zajimava uvaha postupovala obracené. Za¢neme od libovolného z,, nesoudélného s p a
pokusime se ho rozlozit na soucet xfn_l +yfn_1 = 2, (mod p). Dokonce i takovy postup funguje
a pro kazdé takové x,, rozklad existuje. ReSeni se poté dokonéi obdobné jako v pfedchozich
pripadech.

Plati také silnégjsi tvrzeni nez je zadand uloha. Vzdy stac¢i volit n < 3,y1 =1al <z <3.
Dale si vSimnéte, ze jsme v TeSeni nevyuzili, Ze p je prvocislo, ale pouze to, Ze je nesoudélné
s Cisly 3, 4 a 5. Tvrzeni plati pro vSechna takova ¢isla a dokonce bychom si mohli na zacatku
zvolit jinou Pythagorejskou trojici, ale tim bychom si nepomohli, nebot v kazdé takové trojici
se vyskytuje ¢islo délitelné dvéma, ¢islo délitelné tfemi a ¢islo délitelné péti. (Filip Hlések)
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Letem grafovym svétem

1. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESEN{

Uloha 1. (57; 47; 3,93; 5,0)
Meéjme graf G takovy, ze kazdy jeho vrchol ma stupen alespo1 s, kde s je néjaké nezaporné celé
¢islo. Ukazte, ze pak G obsahuje cestu na s + 1 vrcholech jako podgraf.

(Martin ,,E.T.“ Sykora)
RESEN(:
Tvrdenie dokdzeme sporom. Predpokladajme, Ze existuje s > 0 celé a nejaky graf taky, ze stupen
kazdého vrcholu je aspon s, ale neexistuje v fiom cesta na s + 1 vrcholoch. Uvazujme Tubovolni
najdlhsiu cestu P v nasom grafe. Musi mat & < s vrcholov. Posledny vrchol tejto cesty ma
stupen aspon s, a preto z neho vedie aspon s hran do réznych vrcholov. V ceste P je okrem
neho maximélne s — 1 vrcholov, preto aspon jedna hrana vedie do vrcholu zatial nepouzitého.
O tto hranu moéZzeme nasu cestu predizit a dostaneme novi, dlhsiu, cestu P/, o je spor s tym,
ze cesta P je najdlhsia.

POZNAMKY:

K tulohe sa dalo pristupovat rozne. Vicsina riesitelov priSla na intuitivne rieSenie postupnym
predlzovanim cesty od 0 do s + 1 vrcholov, ¢o si ¢asto vyziadalo dlhsie a fazkopadnejsie for-
mulacie. Ti, ktori sa s tlohou viac vySantili a vyriesili ju sporom alebo pouzili chytra indukciu,

dostali +4. (Marta Kossaczka)
Uloha 2. (37; 26; 2,22; 2.,0)
Pro ¢isla n a k spliujici 0 < k < n urcete, kolik podgrafii grafu Q je izomorfnich s grafem
Qk- (Peter ,,wtr* Korcsok)
RESENI:

Oznacme si vrcholy grafu @, rovnako ako v seriali — ako n-tice nil a jednotiek. KIac¢om k celému
rieSeniu je ukazat, ze pre Tubovolny podgraf G grafu @Q,, izomorfny s grafom Q) existuje takych
k pozicii, ze n-tice prislusiace vrcholom G sa na tychto pozicidch menia (vSetkych 2k moznosti),
ale vSade inde su pre vsetky vrcholy rovnaké.

Majme nejaky podgraf G C @, ktory je izomorfny grafu Qf, a prislusny izomorfizmus
F:V(Qg) — V(G). Vezmime si vrchol v = (0,...,0) grafu Q, a BUNV® predpokladajme, Ze
f(v) = (0,...,0),° pre iné pripady musime na prisluinjch pozicidch vo zvysku tohto riesenia
zamenit nuly a jednotky. V grafe Q ma v préve k susedov, preto aj vrchol f(v) musi v G susedit
s k susedmi — kazdy z nich obsahuje prave jednu jednotku, opdf BUNYV nech je to vzdy jedna
z prvych k pozicii. Ukdzeme, Zze potom kazdy vrchol grafu G méze mat jednotky iba na tychto
k pozicidch. Vyuzijeme na to indukciu podla poétu jednotiek.

8Bez ujmy na veobecnosti.
9Pozor, v mé k ntl, ale f(v) ich mé n.
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Uvazujme lubovolny vrchol u grafu Qp. Pokial ma maximalne jednu jednotku, mame to uz
dokézané priamo z toho, ako sme doteraz vrcholy v G vyberali. Predpokladajme teda, ze sme
tvrdenie dokazali pre vsetky vrcholy @ s maximélne ! jednotkami, a skimajme Tubovolny vrchol
u grafu Qp obsahujuci [ + 1 jednotiek. Oznac¢me si eSte V mnozinu vsetkych vrcholov Qy, ktoré
maji maximalne [ jednotiek, f(V') potom bude mnozina vrcholov f(v) pre vSetky v € V.

Vrchol u mé opét k susedov, z toho [+ 1 ma o jednu jednotku menej (dostaneme ich zmenou
prave jednej jednotky na nulu) a zvySok ma o jednotku viac (tie vzniknd zmenou préave jednej
nuly na jednotku). Medzi vrcholmi z V mé teda prave [ + 1 susedov. To isté ale musi platit aj
pre vrchol f(u), teda musi mat [ + 1 susedov medzi vrcholmi f(V).

Ak by ale vrchol f(u) mal jednotku mimo prvych k pozicii, prechodom po hrane (a teda
zmenou jednej pozicie) sa do f(V') dostaneme iba raz (alebo dokonca vobec, ak by tych jednotiek
,mimo*“ bolo viac), pretoze podla indukéného predpokladu maja v8etky vrcholy z f(V') jednotky
iba na prvych k poziciach. Zaroven si ale mézeme vSimnut, ze vSetky vrcholy Qn, ktoré maju
I a menej jednotiek na prvych k pozicidch (a nuly vSade inde), uz v mnozine f(V') st (dostali
sa tam pri predoslych krokoch indukcie), f(u) musi teda nutne obsahovat ! + 1 jednotiek na
prvych k pozicidch. Teraz uz musime iba spoéitat, kolkymi spdsobmi vieme takyto podgraf
vybrat. Pretoze méame (Z) moznosti pre vyber ,premenlivych pozicii a potom 27~ F moznosti
pre hodnoty na zvys$nych pozicidch, roznych podgrafov najdeme prave (2)2"*]“.

PozNAMKY:
Vo vécsine rieseni ste spravne uréili poéet podgrafov, Castokrat ste ale dostatocne (alebo vobec)
nedokazovali, Ze tento pocet je naozaj spravny. Vtedy ste mohli ziskat maximélne tri body.

Co sa tyka pristupu k hladaniu podgrafov, objavili sa v zésade tri spésoby: prvy podobny
tomu v nasom riesSeni, druhy potom skimal, kolko podgrafov obsahuje jeden konkrétny vrchol.
Pri tom trefom ste sa snazili najst rekurzivne vyjadrenie hladaného poctu podgrafov. Vsetky
tieto metddy st zhruba rovnako dobré, zakazdym ale bolo potrebné dokazovat, zZe Ziadny dalsi
podgraf tam uz najst nemozeme. Ten posledny spésob ma ale jednu zdsadni nevyhodu — pre
vicsie hodnoty n a k potrebujeme spocitat viac hodnoét alebo musime z rekurzivneho zapisu
najst sprdvny vzorec. (Peter ,,wtr* Korcsok)

Uloha 3. (51; 25; 2,16; 1,0)

Necht T1,T>, ..., T} jsou podstromy stromu T takové, Ze kazdé dva maji alespori jeden spole¢ny

vrchol. Ukazte, ze potom existuje vrchol spolecny vsem podstromim T;,i=1,2,...,k.
(Martin ,,E.T.“ Sykora)

RESEN{:
Tvrzeni dokédzeme indukci podle k. Pokud k£ = 1, pak mame jediny podstrom, pro ktery je zavér
trivialné splnén. Méjme nyni podstromy 71, ..., T4 stromu T takové, ze kazdé dva z nich maji

neprazdny prunik, a predpoklddejme, Ze pro k podstromi tvrzeni plati. Graf P =71 N--- N T}
tedy obsahuje aspon jeden vrchol. Navic je P souvisly, nebot s kazdymi dvéma vrcholy musi
do P patfit i ona jedind cesta, kterd je spojuje (libovolné dva vrcholy z P nalezi kazdému T,
i=1,...,k, aT; jesouvisly). Tedy P je rovnéz strom.

Zvolme libovolny vrchol p € P. Pokud p € Tjt1, jsme hotovi. Necht tedy p ¢ Tj11. Najdéme
vrchol tg € Tj41, do kterého vede z p nejkratsi cesta (takovy vrchol je uréité jen jeden, nebot
v opa¢ném piipadé bychom dostali dvé rtizné cesty vedouci mezi dvéma vrcholy grafu Tj41 —
jednu uvnitf Tj41 a jednu mimo Ty 1). Cesta z p do to prochazi kromé samotného tg ziejmé
pouze vrcholy mimo T} 1. Z libovolného ¢ € Tj,4 1 vede pritom v ramci Ty cesta do tg. Z toho
vyplyva, ze kazda cesta z p do néjakého vrcholu Ty prochéazi vrcholem to. Déle vime, Ze pro
kazdé i € {1,...,k} existuje né&jaky vrchol ¢t; € T; N Ti41. Jelikoz p € T;, lezi cesta z p do t;
cela v T;. Tedy i tg € T, takze to je hledany spolecny vrchol vSech k 4 1 podstromt.

Tvrzeni je timto dokazano pro kazdé k& € N.

(Martina Vavackova)
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ALTERNATIVN{ RESENI:

Zvolme si lubovolny vrchol r ako koren stromu 7', vyskou h(v) nejakého vrcholu v potom
budeme oznacovat pocet hran na (jedinej) ceste medzi r a v. Rovno si mdzeme vSimnut, ze
kazdy vrchol v rozny od r susedi s prave jednym vrcholom u s vyskou h(v) — 1, vrchol u sa
obcas oznacuje ako rodi¢ vrcholu v. Existenciu tohto vrcholu ndm zaisti fakt, Ze nejaka cesta
z r do v viest musi, jednozna¢nost dokézeme sporom. Ak by totiz takéto vrcholy existovali dva,
dostaneme dve cesty (obe dlhé h(v) hran), ktoré sa lisia minimalne v predposlednom vrchole,
¢o v strome nastat nesmie.

Dalej si ozna¢me 71, . . ., 7, vrcholy s najnizSou vyskou v stromoch 17, . .., T}, — to budt korene
tychto podstromov. Nakoniec vyberme ten vrchol r; spomedzi r1,...,7rt, ktory ma najvyssiu
vysku (z pripadnych viacerych moznosti vyberieme Iubovolne). Ukazeme, ze r; patri do vSetkych
stromov T1,...,Tk.

Predtym ale musime dokazat, %e pre lubovolny strom 7" s koretiom 7’ a Iubovolny jeho
vrchol v je vyska vrcholov na ceste od 7’ k v rastiica. Ak by sa totiZ vyska pri pohybe po nejakej
hrane {z,y} nezmenila (alebo by dokonca klesla), musela by existovat cesta medzi koretiom r a
vrcholom y, ktord ale nevyuziva vrchol z. Tym ale opit dostdvame spor s jedine¢nostou cesty
v strome.

Zvolme teraz lubovolny strom T odlisny od T;. Zo zadania vieme, Ze maji neprazdny prienik,
my ale navySe ukdZeme, %e v tomto prieniku je aj r;. Oznac¢me v ITubovolny vrchol z prieniku
oboch stromov. Podla spdsobu vyberu korefiov podstromov urite vieme, ze h(v) > h(r;) aj
h(v) > h(r;). Pretoze navyse r; ma najvyssiu vysku medzi korenimi, musi tiez platif nerovnost
h(ri) > h(rj). Teda ked sa teraz vyddme z v vizdy hranou k rodicovi, musime nutne dostat
jedint cestu k r; (v strome T;) a ¢asom tiez k r; (v strome T}). Vrchol r; preto lezi na ceste z v
do rj, a teda aj v strome T}.

(Peter ,mwtr“ Korcsok)

PozNAMKY:

Myslenka tlohy nebyla obtizn4, jen bylo potfeba spravné argumentovat v feseni. Mnozi z vés se
bohuzel nechali unést jasnym vysledkem a v FeSeni (¢asto pomoci riznych nacértkl) vysvétlovali,
ze to prosté jinak dopadnout nemtze. Tim si vyslouzili krasnou kulatou nulu, v lepsim pripadé
jeden bod. Dva body jsem davala tém, ktefi tvrzeni ukazali aspon pro t¥i podstromy, a t¥i body
tém, ktefi si navic uvédomili, Ze to pro tfi nestaci, a uvedli zaznak dikazu pro vice podstromi.
Ctyfi az pét bodi si pak vyslouzila skoro spravna, respektive spravna reseni. Seslo se nékolik
velmi péknych piistupi, které si vyslouzily kladny imaginarni bod. (Martina Vavackova)
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Serial — Letem grafovym svétem ||

Vitame Té€ na zacatku druhého dilu naseho seridlu. Pokud ctes tyto radky, nejspis to znamena,
ze jsme T& jeho prvnim dilem moc neodradili nebo ses nam rozhodl(a) dat jesté jednou Sanci,
coz nas samoziejmé tési.

Jak jsme slibili v Gvodu prvni casti, v tomto dilu si predstavime ,systém rtznych repre-
zentant“, coz je sice véc ne Uplné grafovd, ale zato ma (nejen) v teorii grafi nékolik hezkych
dusledki a aplikaci. Pokud se ho uz nemiizes dockat, budes se muset vyzbrojit trochou trpéli-
vosti. V prvni pulce tohoto dilu si totiz jesté ukazeme, jak umime grafy barvit a k ¢emu nam
to pomuze. Navic udélame kratkou odbocku k rovinnym graftm.

Barevnost grafu

Nebudeme to uz dal natahovat, vezmeme rovnou do rukou stétec a kbelik s barvou a pustime se
do prace. Hlavnim d@ivodem barveni graft (samoziejmé kromé estetického citéni) je, ze chceme
odlisit ,sousedici“ objekty (vrcholy nebo hrany), proto jim budeme pfidélovat rtiznou barvu.

Nepochybujeme o tom, Ze zna$ mnoho odstinti (pfedevsim Sedi), ale abychom Té& (i sebe)
uSetfili vét typu ,,Vrchol u obarvime tyrkysové-azurovou, protoze olivové zelenou jsme uz nabar-
vili vrchol v.“, budeme barvicky radéji ¢islovat.

Definice 1. O grafu G fekneme, Ze je wrcholové k-obarvitelny, pokud existuje zobrazeni
b:V(G) — {1,...,k} spliujici podminku b(u) # b(v), kdykoliv jsou vrcholy u a v spojeny
hranou. Vrcholovou barevnosti grafu G pak rozumime nejmensi k, pro které je G vrcholové
k-obarvitelny, a znacime ji x(G).1°

My jsme uz obarvovani vlastné potkali v prvnim dilu, i kdyz jsme tomu fikali jinak. Vrcholové
k-obarvitelné grafy totiz nejsou nic jiného nez k-partitni grafy.

Definice 2. Graf G nazveme hranové k-obarvitelngm, pokud existuje zobrazeni b: E(G) —
{1,...,k}, kde b(e) # b(f) plati pro vSechny dvojice hran e a f majici spoleény vrchol. Hranovd
barevnost grafu G je pak opét nejmensi k takové, ze G je hranové k-obarvitelny. Znacéime ji

X' (G).

Priklad 3. Jakou vrcholovou a hranovou barevnost ma graf G' na obrazku?

S

10Podobné jako pfi znaceni v prvnim dile, i tady pochazi pismeno x (malé fecké pismeno
chi) z anglického chromatic number.
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Reseni. Protoze hlavu prasitka tvoii t¥i vrcholy spojené kazdy s kazdym, musi byt x(G) > 3.
Podobné kdyz se podivame na vrchol mezi hlavou a pfednimi nohami, zjistime, Ze sousedi se
gesti hranami, proto taky x'(G) > 6. Ze tyto pocty barev opravdu staci, ukazuji nasledujici
obrazky. O

Cvic€eni 4. Jakou vrcholovou a hranovou barevnost maji grafy Ky, Cyn, Pn a Qn definované
v prvnim dilu?

Ve skutecnosti existuje jesté tieti varianta barveni. Byva zvana totdlni a obc¢as znadena x''.
P1i ni barvime vrcholy i hrany zaroven, pficemz zadné sousedici hrany nesméji sdilet spolecnou
barvu a stejné tak hrana nesmi mit barvu svého koncového vrcholu. V paté tloze letosni prvni
série jsme tedy chtéli dokdzat, ze X"/ (Kn) = n.

Kdyz zname barveni hran, jsme uz jen krucek od grafu, kde hrany ,povysime* na vrcholy.

Definice 5. Pro graf G definujeme hranovy graf L(G), jehoz mnozina vrcholi je E(G) a
dva vrcholy jsou spojeny hranou pravé tehdy, kdyz jim odpovidajici hrany v G mély spole¢ny
vrchol. 11

Aby sis lépe predstavil(a), jak vlastné hranovy graf vypadd, mas tu nazorny obrazek.

Ur¢ité sis uz promyslel(a), Ze plati x'(G) = x(L(G)), a mozna Té vzapéti napadla otazka,
co nového ndm hranovy graf pfinasi. Odpovéd je pomérné jednoducha — usnadni nam zivot p¥i
definici dalsich hranovych variant barevnosti a také pti nékterych dukazech.

Cviéeni 6. Které grafy G jsou izomorfni se svymi hranovymi grafy L(G)?

11 Piavod pismena L je opét v anglickém vyrazu linegraph.
23



Méné tradicni barevnosti

Obé dosud zmirnované barevnosti povolovaly barvit vSsechny vrcholy nebo hrany vsemi barvami
od 1 az po k. To ndm ale nemusi vzdy vyhovovat.

Predstav si tifeba meésto, kde se na radnici rozhodli vymalovat vSechny domy tak, aby zadné
dva sousedni nemély stejnou barvu. Pfitom ale chtéli umoznit obyvatelim ovlivnit, jakou barvu
jejich dim dostane. Proto kazdy majitel domu mél moznost si vybrat libovolnych k barev, jez
smély byt na jeho domku pouzity. Podobnou situaci fesi nasledujici definice.

Definice 7. Necht G je graf, X je dost velkd mnozina barev a zobrazeni B: V(G) — P(X)
je libovolné piifazeni mnozin barev vrcholim G.'2 Pak fekneme, ze graf G je B-obarvitelny,
pokud existuje zobrazeni b: V(G) — X, kde b(u) # b(v), kdykoliv jsou vrcholy u a v spojeny
hranou, a navic je pro kazdy vrchol v splnéna podminka b(v) € B(v). Dale graf G nazveme
k-vybiravym, pokud je B-obarvitelny pro kazdou funkci B, jez spliiuje podminku |B(v)| = k pro
kazdy vrchol v. Nakonec wvybiravosti grafu G rozumime nejmensi k, pro které je G vrcholové
k-vybiravy, a ¢asto ji znacime ch(G).*3

Na tomto obrazku je znazornéno prifazeni mnozin barev B a jedno z moznych B-obarveni b.

{1,3} ; 1
{13} <2y {341 12 4
1
BN sy ey IINE )
{172} {274} {173} {172} 1 4 3 1
B B-obarveni b

Pokud se Ti uz povedlo stravit tuto definici, mozna sis taky vsiml(a) nésledujiciho vztahu
barevnosti a vybiravosti grafu.

Lemma 8. Pro kazdy graf G plati x(G) < ch(G).

Dikaz. Necht ch(G) = k. Pak je graf G z definice B-obarvitelny pro libovolné zobrazeni
B:V(G) — P(G) spliwjici |B(v)| = k pro kazdy vrchol v. Specialné to tedy plati i pro funkeci B,
kde B(v) = {1,...,k} pro vSechny vrcholy, ¢imz se dostavame pfimo k definici k-obarvitelnosti.
Musi tedy platit x(G) < k = ch(G). O

Pfitom opacnd nerovnost rozhodné platit nemusi.
Priklad 9. Existuje graf G spliyjici x(G) < ch(G).

Reseni. Takovym grafem je napriklad K4 2. Jelikoz je bipartitni, plati x (K4,2) = 2. Jak ukazuje
nasledujici obrazek, umime vrcholim pfifadit dvouprvkové mnoziny barev tak, abychom z nich
platné obarveni nevybrali. Proto ch(K4,2) > 2.

128ymbolem P(X) oznacujeme mnozinu viech podmnozin mnoziny X.

13Pismeno ch pochézi z anglického pojmu choosability; v literatufe se taky vyskytuje oznaceni
X1 — z anglického list (seznam).
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{1,2}
{1,3} {2,4}

{3,4}

Zadani jsme uz sice splnili, ale jesté muzeme ukazat, ze ch(K4,2) = 3. Kdyz totiz kazdému
vrcholu prifadime seznam tii barev, mizeme obarvit vrcholy stupné ctyfi libovolné a kazdému
ze zbylych vrcholu stejné zistane alespon jedna mozné barva. U

Jesté nam dovol v kratkosti zminit jedno barveni. V anglictin€ se vétsinou oznacuje pojmem
L(p, q)-labeling, coz muzeme do Cestiny prekladat jako L(p, q)-znackovdni. Opét jde o zobrazeni
I:V(G) = {1,...,k}, tentokrat ale mame podminky dvé:

(1) Kdykoliv jsou vrcholy u a v od sebe na vzdalenost jedna (tedy spojeny hranou), musi
platit |I(u) — l(v)| > p.
(2) Pro kazdou dvojici vrcholti u a v ve vzdalenosti dva (u a v maji spoleéného souseda)
musi platit [I(u) — I(v)] > q.
Hodnotou Ap ¢ (G) pak ozna¢ujeme minimélni k potfebné k existenci L(p, g)-znackovéani grafu
G. Sice se jim v tomto dilu zabyvat nebudeme, ale v tom pfistim Ti ukaZeme jeho uplatnéni
v kazdodennim Zivoté. Ted miizeme jen naznadit, Ze to ma néco spoleéného s rddiovym vysilanim.

Rovinné grafy

Od barveni grafti ted na chvilku uteceme a povime si néco o tzv. rovinnych grafech. Jsou to grafy,
o kterych se mluvi a piSe pomérné Casto, takze pokud by Ti néas stru¢ny vyklad nestacil, muzes
si o nich snadno dohledat vice informaci. Pokud T¢ naopak rovinné grafy nezajimaji a chtél(a)
bys radéji obarvovat, zkus zatnout zuby a nasledujici odstavce si pfece jen precist. Zanedlouho
si totiz ukdzeme, ze rovinné grafy a obarvovani k sobé maji velmi blizko.

Definice 10. O grafu G fekneme, ze je rovinng, pokud ho lze zakreslit bez kfizeni hran.

Tato definice samoziejmé neni forméalni, protoze nikde nespecifikujeme, co to znamena ,,jit
nakreslit bez kiizeni hran“. Intuitivni definice nam ale bude bohaté postacovat.'* Abychom se
vyhnuli pfipadnym nedorozuménim, méli bychom ale zduraznit, ze v definici pfedpokladame, ze
grafy kreslime do roviny (proto jim fikdme rovinné), a ne t¥eba na torus nebo Mébiovu pasku.

To, Ze nas zajim4, jak je to s grafy, které zakreslujeme do roviny, je zcela pochopitelné. (Uz
jen proto, Ze vétSinou kreslime grafy na papir, ktery je rovny.) Jenze pomoci grafti ¢asto chceme
reprezentovat objekty globalnich rozmérd, naptiklad sit ropovodti na Zemi. Zemsé je ale kulaté,
takze je prirozené se rovnéz ptat, jak vypadaji grafy, které lze bez kiizeni nakreslit na povrch
koule. Kupodivu se ukazuje, ze jsou to pravé rovinné grafy.

Proc¢? Mame-li graf nakresleny na kouli, mizeme predpokladat, ze je nakresleny neprisvitnou
barvou na pruhledné kouli. Potom kouli postavime na rovinu tak, aby ,horni bod“ koule nebyl
obarven, a predstavime si, ze do tohoto bodu umistime zdroj svétla. Nas graf pak bude vrhat
na rovinu stin — reprezentaci stejného grafu v roviné. Naopak mame-li graf v roviné, postavime
na rovinu kouli a nakreslime na ni takovy graf, aby se jeho stin rovnal obrazci na roviné. Pfitom
si ur¢ité snadno rozmyslis, ze potom se bud hrany kfizi v obou obrazcich, nebo ani v jednom.

14Pokud by Té zajimala ,pofadnéjsi“ definice, mtizes se podivat tieba na Wikipedii.
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Jinak feceno, pokud umime néjaky graf reprezentovat bez kfizeni hran v roviné, umime to i na
kouli — a naopak.

Pokud touzi§ po matematickych terminech, véz, ze jsme v pfedchozim odstavci popsali znamé
zobrazeni ze sféry do roviny zvané stereografickd projekce.

S Gsmévem na tvari se muzeme vratit ke zkoumani rovinnych graft. Méjme graf a néjaké jeho
rovinné nakresleni'®. Toto nakresleni rozdéli rovinu hranami grafu na nékolik oblasti. Témto
oblastem budeme fikat stény. Kazdé nakresleni ma zifejmé jednu sténu — tu ,,neomezenou okolo
grafu“ — a pfipadné néjaké dalsi. Zajimavé je, ze at nakreslime rovinny graf jakkoliv, vzdy bude
mit stejny pocet stén. To vyplyva z nasledujici véty (tak, Ze ji postupné aplikujeme na jednotlivé
komponenty souvislosti).

Véta 11. (Eulerova formule) Necht G = (V, E) je souvisly rovinny graf a necht s je pocet jeho
stén v néjakém rovinném nakresleni. Pak plati

V| = |E|+s =2

Dikaz. Budeme postupovat indukei podle po¢tu hran |E|. Pokud |E| = 0, pak nutné |V| =1
a s = 1 a rovnost plati.

Nyni predpokladame, ze tvrzeni plati pro vSechna rovinnda nakresleni vSech graft takovych,
ze |E| < n — 1 pro néjaké n pfirozené. Chceme ukézat, ze pak plati i pro libovolny p¥ipad
|E| = n. Rozlisime pfitom dva pfipady.

1. Graf G neobsahuje kruznice. Potom G je strom a |[V| = |E|+ 1 a s = 1, takZe tvrzeni
plati. (To, ze s = 1, nebudeme formalné dokazovat a vystacime si jen s tim, Ze je to
yintuitivng jasné“.)

2. Graf G obsahuje alespon jednu kruznici. Pak uvazme jednu hranu e, ktera lezi na néjaké
kruznici v G, a tu odmazme. Tim ziskdme rovinné nakresleni grafu G—e, ktery ma n—1
hran, a proto pro néj dokazovany vzorec plati. Pfitom jsme odebrali jednu hranu a pocet
vrchold jsme nezménili. Aby platila rovnost i pro graf G, museli jsme odebranim hrany
ubrat i jednu sténu. To ale skutecné nastane, protoze odebranim hrany prestane byt
vnitfek kruznice samostatnou sténou. (I zde se spokojime s tim, ze je tato skutecnost
»ziejmé‘“, a nebudeme ji néjak podrobné dokazovat.)

O

Pravé dokdzana véta ma nékolik zajimavych dusledki. Jeden z nich je ten, Ze stejny vzorec
plati i pro mnohostény. Pro¢ tomu tak je, mizeme nahlédnout nasledujicim zpisobem. Vezmeme
si libovolny mnohostén a umistime ho do néjaké koule tak, aby jeji stfed lezel uvnitf¥ daného
télesa. Potom promitneme vrcholy a hrany na povrch koule. (V feci svétélek, kterou jsme pou-
zivali u stereografické projekce, umistime zdroj svétla do stfedu koule a vysledkem bude stin na
jejim povrchu.) Vysledek pak zobrazime stereografickou projekci do roviny. Tim ziskdme graf,
jehoz vrcholy, hrany a stény odpovidaji po fadé vrcholim, hrandm a sténdm mnohosténu (odtud
dokonce terminologie pro grafy pochézi). Hrany tohoto grafu se navic nebudou k¥izit a graf bude
souvisly, takze pro néj, a tim padem i pro mnohostén, rovnost bude platit.

Dalsim diisledkem je to, Ze existuje jen pét typt platénskych téles'® — pravidelny &tytstén,
krychle, pravidelny osmistén, dvanactistén a dvacetistén. K dikazu se pouzije stejné zobrazeni
téles na rovinné grafy, jaké jsme pouzili v pfedchozim odstavci. Je ale tfeba dokazat jedno po-
mocné (nikterak slozité) tvrzeni, které presahuje ramec seridlu, takze Té odkazeme na Kapitoly
z diskrétni matematiky'”, kde se mtizes docist vic podrobnosti.

15Rovinnym nakreslenim grafu budeme intuitivné rozumét obrazek bez kiizeni hran, kterym
reprezentujeme dany graf.

16Platénské téleso neboli pravidelny mnohostén je mnohostén, jehoz viechny stény jsou pra-
videlné mnohotuhelniky takové, Ze se jich v kazdém vrcholu styka stejny pocet.

17Kniha od pantit Matouska a Nesetfila, kterou jsme doporucovali uz minule.
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Jesté se nam budou hodit dva pojmy, které s rovinnymi grafy tzce souviseji.

Definice 12. Rovinné nakresleni grafu G nazveme triangulact, pokud vSechny jeho stény jsou
tvoieny trojuhelniky!®. Pokud budeme trojtihelnikovou hranici pozadovat od vSech stén kromé
vnéjsi (té ,neomezené“), budeme mluvit jenom o skorotriangulaci.

Definice 13. Méjme rovinné nakresleni grafu G. Pak jeho dudlni graf G* ma vrchol za kazdou
sténu grafu G a hrana spojuje dva vrcholy pravé tehdy, kdyz ptislusné stény sdilely spole¢nou
hranu.

V definici jsme si dovolili jednu nepfesnost. Pokud se napfiklad v grafu G vyskytuje most
(hrana, jejiz odebrani zpusobi ztratu souvislosti), pak po obou ,strandch“ tohoto mostu je ta
sama sténa. V dudlnim grafu tedy vznikne hrana s obéma konci ve stejném vrcholu. Pokud sis
Getl(a) prvni dil opravdu pozorné, mozna si vzpomenes, ze takovéto hrané jsme fikali smycka.
Stejné tak by se v dudlnim grafu mohly objevit paralelni hrany (pokud dvé stény vzdjemné
sousedi vice hranami), proto bychom v definici méli spravné psat multigraf. Vétsinou ale budeme
uvazovat grafy bez mosti a tudiz dudlni grafy bez smycek. Paralelni hrany nam pfi barveni grafi
nezpusobi zddnou komplikaci a pfi ostatnich grafovych tlohéch se s nimi vétsinou taky néjak
vypoiradame. Napiiklad ¢asto budeme navic pozadovat, aby dualni graf byl opravdu grafem.1?

Nasledujici obrazek zobrazuje jedno rovinné nakresleni mutligrafu G a jemu pfislusny dualni
multigraf G*.

G G*

Definice duélniho grafu ma navic dalsi drobny problém — neni uplné jednoznacna. Jeden
rovinny graf totiz mtze mit nékolik vzajemné neizomorfnich dudlnich grafu, jez vznikly z riznych
rovinnych nakresleni. Ve vét$iné pfipadi nam to ale stejné nebude vadit, protoze si dany graf
jednou nakreslime a na zbyla nakresleni zapomeneme.2? Trochu volné&ji tedy miizeme brat dudlni
graf jako operaci ,,G s hvézdickou“, kde budeme stile uvazovat to samé nakresleni.

Barevnost rovinnych graft

Dovol nam dalsi odbocku do historie. Pokud o ni nestojis, miizes nasledujicich nékolik odstavct
preskocit.

Nékdy kolem roku 1852 si Francis Guthrie v§iml zajimavé skuteCnosti — na obarveni mapy
hrabstvi tehdejsi Anglie mu vzdy stacily ¢tyfi barvy. Spolu se svym bratrem Fredericem toho

18Jak uz sis urcité vsiml(a), v teorii grafii se pouzivaji geometrické pojmy mirné jinak.
Trojuhelnik typicky znamend kruznici C3.

19K tomu sta¢i pozadovat, aby nemél vrcholy stupné dva ani takzvané artikulace, tedy
vrcholy, jejichz odebrani rozdéli graf na vice komponent.

20V&tsina skutecnosti stejné plati bez ohledu na konkrétni nakresleni grafu.
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casu studoval pod vedenim slavného matematika Augusta de Morgana, proto za nim zasli s do-
tazem, zda Ctyfi barvy staéi pro libovolnou mapu. Az de Morgan rozsifil tento problém mezi
matematickou spole¢nost.

V grafové terminologii bychom mohli tuto domnénku (v soucasnosti jiz dokdzanou) zapsat
nasledovné.

Véta 14. (O é&tyfech barvach) Kazdy rovinny graf je 4-obarvitelny.

Prvnich ,dukaza“ se véta dockala az po vice nez 25 letech — roku 1879 od sira Alfreda
Braye Kempeho a v roce 1880 od Petra Guthrie Taita. Zadny z nich ale nevydrzel moc dlouho —
Kempeho dukaz vyvratil roku 1890 Percy Heawood a protipfiklad k Taitovu dikazu nalezl Julius
Petersen roku 1891. Oba pokusy o dukaz ale prospély alespon ¢asteénym FeSenim a umoznily
objeveni tehdy jesté nezndmych tf¥id graft.

Nasledujicich nékolik desetileti se o dukaz snazili mnozi matematici, zminit mizeme kupfi-
kladu Huga Hadwigera a jeho zobecnujici domnénku z roku 1943, jez stale na svtj dikaz Ceka.

Prvni diikaz Véty o &tyfech barvach, jenz zatim nebyl vyvracen?!, piedstavili roku 1976
panové Kenneth Appel a Wolfgang Haken, s mirnou pomoci od Johna Kocha. Pomérné velka
¢ast dukazu je ale FeSend jenom na pocitaci, proto se diikaz mnohym matematiktim nelibil.

O dvacet let pozdéji, roku 1996, prisli Neil Robertson, Daniel Sanders, Paul Seymour a
Robin Thomas s novym dukazem této véty, jenz je jednodussi a kratsi, pouziti pocitace se
ale nevyhnuli. Povedlo se jim najit 633 ,zakdzanych konfiguraci®, tedy grafu, jez se nemohou
objevit v potencidlnim minimalnim protipfikladu (jinak by $ly nahradit men$im grafem, ¢imz
bychom dostali jesté mensi protipfiklad). Na pocitaéi pak ukazali, ze by nutné kazdy minimélni
protipfiklad nékterou z téchto konfiguraci obsahoval. Tim ale dokézali, Ze zddny minimé&lni
protipfiklad existovat nemuze a véta tedy plati :).

Snad nam promines, Ze Ti zadny z téchto dikazii neukdzeme, ale na to bychom potfebovali
vybudovat daleko rozsahlejsi teorii, nez je pro seridl vhodné. Misto toho ukazeme dikaz mirné
slabsi véty.

Véta 15. (O péti barvach) Kazdy rovinny graf je 5-obarvitelny.
Tuto vétu vlastné dostaneme jako dusledek véty nasledujici.
Véta 16. (Thomassen) Kazdy rovinny graf je 5-vybiravy.

Diikaz. Mé&me rovinné nakresleni grafu G, které doplnime na skorotriangulaci.?? Navic si
ozna¢me vrcholy na vnéjsi kruznici postupné vy, ..., vg. Indukci dle po¢tu vrcholi ukazeme,
ze G je B-obarvitelny, kdykoliv jsou splnény nasledujici podminky:

(1) [B(v1)| = |B(v2)| =1 a B(v1) N B(vz) =0,
(2) |B(v)| = 3 pro kazdy vrchol v = w3, ..., v,
(3) |B(v)| = 5 pro vSechny zbylé vrcholy v.
V prfipadé nejvyse t¥i vrcholi museji nutné vSechny sousedit s vnéjsi sténou a pro kazdy
mame dostatek moznosti na obarveni. Predpokladejme tedy, Zze vrcholy jsou alespon ctyfi.
1. Pokud existuje ,tétiva® vnéjsi kruznice (tedy hrana {v;,v;} pro v; a v; nesousedici na

kruznici), mizeme graf G podle této hrany rozdélit, ¢imz dostaneme dva mensi grafy
G1,G2. Prévé jeden z nich obsahuje hranu {vi,v2}, ten ozna¢me Gi.

21 Nejspis tomu piispél i fakt, ze je natolik komplikovany, Ze cely diikaz piecetlo a pochopilo
pomérné malo lidi :).

22Toto urcité udélat mizeme, protoze kazdé obarveni této skorotriangulace je také obarvenim
puvodniho grafu.
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U1

Snadno nahlédneme, ze graf G1 spliiuje vSechny tii podminky, a proto existuje néjaké
jeho B-obarveni b. Podobné je tomu u grafu G2, tam ale neni splnéna podminka (1),
co? snadno napravime nastavenim B(v;) = {b(v;)} a B(v;) = {b(vj)}. Indukce ndm
pak uz i pro graf Ga zajisti takové B-obarveni, které se bude s obarvenim G; shodovat
na jejich spole¢nych vrcholech. Spolu tedy daji platné B-obarveni grafu G.

2. Necht tedy vné&jsi kruznice Zaddnou tétivu nema. Podivejme se na sousedstvi vrcholu
v — tvori ho poporadé vrcholy vi,u1,...,u;, vg_1. Protoze jsme vychéazeli ze skoro-
triangulace, v8echny hrany {vi,u1}, {ui,u2}, ..., {ui—1,u;}, {ug, vg_1} existuji. Navic
zadny z vrcholi u; nemuze lezet na vnéjsi kruznici, jinak bychom dostali tétivu.

)
U1

Vk

S

Ozna¢me X = B(vg) \ B(v1), pfipadné, pokud | X| = 3, jednu libovolnou barvu z X
odstratime. KdyZ nyni odebereme z mnozin B(u;) barvy z X (a pfipadné jesté ngjaké,
aby zbyly pouze tfi), splnime pro graf G — vy, vSechny tfi podminky a indukce nam uz
zaruci existenci B-obarveni b. Musime ale jesté dobarvit vynechany vrchol vy. Tady nam
pomuze zpusob, jak jsme upravili mnoZiny B(u;) — vSechny jsou disjunktni s X, stejné
tak barva vrcholu v; v X neni, proto jediny soused potenciadlné nabarveny barvou z X
je vg—1. V X mame ale barvicky dvé, proto vrchol vy urcité obarvit umime. O

Systém raznych reprezentanti

Nyni na chvilku opustime teorii grafi a popoviddme si o zajimavém praktickém problému.
Piedstav si, ze mas systém nékolika mnozin?3 a chce$ z kazdé mnoziny vybrat jeden prvek tak,
aby vybrané prvky byly navzajem rtizné. Vyse slibenym problémem pak je, jak rozhodnout, jestli
je mozné takovyto vybér provést. Nejprve si uvédomme, ze nékdy prvky vybrat lze, naptiklad
ze systému {a}, {b}, a nékdy ne, naptiklad ze systému {a}, {a}. Zabyvat se touto otdzkou tedy
je néjakym zpusobem zajimavé.

23 Systém mnoZin je néco jako mnozina mnozin, abychom se vyhnuli zmatenym vyraziim typu
,2mnozina vSech podmnozin mnoziny prirozenych cisel“. Navic u systémt budeme povolovat i
mo#né opakovani jejich prvki, takze napriklad {{a},{a}} je dvouprvkovy systém a budeme ho
zkrécené zapisovat jako {a}, {a}.
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Ac¢ se to na prvni pohled mozna nezda, tento problém skutecné je prakticky. Mazeme ho totiz
preformulovat napfiklad tak, ze mame nékolik skupin lidi (tfeba organizatory PraSete, pratele
Meryl Streepové na Facebooku a sdruzeni zednikd v obci Petivald) a chceme z kazdé skupiny
vybrat jednoho zastupce, pfi¢emz kazdy ¢lovék smi zastupovat jen jednu skupinu. (Jinymi slovy,
vybrani lidé z riznych skupin museji byt riizni.)

Z kazdé mnoziny tedy vzdy vybirame jednoho zastupce neboli reprezentanta, a proto se
mnoziné vybranych prvki fika systém ruznych reprezentantii, nékdy téz zkracené SRR. Poradné
definujeme SRR takto:

Definice 17. Necht S = {S1,52,...,Sm} je né&jaky systém koneénych podmnozin mnoziny
M. Systémem riznych reprezentanti systému S potom budeme rozumét kteroukoliv mnozinu
X = {z1,®z2,...,zm} navzidjem riznych prvkd mnoziny M takovych, Ze z; nalezi S; pro vSechna
1<:<m.

Nyni se mizeme vratit k problému, jestli dany systém mnozin ma SRR. Pomérné snadno
1ze nahlédnout, ze pokud pro systém S existuje systém riuznych reprezentanti, pak pro vsechny
mozné k-tice mnozin z S musi platit, Ze pocet prvkii jejich sjednoceni je roven alespon k.24
Pokud totiz S ma SRR, pak z definice SRR pro libovolnou k-tici mnozin z S existuje k ,,jejich
reprezentantt“. Ziskali jsme tedy nutnou podminku existence SRR pro systém S. Casto se ji
fika Hallova podminka pro systém S. Zajimavé je, ze jde dokonce o podminku postacujici, jak
fika tzv. Hallova véta.

Véta 18. (Hallova) Systém mnozin S ma SRR pravé tehdy, kdyz spliiuje Hallovu podminku,
tedy kdyz pro kazdy jeho podsystém T C S plati |JT| > |T|.

Dikaz. Jednu implikaci uz jsme dokézali v odstavci vysSe. Zbyva ukazat, ze Hallova podminka
je postacujici. Dikaz této implikace je pomérné pracny, ale nevyzaduje zadné specidlni znalosti,
tak se do néj rovnou pustime. Budeme postupovat indukci podle poétu mnozin v systému S.
Tento pocet si pro jednoduchost oznac¢ime k. Pro k = 0 a k = 1 implikace zjevné plati.

V indukénim kroku budeme ukazovat platnost implikace pro systém alespon dvou mnozin,
pokud vime, ze implikace plati pro vSechny ,mensi“ systémy, tedy systémy s mensim poctem
mnozin. Celou situaci si rozdélime na dva pripady.

1. Pro vsechny vlastni podsystémy2® S plati Hallova podminka dokonce s ostrou nerov-
nosti. Tedy pokud @ C 7 C S, pak |J 7| > |T| neboli || JT| > |T|+1. Pak si vybereme
libovolnou mnozinu A € S a z ni jeji libovolny prvek a. (To, Ze Zddnd mnozina v S neni
prazdna, a tim padem z ni lze néjaky prvek vybrat, si mizes rozmyslet jako jednoduché
cviceni.) Uvazme systém S’, ktery z S vznikne odebranim mnoziny A a prvku a z kazdé
zbylé mnoziny. Nyni ovéfime, ze pro systém S’ plati Hallova podminka. Vime totiz, Ze
v &’ je méné mnozin nez v S, takZe z indukéniho pfedpokladu bychom pak védéli, Ze pro
S’ existuje SRR. Zjevné a nendlezi do tohoto SRR, takze pfiddnim a bychom snadno
ziskali SRR systému S.

Libovolny podsystém 7’ C &’ lze vyjadiit jako {S1 \ {a},S2 \ {a},...,Sm \ {a}},
kde jednotlivé S; jsou prvky S. Proto z naseho dodate¢ného predpokladu plati

[StUS2U---USp| >m+1.

24Tuto podminku miizeme ekvivalentné pieformulovat tak, Ze pro kazdy jeho podsystém
T C S je pocet prvki, které se vyskytuji alespon v jedné mnoziné z 7, v€tsi nebo roven poctu
mnozin v 7. Pro zkraceni budeme tuto podminku zapisovat jako |[J7] > |T|.

25 Podsystémem systému S nazveme systém, ve kterém se vyskytuje kazdy jeho prvek nejvyse
tolikrat, kolikrat se vyskytuje v systému S. Viastnim podsystémem pak rozumime podsystém,
ktery neni prazdny a nerovna se systému S.
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Pritom
[(S1\{a}) U (S2\{a}) U ---U (Sm\{a})| =[(S1US2U---USm)\ {a}| > m,

takZe pro S’ Hallova podminka plati.

2. Existuje vlastni podsystém @ C 7 C S takovy, ze ||JT| = |T|. Pro tento systém zjevné
plati Hallova podminka — nerovnost plati pro vSechny podsystémy S, takze plati i pro
vSechny podsystémy 7. Z T tedy lze vybrat SRR o velikosti |T|. Ze zbylych |S| —|T]|
mnozin bychom chtéli vybrat dalsich |S|—|7| prvka tak, abychom ziskali SRR pro S. To
udélame podobné jako v minulém piipadé — uvazime S’, ktery z S vznikne odebranim
vSech mnozin z 7 a naslednym odebranim vsSech jejich prvka ze zbylych mnozin. Dale
ukizeme, ze S’ ma SRR.

Analogicky jako v minulém piipadé mtiizeme uvazit libovolny podsystém 7/ C S’
a vyjadfit jej jako {S1\ (UT),S2\UT),...,Sm \(UT)}, kde jednotlivé S; jsou

prvky S. Pak muzeme vyjadiit pocet jeho prvkt nasledovné:?6

U7 =|(s:\ (UT)) o (320 (UT)) 0 (s (UT))]
51u52u---usm)\(UT)‘
51U52U---U5m)u(UT)‘*‘UT‘.

- ‘(
- ‘(
Pfitom prvni mnozina (,pfed znaménkem minus“) je sjednocenim m+ |7| mnozin z S,
pro ktery plati Hallova podminka, a tedy pocet jejich prvki je alespori m + |T|. Z
dodate¢ného predpokladu ale plati ||J 7| = |7, takze pocet prvka v |J 7' je vétsi nebo
roven m + |T| — |T| = m, a tim padem S’ spliiuje Hallovu podminku. ([

Poznamka. Dalsi moznou aplikaci SRR a Hallovy véty je feSeni nasledujiciho problému: Mame
nékolik zen a nékolik muzii. Zeny jsou vybiravé a kazda ma seznam muztl, které je ochotna
si vzit. Muzi vybiravi nejsou a s radosti se ozeni s kazdou damou, které se libi. Za jakych
podminek jde vSechny Zeny provdat tak, aby vSechny byly $tastné? (To, Ze se skute¢né jedna
jen o preformulovani problému, ktery fesi Hallova véta, Ti opét nechame jako cviceni.) Diky
této aplikaci se vété v angli¢tiné ¥ik& Hall’s marriage theorem (Hallova snatkova véta) a Hallové
podmince Marriage condition (sfiatkova podminka).

A pro¢ si o Hallové vété vibec poviddme v seridlu o grafech? Protoze ji lze ekvivalentné
formulovat jako vétu z teorie grafti.

Véta 19. (Hallova, grafova varianta) Necht G = (AU B, E) je bipartitni graf, jehoz vsechny
hrany jsou tvaru {a,b}, kde a € A a b € B. Déle predpoklddejme, Ze pro kazdou podmnoZinu
vrcholi A (oznacme ji P;) plati, ze pocet vrchold, které jsou hranou spojeny alespon s jednim
z vrcholi z P; (tuto mnozinu oznaéme N (P;)), je vétsi nebo roven poctu vrcholu v P;. Jinak
feceno, pro vSechna P; plati |N (P;)| > |P;|. Pak Ize z E vybrat nékolik hran tak, ze kazdy
z vrcholui z A bude jednou z téchto hran spojen s jednim vrcholem v B a navic budou tyto body
riizné.2?

Dukaz. Vime-li, ze plati kombinatorickd varianta Hallovy véty, muzeme pro libovolny graf
G spliyjici podminky grafové varianty uvazit systém |A| mnozin, které pojmenujeme stejné
jako vrcholy v A a pro kazdé * € A bude mnozina x definovana jako N({x}) Pak je pro

26 P§i posledni rovnosti vyuzivame toho, e pro libovolné dvé mnoziny M, N plati |M \ N| =
|[M UN|—|N|.
2"Tomu fikdme, Ze v G existuje parovani pokryvajici vrcholy z A.
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vznikly systém mnozin splnéna Hallova podminka, a tedy existuje SRR. Z E tudiz muzeme
vybrat nékolik hran, z nichz kazda bude spojovat vrchol x s reprezentantem mnoziny x. Tim
ziskdme hledané parovani. Vidime tedy, Ze z platnosti kombinatorické varianty vyplyva platnost
té grafové. Protoze kombinatorickou verzi uz dokdzanou mame, plati i grafova varianta. [l

Naopak pokud plati grafovd verze a mame systém mnozin S spliujici podminky kombinato-
rické verze, mlizeme uvazit graf G = (AU B, E), A = S (vrcholy z A maji stejnd jména jako
mnoziny v §) a B jsou prvky v8ech mnozin z S. Navic hranu nakreslime jen mezi S; a vrcholy
y z B, pokud y € S;. Graf G pak spliuje podminky grafové varianty Hallovy véty, a tedy v ném
existuje parovani pokryvajici vrcholy z A. Toto parovani nam pfitom vybird SRR pro S, takze
z platnosti grafové varianty plyne platnost kombinatorické varianty, a tim padem jsou obé véty
ekvivalentni.?8

V textu jsme pouzili pojem parovani. Abychom tomuto slovu dali vyznam, uvedeme si jednu
definici.

Definice 20. Pdrovdnim v grafu G rozumime podmnozinu jeho hran takovou, ze zadné dvé
hrany z této podmnoziny nemaji spoleény vrchol. Perfektni pdrovani v grafu je takové parovéni,
které pokryva vsechny vrcholy.

Parovani si tedy mizeme predstavit tak, ze kazdy vrchol bud nespojuje s Zddnym jinym,
nebo jej spoji pravé s jednim vrcholem. (Cimz vrcholy ,poparuje“.) Perfektni parovani pak
,popéaruje“ vSechny vrcholy. Vybaven(a) touto znalosti se miizes vrhnout na nasledujici cvieni:

Cviéeni 21. Necht graf G splituje podminky Hallovy véty a navic |A| = | B|. Ukaz, Ze potom
v G existuje perfektni parovani.

A abychom si ukazali, ze Hallovu vétu lze uplatnit i tam, kde bychom to na prvni pohled
necekali, ukdzeme si, ze kazdy latinsky obdélnik se da doplnit na latinsky ctverec. Piedtim si
ale musime oba pojmy definovat.

Definice 22. Latinskym c¢tvercem rozumime ¢tvercovou miizku n X n vyplnénou ¢isly 1,...,n
tak, ze v kazdém radku i sloupci je kazdé ¢islo pouzito pravé jednou. Latinskym obdélnikem
rozumime miizku k X n, k < n (budeme se na ni koukat tak, ze ma k fadku a n sloupcl)
vyplnénou ¢isly 1,...,n tak, ze v kazdém radku i sloupci je kazdé ¢islo pouzito nejvyse jednou
a do kazdého policka je vepsano pravé jedno cislo.

Rovnou uvadime jeden z mnoha latinskych ¢tverci 5 x 5.

214|531
5112 4| 3
1134 2]|5
32| 1] 5] 4
4 15| 3| 1|2

Tvrzeni 23. Kazdy latinsky obdélnik se da doplnit na latinsky &tverec.

Duikaz. Ukazme, ze kazdy latinsky obdélnik k£ X n, k < n lze doplnit na latinsky obdélnik
(k 4+ 1) x n. To k dikazu staci, protoze pak mizeme dopliiovat fadky postupng, az dostaneme
latinsky ¢tverec n x n. K dikazu vyuzijeme grafovou variantu Hallovy véty.

28Pfesnéji (pro hnidopichy) — byly by ekvivalentni, kdybychom grafovou variantu formulovali
jako ekvivalenci. My jsme ji pro jednoduchost vyslovili jen jako implikaci, ale urcité si rozmyslis,
ze i jeji opacna implikace je ekvivalentni s pfislusnou implikaci kombinatorické verze.
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Méjme latinsky obdélnik k x n, k < n. Naslednym zptsobem si definujeme graf G = (V, E).
Mnozina vrcholt bude V. = AUB, kde A = {a1,ax2,...,an} pfedstavuje mnoZinu sloupcii
naseho obdélniku a B = {1,2,...,n}. Hranu nakreslime mezi vrcholy a; a j pravé tehdy, kdyz
j neni obsazeno v i-tém sloupci. Jiné hrany do grafu neptidame.

Z definice vyplyva, ze stupen vrcholu a; je pocet ¢isel, ktera se nevyskytuji v i-tém sloupci.
Pro vsechna i je tedy tento stupen n — k. Stupen vrcholu j je potom pocet sloupci, ve kterych
neni j obsazeno. Avsak j je obsazeno v kazdém z k radkl pravé jednou a v zadném sloupci se
nenachéazi dvakrat. Je tedy obsazeno v k sloupcich, a proto je stupen j pro vsechna j také roven
n—k.

Méme tedy bipartitni graf, jehoz vSechny vrcholy maji stupen n — k. Ukazme, ze G spliuje
podminky Hallovy véty. Vezméme libovolnou m-prvkovou podmnozinu A a oznac¢me ji X. Pak
z X vychazi pfesné m(n — k) hran, které vedou do N(X). Kazdy vrchol v N(z) ma ale stupen
n — k, takze mlze z téchto hran ,pfijmout® nejvyse n — k. Proto musi byt v N(X) alespoii m
vrchold, ¢imz mame splnény podminky Hallovy véty.

Navic trivialng |A| = |B|, tudiz existuje perfektni parovani grafu G. Nyni mtzeme doplnit
dalsi fadek obdélniku tak, Ze na jeho i-tou pozici umistime ¢islo, které je v grafu G sparované
s a;. Vznikly obdélnik pak zustane latinsky. [l

Jesté muzeme prozradit, Zze pokud nalezneme dostatek latinskych ctverci splnujicich pod-
minku ortogonality??, umime z nich nepiimo vytvofit kéd odolny viéi nékolika mélo chybam
pfi pfenosu. Timto bychom se ale prilis vzdalili od grafii, proto se jimi vic zabyvat nebudeme.

K zavéru

Témito fadky se s Tebou rozlou¢ime. Tési nas, ze jsme Té neztratili nékde v prubéhu a zZe ses
zdérné docetl(a) az sem.
Podobné jako v prvnim dilu, i ted nabizime feseni cvic¢eni pro kontrolu:

4. x(Kn) = n, X'(Kn) = n pro liché n a n — 1 pro sudé n; x(Cr) = x’(Cr) = 3 pro liché n a 2
pro sudé n; x(Pn) = x'(Pn) = 2; x(Qn) = 2, X'(Qn) = n.

6. Jsou to pravé kruznice.

Vétime, ze se Ti tento dil libil, a pfejeme hodné stésti v soutézni sérii. Doufame v opétovné
setkdni nad zévéreénym dilem, kde se podivame na mlady, ale hezky svét prunikovych grafu.

29Volné Feceno: dva &tverce jsou ortogonding, pokud ,prichodem* vsech soufadnic étverce a
zapsanim dvojic hodnot z obou ¢tverciit na daném misté dostaneme vSech n? moznych dvojic.
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2. podzimni série — KruZnice

VYSLEDKOVA LISTINA

el
|
PN R RRAR

ju
e®

11.-13.
11.-13.
11.-13.
14.-15.
14.-15.
16.
17.-19.
17.-19.
17.-19.
20.
21.
22.
23.
24.—26.
24.-26.
24.—26.
27.
28.-30.
28.-30.
28.-30.
31.-32.
31.-32.
33.
34.
35.
36.
37.—-38.
37.—-38.
39.

Eduard
Jan
Radovan
Pavel
Filip
Danil
Adam
Victoria Maria
Lenka
Nina
Denisa
Martin
Jiri
Zuzana
Martin
Ondrej
Marie
Lucie
Michal
Radek
Jan
Vaclav
Vojtech
Anna
Martin
Radek
Tomas
Tomas
Ondrej
Jakub
Adéla
Lucien
Vojtech
Zuzana
Anh
Karolina
Jan
Jana
Markéta

Batmendijn
Soukup
Svarc
Turek
Bialas
Kozevnikov
Mendl
Najares Romero
Kopfova
Hronkovicova
Chytilova
Strnad

Vala
Johanovska
Stevko
Knopp
Dohnalova
Hronova
Topfer
Olsak
Skvara,
Steinhauser
Lukes
Gajdova
Vrabec
Zikmund
Konecny
Domes
Lomicky
Loéwit
Kostelecka
Sima

Lanz
Svobodova
Le Hoang
Kuchynova
Gocnik
Rezabkové
Horova

W W W WWHF WWWNNNDE R R WHFERARODNNNFEOWRRFRRBRORFRORFNDNR &M

CGStLuboviia ——-55555
G Klatovy 3--55555
G CTiebova 3--55555
GTomkovaOL 33355555
GOpatovPH -3-55554
GKepleraPH 33-5555—
GCoubTabor 33345-5-—
GZborovPH 33355150
CZSSL HnM 33355 ——
G Partizan -3355553
GJSkodyPR  33355-——

G Dobfis 33355———
G Mikulov 33355———
GOpatovPH 33-55151
GAlejKosic 33-551--
G Trfebon -3-55-50
GNadKavaPH 33355-———
GJaroseBO 33355———

GJPekaieMB 333-5-50
GMensaPH 33——-5-5—
GJSkodyPR  33-5545-
ZSVranéNVl 333551 ——
G LPika PL 33-55-50
G ValMez 33-55-5-
GMRSKosice 3335525—
G HavlBrod 33355-51
GlJirsikaCB 33355———
MendelG OP  332-5-5-—
G Plasy 332-5-5-
GCeskoliPH 33355-54
GLesniZlin 33355———
PORG PH 33355———
GZborovPH 333351——
G FrydINOs 33355-5—
GJaroseBO 33355———
GMLerchaBO 33355-54
GJSkodyPR  33354-——
PORG PH 33215-5—
GMikul23PL  33355-———

25
25
25
25
24
23
20
21
19
23
19
19
19
21
17
18
19
19
19
16
22
19
21
21
21
21
19
18
18
22
19
19
17
21
19
22
18
18
19

+1

— 21

25,00
25,00
25,00
25,00
24,31
24,27
23,51
23,35
23,11
23,00
22,43
22,43
22,43
22,17
22,17
21,88
21,52
21,52
21,52
21,48
21,46
21,40
21,35
21,00
21,00
21,00
20,98
20,84
20,84
20,84
20,63
20,63
20,58
20,46
20,14
20,11
19,83
19,83
19,74
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40.
41.
42.
43.
44.
45.—48.
45.—-48.
45.—48.
45.—48.
49.
50.
51.
52.
53.—54.
53.—54.
55.
56.
57.
58.
59.-61.
59.—61.
59.-61.
62.
63.—66.
63.—66.
63.—66.
63.—66.
67.
68.
69.
70.—73.
70.-73.
70.-73.
70.-73.
74.
75.
76.
7T.
78.
79.
80.
81.-83.
81.—-83.
81.-83.
84.
85.
86.
87.
88.
89.
90.-93.

Jaromir
Jan
Vojtéch
Veronika
Daniel
Petr
Pavel
Simon
Jaroslav
Martin
Marian
Marek
Viktor
Matej
Hedvika
Jan
Ondrej
Daniel
Katefina
Samuel
Kamila
Jan
Vaclav
Soria
Vladimir
Jifi
Viktor
Stépan
Daniel
Anh Minh
Ales
Dominika
Pavel
Zuzana
Vit
Stefan
Michaela
Marian
Tomas
Tomas
Katarina
Michal
Jozef
Ondrej
Pavel
Dominik
Pavla
Peter
Leos
Alena
Nodari

Mielec
Jurka
Suchanek
Hladikova
Pistak
Gebauer
Hudec
Karch
Paidar
Surma
Poljak
Cerny
Némecek
Konecny
Ranosova
Pekar
Darmovzal
Kopf
Nova
Karaba
Kyzlikova
Sorm
Rozhon
Buresova
Lukacko
Nabélek
Szabo
Prochazka
Barta
Tran
Kreil
Levicka
Mysicka
Urbanova
Kalisz
Hollan
Brabcova
Poppr
Terem
Kuzma
Krajciova
Bubenik
Burkus
Svoboda
Skliba
Krasula
Novakova
Macko
Smetana
Zahradnickova
Gogatishvili

I N I I I I I R N N R B I I S N R R N N U e e S N N N N s T L S N Y

GVolgogrOS
GMLerchaBO
GJaroseBO
GMikul23PL
GZborovPH
G Maélnik
GJarkovPH
G KomHavif
SPSMasarLI
GJWolkraPV
GJSkodyPR
G Chrudim
GJMasar JI
G Jirov CB
GBudéjovPH
GJPekareMB
GJaroseBO
SlezkéG OP
G Vimperk
SSNvh
GZborovPH
GJaroseBO
GlirsikaCB
GHeyrovPH
GVarZilina
G Bilovec
GJHroncaBA
GSRandyJN
GChodoviPH
GJaroseBO
G Humpolec
GMRSKosice
G Céslav
GUBalvanJN
FSG Pirna
G Bytca

G Jirov CB
GJNerudyPH
GTajBanBys
GJHroncaBA
GAlejKosic
BiskG Brno
G Roznava
GJaroseBO
GDasickaPA
G Krnov
GJaroseBO
SpMNDaG BA
G Jaromér
GKftenovaBO
GZborovPH

33355———
33355-5—
33355-5—
-3354-1-
33-55-5-
323-51—-—
33-35———
3—-—-5150
13--5-5—-
33355-5—
33255———
33355——-—
33-55-53
3335525~
333-5———
3310510~
33355———
33-55——-—
333-51-—-
3300510—
332-4-0-
33355——-—
33355———
33-——-5——-—
330-5——-—
33-—-5-——-
33--5--0
313-5-5-
301050—-—
333-5--0
333-3-00
13215-5—
-—=-55150
331-5-0-
33--5021
333-1——~
333-5——-—
33315153
3——-55-——-—
333-5——-
33355——-—
33-05-0-
33-0500-
33-——-5-——-
33--5-0-
332-5——-
331-5——-—

19
21
21
16
21
14
14
14
14
21
18
19
21
21
14
13
19
16
15
12
12
19
19
11
11
11
11
17

14
12
16
16
12
14
10
14
19
13
14
19
11
11
11
11
13

10

—1

19,73
19,62
19,39
19,37
19,33
19,28
19,28
19,28
19,28
19,09
19,05
18,87
18,86
18,67
18,67
18,52
18,27
18,15
18,06
17,70
17,70
17,70
17,10
16,83
16,83
16,83
16,83
16,45
16,42
16,36
16,00
16,00
16,00
16,00
15,93
15,89
15,76
15,61
15,43
15,32
15,15
15,05
15,05
15,05
14,79
14,52
14,47
14,27
14,05
14,00
13,81



90.-93.
90.-93.
90.-93.
94.
95.-97.
95.-97.
95.-97.
98.-99.
98.-99.
100.—101.
100.-101.
102.

103.

104.
105.-106.
105.-106.
107.
108.-109.
108.-109.
110.

111.

112.

113.
114.-117.
114.-117.
114.-117.
114.-117.
118.

119.
120.-123.
120.-123.
120.-123.
120.-123.
124.

125.

126.
127.—-128.
127.-128.
129.-131.
129.-131.
129.-131.
132.

133.
134.-137.
134.-137.
134.-137.
134.-137.
138.
139.-140.
139.-140.
141.

Matej
Barbora
Kristina
Jakub
Noemk
Zdenék
Vaclav
Sara
Martin
Eliska
Filip
Zuzana
Stano
Markéta
Lukas
Marek
Michaela
Lucia
Matus
Jakub
Barbora
Ondrej
Petr

Jan
Zuzana
Marek
Lukas
Timotej
Frantisek
Richard
Soria
David
Sarka,
Michal
Jakub
Lukas
Daniel
Veronika
David
Martin
Martin
Anezka
Jakub
Alzbéta
Borek
Anezka
Iva
Jakub
Miroslav
Martin
Filip

Hockicko
Mouleova
Szabova
Hledik
Kuzelova
Lukes
Malek
Elichova
Hubata
Cejnarova
Chudoba
Tréglova
Sipka
Calabkova
Frunék
Maly
Jakesova
Klasova
Varhanik
Maténa
Sedlakova
Zeman
Jakubcik
Dittrich
Frankovska
Jaros

Zib

Sujan
Couf
Hladik
Lisnikova
Uchac
Vavreckova
Porubsky
Seveik
Kubacki
Magula
Venclova
Pokorny
Scheubrein
Zahradnicek
Michalkova
Martak
Neubauerova
Pozar
Soukupova
Svecova
Dostal
Mares
Repcik
Oplt

N B R NDFERFRRFRWWEREWWHFFRNWWRNDNNDNDDND WWWWWFE AR BRWFEFRFWNNR WNRE P OOWWWk HRFE=

SSOSTA PP
G Plasy
GVarZilina
GSRMRSkuteé
GBalbinaHK
GNeumannZR
G Chotébor
GKepleraPH
GMikul23PL
G Jaromér
PORG PH

G Zatec
GKukucPopr
GJSkodyPR
GLesniZlin

G Neratov
GJaroseBO

G Gross BA
G Bytca
GCeskoliPH
GKonstanPV
G Lovosice
PORG PH
GJaroseBO
GJHroncaBA
GJM Gal
GPisnickPH
GJaroseBO
GZborovPH
GaOA MarLaz
GBezruc¢eFM
EDUCA PAR
GBezruc¢eFM
GCyMeNitra
GKukuc¢Popr
GNadKavaPH
PiarGNitra

G Chrudim

G Bucovice

G MasNamTR
GSlapanice
GaSOS Tel¢
G GolNitra
GNadKavaPH
G Rakovnik
SPSchemBrno
GJMasar JI
SlovanG OL
GBudéjovPH

GBudéjovPH

030-5-0-
3———5-———
_3__§5_—_
33-55——-—
33-050-0
33--5-00

33005——-
3305———-—

30001--0
300-1———

8
8
8
16
11
11
11
6
6
7

N

13,81
13,81
13,81
13,78
13,47
13,47
13,47
13,03
13,03
12,64
12,64
12,46
12,45
12,14
11,89
11,89
11,39
11,38
11,38
11,22
11,00
10,64
10,31
10,30
10,30
10,30
10,30
10,22
9,82
9,48
9,48
9,48
9,48
9,17
9,06
8,93
8,48
8,48
8,00
8,00
8,00
7,77
7,46
6,79
6,79
6,79
6,79
6,76
6,00
6,00
5,27
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142.
143.
144.-145.
144.-145.
146.
147.
148.
149.
150.-151.
150.—151.

38

Matej
Premysl
Jan

Pal

Petr
Emese
Tereza
Petr
Adam
Daniela

Coufal
Stastny
Brablik
Somogyi
Gintar
Szabd
Raskova
Bartos
Doubrava
Hrbacova

G HavlBrod
G Zamberk
GJaroseBO
GIM Samorin
MendelG OP
GZKMJ Gal
GTomkovaOL
OpenGate
GMasarykKM
WichtG OS

: S 3
G 3
: S 3
G 3
3-———0-- 3
Y. S 3
: S 3
1000-———— 1
——0————— 0
-—00-00- 0

5,19
5,04
4,23
4,23
4,21
3,00
2,90
1,00
0,00
0,00



3. podzimni série — Kongruence

VYSLEDKOVA LISTINA
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Eduard
Filip
Radovan
Pavel
Lenka
Danil
Jakub
Martin
Vojtéch
Victoria Maria
Veronika
Vaclav

. Jiri

Vojtéch

. Jan
. Lucien

Anh

. Marian
. Matéj
. Ales
. Adéla
22.—23.
22.—23.
24.
25.
26.
27.—28.
27.—28.
29.
30.-31.
30.—-31.
32.
33.—34.
33.—-34.
35.-37.
35.-37.
35.-37.
38.—39.
38.—39.

Jan
Stepan
Daniel
Daniel
Ondrej
Adam
Matej
Katefina
Jan
Jana
Tomas
Marie
Richard
Matej
Pavel
Jaroslav
Nina
Zuzana

Batmendijn
Bialas
Svarc
Turek
Kopfova
Kozevnikov
Loéwit
Stevko
Lanz

Najares Romero

Hladikova
Steinhauser
Vala
Suchanek
Jurka

Sima,

Le Hoang
Poljak
Konecny
Kréil
Kostelecka
Skvara
Yakimov
Magula
Kopf
Darmovzal
Doubrava
Hasala
Nova
Gocnik
Rezabkové
Konecny
Dohnalova
Hladik
Hockicko
Hudec
Paidar
Hronkovicova
Johanovska

WHER P FFNNNWWNOOPR WKHE R PRWNDARWRWWERFEFFEFNRERFROWREONKRNDKR®

CGStLubovria
GOpatovPH
G CTiebova
GTomkovaOL
CZSSL HnM
GKepleraPH
GCeskoliPH
GAlejKosic
GZborovPH
GZborovPH
GMikul23PL
ZSVranéNV1
G Mikulov
GJaroseBO
GMLerchaBO
PORG PH
GJaroseBO
GJSkodyPR
G Jirov CB
G Humpolec
GLesniZlin
GJSkodyPR

PiarGNitra
SlezkéG OP
GJaroseBO
GMasarykKM
7S Teplice

G Vimperk
GJSkodyPR
PORG PH
GlirsikaCB
GNadKavaPH
GaOA MarLaz
SSOSTA PP
GJarkovPH
SPSMasarLI
G Partizan
GOpatovPH

-—-—-55555
-—-55555
--355555
33355555
3-35556——
3-355513
33355545
313355——
3335552~
32355411
3-3555——
333555——
333-55——
3335555~
3335555~
333555——
31355510
333555~
33355553
333-556——
312555——
3-35552~
33-5550—
332-53—-
33-355-——
-33555——
3-1-55-——
31--55—-
323055——
33345——-
323155——
31355——-
333052——
33--556——
31--55-——
322-25——
22--550-
333-556——
33--55-1

25
25
25 +1
25
21
21+
24 — 1
19
21
20
21
21
19
23
23
21
21
21
23
19
20
21
21
16
19
21
14
14
18
18
18
17
16
16
14
14
14
19
17

25,00
25,00
25,00
25,00
23,88
23,54
23,18
23,11
23,04
22,86
22,79
22,71
22,43
22,27
22,22
22,17
21,83
21,68
21,63
21,52
21,41
21,00
21,00
20,67
20,63
20,46
20,44
20,44
20,43
19,83
19,83
19,44
19,37
19,37
19,28
19,28
19,28
19,00
19,00

39



40

40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.-52.
50.—52.
50.-52.
53.-55.
53.-55.
53.-55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.—62.
61.—62.
63.—65.
63.—65.
63.—65.
66.
67.
68.
69.
70.-71.
70.-71.
72.
73.
74.-76.
74.-76.
74.-76.
77.
78.-79.
78.-79.
80.
81.
82.
83.
84.—-85.
84.-85.
86.
87.
88.
89.
90.

Viktor
Vit
Tomas
Ondfrej
Karolina
Dominik
Jan
Ondfrej
Radek
Vaclav
Jozef
Ondfrej
Marek
Nodari
Samuel
Kamila
Petr
Markéta
Martin
Jan
Jakub
Anna
Michal
Filip
Denisa
Lucia
Stépan
Vojtéch
Markéta
Martin
Eliska
Viktor
Adam
Barbora
Marek
Stano
Anh Minh
Zuzana
Daniel
Peter
Ondfrej
Jan

Jan

Pal

Petr
Vladimir
Pavel
Jakub
Hedvika
Daniel
Jiri

Némecek
Kalisz
Domes
Knopp
Kuchynova
Krasula
Sorm
Zeman
Olsak
Rozhon
Burkus
Lomicky
Maly
Gogatishvili
Karaba
Kyzlikova
Jakubcik
Calabkova
Surma
Soukup
Sevéik
Gajdova
Topfer
Chudoba
Chytilova
Klasova
Prochazka
Lukes
Horova
Vrabec
Cejnarova
Szabo
Mendl
Mouleova
Murin
Sipka
Tran
Svobodova
Barta
Macko
Svoboda
Dittrich
Knizek
Somogyi
Gebauer
Lukacko
Mysicka
Martak
Ranosova
Pistak
Nabélek

GJMasar JI
FSG Pirna
MendelG OP
G Tiebon
GMLerchaBO
G Krnov
GJaroseBO
G Lovosice
GMensaPH
GlirsikaCB
G Roznava
G Plasy

G Neratov
GZborovPH
SSNvh
GZborovPH
PORG PH
GJSkodyPR
GJWolkraPV
G Klatovy
GKukucPopr
G ValMez
GJPekareMB
PORG PH
GJSkodyPR
G Gross BA
GSRandyJN
G LPika PL
GMikul23PL
GMRSKosice
G Jaromér
GJHroncaBA
GCoubTébor
G Plasy
GJHroncaBA
GKukucPopr
GJaroseBO
G FrydINOs
GChodoviPH
SpMNDaG BA
GJaroseBO
GJaroseBO
G Strakon
GIM Samorin
G Maélnik
GVarZilina
G Caslav

G GolNitra
GBudéjovPH
GZborovPH
G Bilovec

33-555——
313-55——
233-52——
321-52——
33355511
313-55——
333-55—-
33345—-——
. __B5H_—
333-55-——
203-44——
31--54—-—
323-5—-——-
3———44—-
312-5—-——-
312-5—-——
3135———-
33355—-———
33355———
-335552-
31--55—-
333-521-
313-50--
3115————
311-5—-——
311-5—-——-
3-3-55-——
333-5———
333-5-———
333051—-

22--55——
31002—-—-—

2-3-51--
212040-0

21
17
15
13
21
17
19
18
10
19
13
13
13
11
11
11
12
19
19
21
14
16
12
10
10
10
16
14

18,86
18,65
18,59
18,52
18,30
18,28
17,70
17,43
17,11
17,10
16,90
16,90
16,90
16,83
16,83
16,83
16,78
16,64
16,54
16,52
16,26
16,00
16,00
15,89
15,89
15,89
15,42
15,12
15,03
15,00
14,89
14,89
14,27
13,81
13,47
13,47
13,47
13,06
13,03
13,03
13,00
12,45
11,53
11,39
11,38
11,38
11,00
10,78
10,58
10,34
10,00



91.

92.
93.-94.
93.-94.
95.

96.
97.—98.
97.—98.
99.-100.
99.-100.
101.-103.
101.-103.
101.-103.
104.

105.

106.
107.—108.
107.-108.
109.

110.

111.

112.

113.
114.-115.
114.-115.
116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

Jakub
Ondrej
Lucie
Leos
Petr
Barbora
Alzbéta
Anezka
Sara
Martin
Dominika
Emese
Tomas
Lukas
Karel
Jaromir
Zuzana
Stefan
Zuzana
Michaela
Jakub
Michaela
Jiri
Andrej
Adéla
Martin
Timotej
Alena
Kristyna
Sarah
Kristina
Lucie

Hledik
Binovsky
Hronova
Smetana
Gintar
Sedlékova
Neubauerova
Soukupova
Elichova
Hubata
Levicka
Szabéd
Terem
Kubacki
Jilek
Mielec
Frankovska
Hollan
Tréglova
Jakesova
Kvasil
Brabcova
Cech
Cermak
Zvérinova
Scheubrein
Sujan
Zahradnickova
Sudomova
Jedlickova
Szabova
Janstova

N Wk WWHE B WNWNRFE WNRNWRROOKR R WNDN BB

GSRMRSkuteé
GAnMeTr
GJaroseBO

G Jaromér
MendelG OP
GKonstanPV
GNadKavaPH
SPSchemBrno
GKepleraPH
GMikul23PL
GMRSKosice
GZKMJ Gal
GTajBanBys
GNadKavaPH
GKepleraPH
GVolgogrOS
GJHroncaBA
G Bytca

G Zatec
GJaroseBO
GMozartovaPA
G Jirov CB

G Strakon
GJF Sala
GJitiPodéb

G MasNamTR
GJaroseBO
GKienovaBO
GValasKlob
GJaroseBO
GVarZilina
SlovanG OL

31--53--

9,73
9,61
9,48
9,48
9,14
9,00
8,48
8,48
8,34
8,34
8,00
8,00
8,00
7,65
7,42
6,80
6,79
6,79
6,33
5,53
5,27
5,09
4,90
4,89
4,89
4,23
4,19
4,00
3,53
2,76
2,67
1,91

41



1. seridlova série — Letem grafovym

VYSLEDKOVA LISTINA
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34.—36.
34.-36.
34.-36.
37.
38.
39.

Eduard
Filip
Frantisek
Matej
Radovan
Pavel
Viktor
Zuzana
Danil
Jan
Vaclav
Marie
Tomas
Petr
Jakub
Karolina
Lucien
Victoria Maria
Radek
Anna
Pavel
Lenka
Jan
Vojtéch
Marek
Michal
Jan

Jan

Anh Minh
Richard
Kateiina
Tomas
Jakub
Daniel
Jana
Tomas
Vit
Marian
Nina

Batmendijn
Bialas

Couf
Konecny
Svarc
Turek
Némecek
Johanovska
Kozevnikov
Jurka
Rozhon
Dohnalova
Domes
Gebauer
Loéwit
Kuchynova
Sima

Najares Romero

Olsak
Gajdova
Hudec
Kopfova
Soukup
Lukes
Murin
Topfer
Sorm
Skvara
Tran
Hladik
Nova
Konecny
Hledik
Kopf
Rezabkové
Terem
Kalisz
Poljak
Hronkovicova

W W WWW R NDNNDNWR WNWWR OB OFWEARWFNDNEB® B FWERNBBNDNDS

CGStLubovnia
GOpatovPH
GZborovPH
G Jirov CB

G CTiebova
GTomkovaOL
GJMasar JI
GOpatovPH
GKepleraPH
GMLerchaBO
GlJirsikaCB
GNadKavaPH
MendelG OP
G Mélnik
GCeskoliPH
GMLerchaBO
PORG PH
GZborovPH
GMensaPH

G ValMez
GJarkovPH
CZSSL HnM
G Klatovy

G LPika PL
GJHroncaBA
GJPekareMB
GJaroseBO
GJSkodyPR
GJaroseBO
GaOA MarLaz
G Vimperk
GlirsikaCB
GSRMRSkuteé
SlezkéG OP
PORG PH
GTajBanBys
FSG Pirna
GJSkodyPR
G Partizan

555
555
555
555
555
555
555
535
525
535
535
5-5
523
503
525
525
522
520
501
334
42—
5 _ _
525
5-3
421
510
522
521
5-1
5 _ _
5-0
5 _ _
521
5-0
311
5 _ _
032
5-0
5-1

svétem 1

15+ 24
15

15
15 + 3¢
15
15+
15 -1
13+1
12
13 + 3¢
13 +1
10 + 24
10
8+1

Ut Ot Ot Ut Ut oo Ut UtUtO 0O O]
+
=

+1

o

15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
15,00
14,54
13,80
13,77
13,34
12,59
12,32
11,93
11,47
10,98
10,39
10,36
10,34
10,26
10,00
9,54
9,45
9,00
8,68
8,48
8,43
8,02
8,00
7,47
7,36
7,26
6,76
6,62
6,40
6,40
6,40
6,13
6,03
6,00



40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.—54.
53.—54.
55.—61.
55.—61.
55.—61.
55.—61.
55.—61.
55.—61.
55.—61.

Zuzana
Markéta
Martin
Veronika
Ondrej
Dominik
Ondrej
Adéla
Pavel
Vojtéch
Daniel
Vojtéch
Jan
Jaroslav
Jiri

Ales
Dominika
Daniel
Marek
Hedvika
Vaclav
Emese

Svobodova
Calabkova
Vrabec
Hladikova
Zeman
Krasula
Knopp
Kostelecka
Mysicka
Suchanek
Pistak
Lanz
Dittrich
Paidar
Vala

Kréil
Levicka
Magula
Maly
Ranosova
Steinhauser
Szabéd

BN = RN R W W R W NGB NGB RW

G FrydINOs
GJSkodyPR
GMRSKaosice
GMikul23PL
G Lovosice
G Krnov

G Ttebon
GLesniZlin
G Céslav
GJaroseBO
GZborovPH
GZborovPH
GJaroseBO
SPSMasarLI
G Mikulov
G Humpolec
GMRSKaosice
PiarGNitra
G Neratov
GBudéjovPH
ZSVranéNV1
GZKMJ Gal

5-1
520
5-0
030
5 _ _
301
0-2
3-0
40—
5 —
5 _ _
0-2
002
010
0-1
--0
000
-00
0-0
0-0
--0
—0-

6
7

L ot
_l’_
.
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5,46
5,33
5,27
4,90
4,81
4,76
4,43
4,07
4,00
3,94
3,91
3,81
2,80
2,51
2,51
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00

43



Poradi po 3. podzimni sérii
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I
|

COLIRID A oo

1

Eduard
Radovan
Pavel
Filip
Danil
Lenka
Victoria Maria
Viktor
Jakub
Matej
Zuzana
Jan
Lucien
Marie
Radek
Tomas
Pavel
Tomas
Jan
Vaclav
Karolina
Jan

Jiri
Vojtech
Michal
Nina
Martin
Marian
Veronika
Ondrej
Vojtéch
Adéla
Jana
Anna
Vojtéch
Daniel
Katefina
Petr
Jaroslav
Vit

Batmendijn
Svarc
Turek
Bialas
Kozevnikov
Kopfova

Najares Romero

Némecek
Loéwit
Konecny
Johanovska
Jurka
Sima
Dohnalova
Olsak
Domes
Hudec
Konecny
Skvira
Rozhon
Kuchynova
Soukup
Vala

Lanz
Topfer
Hronkovicova
Stevko
Poljak
Hladikova
Knopp
Suchanek
Kostelecka
Rezabkova
Gajdova
Lukes
Kopf
Nova
Gebauer
Paidar
Kalisz

WHEFFEFNWWRAWWRFNWORNFEFREARARPRBRNREFNONWRARWEARWHRHFORENDINR K

CGStLubovnia
G CTiebova
GTomkovaOL
GOpatovPH
GKepleraPH
CZSSL HnM
GZborovPH
GJMasar JI
GCeskoliPH
G Jirov CB
GOpatovPH
GMLerchaBO
PORG PH
GNadKavaPH
GMensaPH
MendelG OP
GJarkovPH
GlJirsikaCB
GJSkodyPR
GlJirsikaCB
GMLerchaBO
G Klatovy

G Mikulov
GZborovPH
GJPekareMB
G Partizan
GAlejKosic
GJSkodyPR
GMikul23PL
G Ttebon
GJaroseBO
GLesniZlin
PORG PH

G ValMez

G LPika PL
SlezkéG OP
G Vimperk

G Meélnik
SPSMasarLI
FSG Pirna

252525 15
25252515
252525 15
2524 2515
23242414
232324 9
21232310
25191915
21212311
1919 22 15
192219 14
1720 22 13
19 21 22 10
182219 12
22211710
192119 12
22191910
222119 7
192121 8
22171713
202018 10
18 25 17
2122 22
212123
22 22 16
19 23 19
2122 23
19 19 22
1919 23
212219
20 19 22
192121
19 20 20
18 21 16 10
192115 9
181821 6
171820 7
19191111
201919 3
201619 6

S 0 WO

S NS

90,00
90,00
90,00
89,31
84,52
79,55
77,72
77,26
75,84
74,34
73,97
72,38
72,16
70,98
70,87
70,73
69,98
69,60
69,46
68,96
68,91
68,73
68,04
68,01
67,47
67,00
66,35
65,81
65,65
65,50
65,32
65,11
65,06
65,00
64,04
63,33
63,18
61,41
61,07
60,22

278
1029
463
328
85
80
98
415
511
447
74
269
72
71
87
71
70
213
69
280
441
780
68
196
67
67
66
189
66
66
246
65
65
65
206
63
159
61
61
116



41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.
77.
78.
79.
80.
81.
82.
83.
84.
85.
86.
87.
88.
89.
90.
91.

Zuzana
Vaclav
Jan
Martin
Dominik
Anh
Ales
Samuel
Denisa
Jan
Adam
Richard
Ondrej
Ondrej
Kamila
Anh Minh
Daniel
Markéta
Jozef
Peter
Hedvika
Viktor
Stépan
Matej
Lucia
Markéta
Daniel
Ondiej
Petr
Pavel
Daniel
Marek
Jiri
Filip
Jaromir
Lucie
Eliska
Vladimir
Jan
Nodari
Jakub
Martin
Tomas
Jakub
Barbora
Marek
Zuzana
Stefan
Stano
Simon
Soria

Svobodova
Steinhauser
Sorm
Surma
Krasula
Le Hoang
Kreil
Karaba
Chytilova
Gocnik
Mendl
Hladik
Darmovzal
Lomicky
Kyzlikova
Tran
Barta
Horova
Burkus
Macko
Ranosova
Szabo
Prochazka
Hockicko
Klasova
Calabkova
Magula
Svoboda
Jakubdcik
Mysicka
Pistak
Maly
Nabélek
Chudoba
Mielec
Hronova
Cejnarova
Lukacko
Dittrich
Gogatishvili
Hledik
Vrabec
Terem
Sevéik
Mouleova
Murin
Tréglova
Hollan
Sipka
Karch
Buresova

H R WHFEFNWRFRFWRWRWRARRARFEFWRHFFEFNNFFAEFNWRFEFNDNFERRFRRFRARFFRPONWOWFNANOWHFRFNWNRWRW

G FrydINOs
ZSVranéNV1
GJaroseBO
GJWolkraPV
G Krnov
GJaroseBO
G Humpolec
SSNvh
GJSkodyPR
GJSkodyPR
GCoubTéabor
GaOA MarLaz
GJaroseBO
G Plasy
GZborovPH
GJaroseBO
GChodoviPH
GMikul23PL
G Roznava
SpMNDaG BA
GBudéjovPH
GJHroncaBA
GSRandyJN
SSOSTA PP
G Gross BA
GJSkodyPR
PiarGNitra
GJaroseBO
PORG PH

G Céslav
GZborovPH
G Neratov

G Bilovec
PORG PH
GVolgogrOS
GJaroseBO
G Jaromér
GVarZilina
GJaroseBO
GZborovPH
GSRMRSkuteé
GMRSKosice
GTajBanBys
GKukucPopr
G Plasy
GJHroncaBA
G Zatec

G Bytca
GKuku¢Popr
G KomHavir
GHeyrovPH

2020 13
1521 23
1518 18
2219 17
18 15 18
14 20 22
18 16 22

ot | 00 O Ut

(=]

211817 -

17 22 16
1520 20
16 24 14
18 9 19

1518 20 —

16 21 17
1918 17
1416 13

2016 13 —

1520 15

181517 —

221413
191911
1717 15
16 16 15
1514 19
191116
1212 17
17 8 21
181513
18 10 17
1416 11
1119 10
16 12 17
18 17 10
16 13 16
1820 7
1322 9
16 13 15
151711
17 10 12
11 14 17
1214 10
- 2115
1115 8
15 9 16
1314 14
18 - 13
2112 6
1716 7
121213
1919 -
2117 —

w |

[o NG EEN |

59,44
58,93
58,90
57,52
55,84
55,65
55,29
55,20
55,15
55,09
54,20
53,98
53,83
53,74
53,05
51,77
49,89
49,80
49,72
49,47
48,68
48,55
48,32
47,98
46,55
46,25
45,98
45,82
45,55
45,00
44,91
44,79
44,53
44,42
44,41
44,00
43,42
43,10
42,82
42,02
41,82
41,27
41,22
40,64
40,26
40,10
40,03
39,51
38,37
38,36
38,13

350
318
416
352
387
148
55
55
55
55
54
54
121
54
53
52
50
200
50
49
130
49
89
48
47
325
46
46
158
45
520
45
45
44
420
44
43
43
43
42
246
41
41
55
40
40
117
40
38
38
38

45
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92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.
100.
101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.
108.
109.
110.
111.
112.
113.
114.
115.
116.
117.
118.
119.
120.
121.
122.
123.
124.
125.
126.
127.
128.
129.
130.
131.
132.
133.
134.
135.
136.
137.
138.
139.
140.
141.
142.

Radek
Martin
Zuzana
Sara
Leos
Marek
Jan
Matej
Marian
Adam
Tomas
Kristina
Katarina
Alena
Zuzana
Ondrej
Jakub
Jakub
Lukas
Vaclav
Jan
Anezka
Timotej
Lukas
Michal
Barbora
Pavla
Zdenék
Iva
Michaela
Lukas
Martin
Alzbéta
Frantisek
Pal

Filip
Sarka,
Martin
Dominika
Matus
Borek
Noemk
Premysl
Sorna
David
Veronika
Martin
Stepan
Michaela
Michal
Tomas

Zikmund
Strnad
Frankovska
Elichova
Smetana
Cerny
Pekar
Hasala
Poppr
Doubrava
Kuzma
Szabova
Krajciova
Zahradnickova
Urbanova
Zeman
Mateéna
Martak
Kubacki
Malek
Knizek
Soukupova
Sujan
Frunék
Bubenik
Sedlakova
Novakova
Lukes
Svecova
Jakesova
Zib
Scheubrein
Neubauerova
Couf
Somogyi
Oplt
Vavreckova
Zahradnicek
Levicka
Varhanik
Pozar
Kuzelova
Stastny
Lisnikova
Kozina
Venclova
Hubata
Yakimov
Brabcova
Porubsky
Macek
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G HavlBrod
G Dobris
GJHroncaBA
GKepleraPH
G Jaromér

G Chrudim
GJPekareMB
7S Teplice
GJNerudyPH
GMasarykKM
GJHroncaBA
GVarZilina
GAlejKosic
GKftenovaBO
GUBalvanJN
G Lovosice
GCeskoliPH
G GolNitra
GNadKavaPH
G Chotébor
G Strakon
SPSchemBrno
GJaroseBO
GLesniZlin
BiskG Brno
GKonstanPV
GJaroseBO
GNeumannZR
GJMasar JI
GJaroseBO
GPisnickPH
G MasNamTR
GNadKavaPH
GZborovPH
GIM Samorin
GBudéjovPH
GBezruc¢eFM
GSlapanice
GMRSKaosice
G Bytca

G Rakovnik
GBalbinaHK
G Zamberk
GBezruceFM
SPSEIT BO
G Chrudim
GMikul23PL

G Jirov CB
GCyMeNitra
G Nachod

1721 — —
15 22
20 10
1513
13 14
1719 - -
1719 - -
14 - 20 -
1816 — —
13 0 20 —
1815 — —
1714 3 -
1815 — —
1514 4 -
1716 — —
- 1117 5
2111 — —
137
14 9
17 13
19 - 12 —
157 8

1510 4 —
1712 - —
1315 — -
8119 -
1314 - -
1313 - -
207 —
9116 —
1510 —
13 8 4 —

© 0 3 |

®

38,00
37,32
36,92
36,76
36,53
35,71
35,35
34,71
33,92
33,47
33,46
33,31
33,06
33,00
32,90
32,88
32,55
31,09
31,06
30,74
30,18
30,16
29,76
28,79
28,05
28,00
27,94
26,94
26,79
26,09
25,73
25,70
25,27
24,82
24,79
24,64
24,53
24,27
24,00
22,76
22,68
22,64
22,53
22,48
22,43
22,29
21,37
21,00
20,85
20,56
20,12

38
37
37
37
37
47
35
35
471
33
156
33
536
33
33
56
54
104
115
31
60
30
40
29
28
28
28
27
27
26
26
26
25
505
25
25
25
24
24
23
23
23
70
22
22
22
21
21
98
21
20



143.
144.
145.
146.
147.
148.
149.-152.
149.-152.
149.-152.
149.-152.
153.
154.
155.
156.
157.
158.-159.
158.—159.
160.
161.
162.
163.—164.
163.—164.
165.—167.
165.—167.
165.—167.
168.
169.-172.
169.-172.
169.-172.
169.-172.
173.
174.
175.
176.
177.
178.
179.
180.
181.-184.
181.-184.
181.-184.
181.-184.
185.
186.
187.
188.
189.
190.
191.
192.
193.

Ondrej
Minh Thao
Petr
Petr
David
Lukas
Martin
Petr

Jan
Adrian
Jakub
Andrej
Jan
Tereza
Frantisek
Jakub
Roman
Adéla
Matéj
Kristyna
Filip
Jaroslava
Ronald
Martin
Emese
Lucie
Jan
Vladislav
Marian
Adéla
Pavel
Martin
Jan
Zuzana
Marie
Adéla
Ekaterina
Martina
Martin
Matyas
Vladimir
Mateéj
Miroslav
Jakub
Pavel
Marie
Anezka
Martin
Tomas
Markéta
Daniela

Binovsky
Nguyen
Gintar
Jezek
Pokorny
Pavela
Barnovsky
Chmel
Dopita
Mokry
Gregora
Cermak
Vaclavek
Kislingerova
Zajic
Ditrich
Walica
Jalovcova
Kletecka
Sudomova
Keller
Samanova
Luc
Repcik
Szabd
Janstova
Dosek
Najvarek
Okal
Zvéfinova
Skliba.
Kutis

Suta
Klimsova
Vonzino
Sedova
Pichugina
Petrakova
Beran
Kalous
Kistan
Konvalinka
Mares
Kvasil
Mikus
Freibergova
Michalkova
Kopriva
Trojan
Dolezalova
Hrbacova
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GAnMeTr
GEBeneseKL
MendelG OP
GBNémcovHK
G Bucovice
LSG Letohrad
GStLubovria
G Kralupy
GBudéjovPH
GNVPlaniPH
GLanskroun
GJF Sala

G Ustin O

G Klatovy

G Nymburk
GUstavniPH
G Tftinec
GNerudCheb
G HavlBrod
GValasKlob
G Milevsko
G Tisnov
GJaroseBO

GZKMJ Gal
SlovanG OL
G Brandys
GBezruceFM
SSNvh
GJifiPodéb
GDasickaPA
G Humpolec
GJSkodyPR
GJMasar JI
GTomkovaOL
GJungmanLT
GJarkovPH
GOA Pelh
SPSLegioJl
GDomazlice
G Rymarov
GOA Sedlca
GBudéjovPH
GMozartovaPA
G Meélnik

G Dééin
GaSOS Tel¢
GMikul23PL
GNerudCheb
GTNovakBO
WichtG OS

10 - 10
19 —

19 —

10 8 -
18 — -
18 — -
18 — -
18 — -
18 — -
18 — -
13 - 5
17 - -
17 - -
17 - -
17 - -
17 - -
16 — —
16 - -
12 — 4
15 - -
15 - -
15

W~

13 -
15 - -
15 - -

10 - 5

14 - —
14 - -
13 - -
13 - -
13 - -
13 - -
13 - -
13 - -
13 - -

o
o

12 - -
12 - —

12 - —
12 - -
11 - -
11 0 -

19,22
19,00
18,86
18,52
18,30
18,23
17,77
17,77
17,77
17,77
17,70
17,53
17,24
17,15
16,90
16,83
16,83
16,00
15,89
15,70
15,39
15,39
15,00
15,00
15,00
14,91
14,89
14,89
14,89
14,89
14,79
14,47
14,05
13,81
13,69
13,38
13,03
13,00
12,64
12,64
12,64
12,64
12,27
12,03
12,00
11,89
11,85
11,78
11,66
11,39
11,38

45
19
23
19
18
18
18
18
18
18
18
18
137
121
17
17
17
16
16
156
15
15
22
15
15
15
15
15
15
15
15
14
14
14
67
25
13
13
13
13
13
13
12
12
12
12
44
184
12
11
11

47



194.
195.
196.
197.
198.
199.-203.
199.-203.
199.-203.
199.—-203.
199.-203.
204.
205.
206.—207.
206.—207.
208.
209.
210.
211.
212.-214.
212.-214.
212.-214.
215.—216.
215.—216.
217.
218.—-219.
218.—219.
220.
221.
222.
223.
224.
225.
226.
227.—-230.
227.-230.
227.—-230.
227.-230.

Adam
David
Marek
Katefina
Tereza
Ludmila
Veronika
Katefina
Pavel
David
Milan
Alexandra
Petr

Jiri
Andrea
Karel
Jan

Jiri
Jakub
Dominik
Klara
Jakub
Jana
Jiri
Martina
Miroslav
Tomas
Sarah
Matej
Magdaléna
Peter
Robert
Jan

Jan
Klara
Veronika
Pavla Maria

Riha
Neugebauer
Jaros
Cizkova,
Raskova
Hudska
Jehlickova
Skorvankova
Turinsky
Uchac
Kubala
Horkava
Bartos
Matyas
Kucerova
Jilek
Brablik
Cech

Jelen
Kovar
Machova
Dostal
Vyvodova
Strincl
Chamrova
Juroska
Hrbek
Jedlickova
Coufal
Horvathova
Vook

Pelc

Erhart
Klaus
Mocova
Novakova
Svagerkova

G CesLipa
SlezkéG OP
GJM Gal

G Rokycany
GTomkovaOL
RakGymPH
GNadKavaPH
G Rokycany
G Brandys
EDUCA PAR
GTajBanBys
GB Sucany
OpenGate
OATGM KnO
G CKrumlov
GKepleraPH
GJaroseBO

G Strakon
GBalbinaHK
G Litomysl
GDomazlice
SlovanG OL
G FHajdyOS
GSRandyJN
GOPavla PH
CaOG FrMys
G Chrudim
GJaroseBO

G HavlBrod
SGJHTr
GPosKosice
GUstavniPH
GFXSaldyLI
GJPekareMB
G Mélnik

ZS Chrast
GKuku¢Popr
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11,09 48
10,72 11
10,30 10
10,00 10
971 25
9,48 9
9,48 9
9,48 9
9,48 9
9,48 9
9,17 9
8,48 8
8,00 8
8,00 8
7,43 84
7,42 52
711 7
6,85 17
6,79 7
6,79 7
6,79 7
6,76 T
6,76 7
6,52 47
6,00 6
6,00 6
553 6
5,52 45
5,19 21
5,00 5
4,62 45
4,00 4
2,83 228
0,00 0
0,00 0
0,00 0
0,00 0

adresa: Korespondenc¢ni seminar
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