Letem grafovym svétem

2. SERIALOVA SERIE TERMIN ODESLANf: 9. UNORA 2015

ULoHA 1. (5 BODU)
Jakou hranovou barevnost mé bipartitni graf, jehoz vSechny vrcholy maji stupen d?

ULOHA 2. (5 BODU)
Méjme libovolny rovinny graf G, jenz neobsahuje most a jehoz vSechny vrcholy maji stupen
t¥i. Ukazte, Ze jeho dudlni graf G* je vrcholové 4-obarvitelny pravé tehdy, kdyz je G hranové
3-obarvitelny.

ULoHA 3. (5 BODU)
Necht S; = {i — 1,4,s + 1} n{1,...,n + 1} pro vSechna i = 1,...,n. Kolik systémt rtznych
reprezentanttt ma mnozinovy systém {S1,...,Sn}?



Letem grafovym svétem

2. SERIALOVA SERIE VZOROVE RESEN{

Uloha 1. (30; 17; 2,73; 2,0)
Jakou hranovou barevnost ma bipartitni graf, jehoz vsechny vrcholy maji stupen d?
(Peter ,,mwtr“ Korcsok)

RESEN(:

Obarvime-li hrany daného grafu méné nez d barvami, povedou z libovolného vrcholu alespon
dvé hrany stejné barvy. Hranova barevnost grafu je tedy alespon d.

Dale ukazeme, ze d barev na obarveni kazdého takového grafu staci. Pro d = 0 je hranova
barevnost grafu trividlné rovna nule. Dale uvazujme pouze kladné d. Dokazeme, zZe ve zkouma-
ném grafu existuje perfektni parovani. Hrany toho parovani obarvime jednou barvou, a potom
uz zbyva jen obarvit graf, jehoz vSechny vrcholy maji stupen d — 1. Stejné budeme postupovat
dale, dokud neobarvime vSechny hrany?.

Zbyva ukazat, ze zkoumany graf ma perfektni parovani. K tomu vyuzijeme Hallovu vétu?.
Nejprve ovéfme, ze nas graf spliuje jeji predpoklady. Uvazme dvé partity grafu A, B a libovolnou
podmnozinu vrcholit A (ozna¢me ji P). Sporem ukdZeme, Ze mnozina P m4 alespon |P| sousedii
v mnoziné B. Z P vede celkem d - |P| hran, a pokud by vedly do méné nez |P| vrcholl z B,
alespon jeden ze sousedt by mél stupen vétsi nez d. Z Hallovy véty dostavame takovou mnozinu
hran, ze z kazdého vrcholu z A vede pravé jedna hrana, a ty navic vedou do riznych vrchola
v B. Nebot z kazdého vrcholu grafu vede stejny pocet hran, plati |A| = | B| a jedna se o perfektni
parovani, ¢imz je dokoncen dikaz obarvitelnosti hran grafu d barvami.

PozNAMKY:

Prekvapilo mé, jak malo reseni bylo spravnych. Ta chybné se Casto snazila postupovat ma-
tematickou indukci. Z grafu se stupni vrchola d vyrobila grafy se stupni d + 1 a z obarveni pu-
vodniho grafu vyrobila obarveni nového grafu. Bohuzel neni jisté, zda takto vytvofime vSechny
grafy. Pouze ukazujeme, Ze vSechny obarvitelné grafy umime obarvit postupné. Jedna se o ne-
chvalné znamy typ dikazu kruhem. (Filip Hlések)

Uloha 2. (14; 7; 2,57; 3,0)
Meéjme libovolny rovinny graf G, jenz neobsahuje most a jehoz vSechny vrcholy maji stupen
tri. Ukazte, ze jeho dudlni graf G* je vrcholové 4-obarvitelny pravé tehdy, kdyz je G hranové
3-obarvitelny. (Peter ,,wtr* Korcsok)

1Formélné bychom to mohli obhajit matematickou indukci: pro vSechny grafy se stupni
vrchola d — 1 obarveni existuje, proto pro kazdy graf se stupni vrcholu d existuje také.
2Viz tvodni text k sérii, str. 10, V&ta 19. (Hallova, grafova varianta)
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RESENI:

Graf G* je vrcholové 4-obarvitelny, pravé kdyz lze v grafu G obarvit stény pomoci Ctyt
barev tak, aby spolu nesousedily zadné dvé stejnobarevné stény. Pro obarvovani stén pouzijeme
modrou, zlutou, zelenou a bilou barvu. Pfitom modrou a Zlutou budeme povazovat za zakladni
barvy, zelenou budeme vnimat jako modrou a zlutou soucasné a bilé zustanou stény, které
neobarvime jinou barvou. Stejné barvy pouzijeme na obarvovani hran, ale vyhneme se bilé.
Nyni pieformulujeme zadani do této terminologie.

Obarveni hran grafu G vyhovuje, pravé kdyz jsou splnény nésledujici podminky:

(i) Kazda hrana je obarvena alesponi jednou zakladni barvou.
(ii) Oba podgrafy tvorené jednou zdkladni barvou jsou 2-reguldrni (tedy vSechny vrcholy
maji stupen 2).
Skutecné, mame-li modro-zluto-zelené hranové obarveni grafu G, kde jsou u kazdého vrcholu
pravé tyto tri barvy, zjevné plati obé€ podminky. Naopak, pokud plati podminky, u kazdého
vrcholu mame dvé modré hrany, treti musi byt zluta. Dalsi zlutd se prekryje s pravé jednou
modrou, jedné se tedy o vyhovujici obarveni.

Obarveni stén vyhovuje, pravé kdyz pro kazdou hranu existuje zdkladni barva, kterd je na
pravé jedné sténé u této hrany.

Nyni zbyva ukazat ekvivalenci preformulovanych podminek. Nejdfive uvazme vyhovujici
obarveni stén. Pro kazdou zékladni barvu se podivame na oblast, kterd ji je obarvena, a jeji
hranici touto barvou obtahneme. Z toho, ze se jednalo o vyhovujici obarveni, plyne podminka
(i). Jakékoli obtahnuti oblasti bude mit v kazdém vrcholu sudy stupei, pfi¢emz diky podmince
(i) tento stupent nemuze byt roven 0, tedy plati i podminka (ii).

Naopak, kdyz mame obarveni hran spliiujici obé podminky, bude diky podmince (ii) podgraf
tvoteny jednou zdkladni barvou b vzdy sténové 2-obarvitelny. Obarvime tedy stény pomoci barvy
b a bilé. Kvili podmince (i) se bude jednat o vyhovujici obarveni stén.

PozNAMKY:

Naprosta vétsina fesiteltt misto dikazu druhé implikace pouzila vétu o ¢tyfech barvach pro G*.
To je jisté korektni feseni, ale je nutné fict, ze dudlni graf rovinného grafu je také rovinny, a
navic se vyporadat s tim, ze dudlni graf je obecné multigraf. Je tedy potieba bud vynechat
smycky a nasobnost hran (a zdivodnit, pro¢ ndm to nevadi), nebo dokazat, ze diky tomu, ze G
neobsahuje most a vSechny vrcholy jsou stupné tfi, smycky ani nadsobné hrany nevzniknou (coz

je o dost t&z8i). (Martin Topfer)
Uloha 3. (15; 14; 4,20; 5,0)
Necht S; = {i — 1,4,i + 1} N {1,...,n+ 1} pro vSechna i = 1,...,n. Kolik systému riznych
reprezentanti ma mnozinovy systém {S1,...,Sn}7? (Peter ,,wtr* Korcsok)
RESENI:

Zadany mnozinovy systém vypada takto:

S1 = {172}7
SZ = {17273}7
Sz ={2,3,4},

Sn={n—1,n,n+1}.

Ozna¢me f(n) poéet SRR tohoto systému pro dané n.
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Nejprve spocitame f(n) pro mald n. Pro n = 1 mame pouze mnozinu S1 = {1, 2}, tedy dva
ruzné SRR. Pro n = 2 mame mnoziny S1 a S2; z S1 miuZeme opét vybrat 1 nebo 2. V obou
pfipadech pak mame dvé moznosti vybéru reprezentanta pro Sz, takze f(2) = 4.

Indukci dokazeme, ze f(n) = Fn4+3 — 1, kde Fj je i-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti. Pro
n = 1,2 uz jsme to ovérili. Pfedpokladejme, Ze n > 2 a rovnost plati pron — 1 an — 2, a
uvazme mnozinovy systém pro n. Jak pro néj muzeme vybrat systém rtznych reprezentanta?
Rozebereme tii pripady:

(i) Z S1 vybereme za reprezentanta 1. Pak nam zbyva vybrat reprezentanty pro systém
S2\ {1}, S3,54,. .. ,Sn, coz mizeme udélat f(n — 1) zpusoby.

(ii) Z S1 vybereme 2 a z S2 vybereme 1. Pak nam zbyva systém Ss \ {2}, S4,Ss,...,Sn,
ktery ma f(n — 2) SRR.

(iii) Z S1 vybereme 2 a z S2 vybereme 3. Z S3 uz pak musime nutné vybrat 4, z S4 musime

zvolit 5 atd. Kone¢né z S, nezbyva nez zvolit n + 1. Takovy SRR tedy existuje jen
jeden.

Z toho plyne, ze
J)=fn-1)+f(n=2)+1=Fpyo—1+Fpp1 —14+1=Fuy3—1,

coz jsme chtéli dokéazat.

PozNAMKY:

Systém riéiznjch reprezentantti byl v seridlu ponékud nestastné definovan jako mnozina,® coz
umoznilo vylozit si zadani tak, Ze nezalezi na tom, které mnoziné pfifadime kterého reprezen-
tanta. Tento vyklad (s FeSenim f(n) = n + 1) jsem uznaval také, pfestoze nebyl Gmyslny a dost
alohu ulehdil.

Navzdory tomuto omylu ale vétsina fesiteltt kupodivu ulohu pochopila tak, jak byla ptuvodné
myslena. Vyjadrit f(n) pomoci Fibonacciho posloupnosti zvlddla jen mensi ¢ast z nich, ale
vétSina prisla na spravny rekurentni vztah, coz k hodnoceni plnym poc¢tem bodu stacilo.

(Ondra Cifka)

3Nékdy se SRR definuje jako prosta funkce, ktera kazdé mnoziné ze systému piifadi néjaky
jeji prvek.



