Serial — Letem grafovym svétem |

Prestoze matematika zahrnuje spoustu hezkych oblasti, mnohé z nich na stfedni skole moc
nepotkas. I proto se v PraSatku zavedla tradice seridli na pokracovani, kde se Ti snazime
predstavit pravé nékteré z téchto odvétvi. V téchto a nésledujicich dvojich komentarich vzdy
najdes jeden jeho dil a trojici tloh, k jejichz tspésnému zdolani by Ti mélo stacit precist a
pochopit obsah jiz vydanych casti. Kromé samotného vykladu latky v seridlu potkas i nékolik
cviceni (a navodi, jak na né), kde si muzes feSeni zkusit ,nanecisto“. Do celkového bodového
hodnoceni se Ti, na rozdil od béznych sérii, zapocitaji vSsechny soutézni ulohy, které zasles.

Jak uz moznd vi§, tématem letosniho (jiz osmndactého) seridlu jsou grafy a budeme Té€ jimi
provazet my, Peter ,mtr* Korcsok a Martin ,E.T.*“ Sykora. Pokud by se Ti v nasledujicim textu
néco nelibilo nebo bys nééemu nerozumél(a), mizes nas kontaktovat na chatu® na nasich inter-
netovych strankach nebo nam miizes napsat e-mail. Pfitom muzes psat na ,obecnou® e-mailovou
adresu mks@mff.cuni.cz nebo pfimo ndm dvéma (to preferujeme) na adresy, které naleznes na
strankach v sekci ,,Organizatori®.

A o dem vlastné ta teorie grafi je? To je velmi dobra otazka, ale odpovéd na ni v tomto
odstavci necekej. Onou odpovédi by totiz mél byt cely serial, ktery Ti ukaze, co zhruba se v teorii
grafi dé4 studovat. Rozhodné ale ani on nedokaze v plném rozsahu popsat tuto obrovskou oblast
matematiky. Mohli bychom se zde ted rozpisovat, pro¢ se vlastné matematici takzvanymi grafy
zabyvaji (mimo to, Ze je to pékna matematika). Ale protoze toho zatim o grafech moc nevime,
pustime se radéji do vykladu. A aZ se néco naucime, tak si i fekneme, k ¢emu se to da vyuzit
v realném svété. Rovnou ale prozradime, ze pata tloha letoSni prvni série byla pravé z teorie
grafu.

Cely vyklad je ptritom rozdélen do t#i dilia. Zadatek prvniho z nich préavé procitas. Ve zbytku
roven naprosto zasadni pro dalsi praci s grafy. Zbylé dva dily se Ti dostanou do rukou v jarni
Casti seminafre. Ve druhém dile si ukdzeme néco, ¢emu se odborné fikd ,systém ruznych repre-
zentantt“, ale neni potieba se toho bat, a taky si zkusime néjaké grafy nabarvit. Ve tfetim dile
pak nase pout skon¢i studiem takzvanych prinikovych grafi.

Co to tedy ten graf je?

Na stfedni jsi uz uréité potkal(a) mnoho grafii — tieba graf funkce y = x2 nebo y = sin z. Pokud
néco podobného ocekavas i tady, musime Té zklamat. Grafem totiz budeme rozumét néco uplné
jiného, a sice pomérné abstraktni strukturu, kterou nejlépe popisuje nasledujici definice. Véfime,
ze T€ moc nevydési.

5Pfi psani na chat ale dévej pozor, abys (ani omylem) nepomahal(a) ostatnim se soutézni
sérii.
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Definice 1. Graf je usporfadand dvojice (V, E), kde V pfedstavuje mnozinu vrchold a E C (‘2/)
je mnozina, hran.%>7

Mnozinu vrchold grafu G budeme casto psat jako V(G) nebo Vi, podobné pak mnozinu
hran E(G) nebo Eg. Abychom se vyhnuli budoucim komplikacim, budeme uvazovat pouze
grafy s neprazdnou a kone¢nou mnozinou vrcholt.

Protoze tohle se dost Spatné predstavuje a jesté hif se s tim pracuje, Casto si pfi uvazovani
nad zapeklitym grafovym problémem pomahame obrazky. Tam vrcholy jednoduSe znazornime
puntiky a hrany budou predstavovat krivky s konci v patficnych punticich. Tteba tady jsou tfi
takové grafy na tfinacti vrcholech.

o+

[l

A pro¢ vlastné grafy zkoumame? Mnoho véci z bézného zivota se da reprezentovat prave
pomoci graftl. Staéi se podivat na mapu Ceskych drah nebo silni¢ni sif — vrcholy jsou stanice
nebo mésta a hrany predstavuji pfimé spojeni mezi nimi. Dalsim pfikladem muze byt ,graf
pratelstvi“ urcité skupiny lidi — kazdy clovék tam tvorii vrchol, pfiCemz spojeni hranou budou ti,
kteri se prateli. Jindy grafy popisuji vztahy mezi Gplné abstraktnimi vécmi, tfeba v teorii ¢isel
— hrany mohou predstavovat dvojice soudé€lnych cisel.

Definice 2. Doplnék grafu G = (V, E) je graf G = (V, E'), kde E' = (‘2/) \ E.

Tedy, volné Fedeno, doplnék je néco jako ,opaény“ graf — dvojice vrcholdi je v G spojena
pravé tehdy, kdyz neni spojena v G.

Cviceni 3. Rozmysli si, ze doplnék dopliku je vlastné puvodni graf.
Izomorfismus
Jak uz bylo zminéno, grafy si budeme pomérné ¢asto kreslit. Toto nakresleni ale zdaleka nemusi

byt jednoznacné. Tieba graf (V,E) s V = {1,2,3,4} a F = (‘2/) muze byt nakreslen obéma
z nasledujicich zpusobi.

4 3 4 3

Proto potfebujeme néjakou metodu, jak uréit, kdy jsou dva obrazky tentyz graf.

6Tato pismena nejsou nahodna, pochazeji z anglickych vyrazti pro vrchol (vertez, v mnozném
Cisle vertices) a hranu (edge).

7Symbol ()2() znaci mnozinu vSech dvouprvkovych podmnozin mnoziny X.
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Definice 4. Grafy G1 = (Vi,E1) a G2 = (Va, E2) nazveme izomorfni, pokud existuje vza-
jemné jednozna¢né® zobrazeni f:V; — Vs, kde pro kazdou dvojici vrcholt u,v € V3 plati

{u,v} € By <= {f(u), f(v)} € Ea.

Tuto skute¢nost znacime G; = Ga a funkci f pak také nazyvame izomorfismem mezi grafy G
a Ga.

Kdyz se trochu vzdalime od formalismu, jde vlastné o néjaké , pfejmenovani vrcholu bez
zmény hran.

Hned mutzeme prozradit, Zze pokud G1 = G2 a zaroven Ga = G3, pak uz nutné G; & Gs,
stac¢i totiz vrcholy G ,,pfejmenovat® dvakrat za sebou.

Priklad 5. Grafy na nasledujicich tfech obréazcich jsou izomorfni.
2 3 a b c
5 M
6 5 f e d

Reseni. Abychom to ukazali, potiebujeme najit piislusné izomorfismy. Na to mame hned né-

kolik moznosti, napfiklad pfitazeni 1 <> a <> a, 2+ d<+< 3,3 b v, 44 e+ 0, b cer e

a6 < f < . Urcité snadno ovéris (ale je k tomu potieba trochu prace), ze vyhovuji vyse
popsané definici.

Cviceni 6. Rozhodni, zda nasledujici grafy jsou izomorfni.

a) g b) % c) I
Obcas se nam bude hodit podivat se jenom na ¢ast grafu a jeho zbytek nas v tom momenté
nebude zajimat. Tak si to rovnou pojmenujme.

Definice 7. Graf H je podgrafem grafu G, pokud V(H) C V(G) a E(H) C E(G). Pokud

navic plati
V(H)
2 ) ’

Podgrafy

E(H) = E(G)N (
fikdme, ze H je indukovanym podgrafem.
8Zobrazeni f: X — Y je vzdjemné jednoznacné, pokud pro kazdé y € Y existuje pravé jedno

x € X, 7e f(x) = y. Casto se mu také fika bijektivni.
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Skutecnost, ze H je podgrafem G, znacime obvykle H C G, v pfipadé indukovaného podgrafu
H gind G.
Tohle je opét nejlepsi ukazat na obrazku:

Vlevo je vyznacen ,oby¢ejny* podgraf, vpravo pak ten indukovany. Kdyz definici volné pielo-
zime do Cestiny, pfi vytvareni indukovaného podgrafu smazeme nékolik vrcholt a vSechny hrany,
které je obsahovaly. Pokud ale odstranime i nékteré z dalsich hran, dostaneme uz podgraf nein-
dukovany.

Dale by se ndm nékdy mohlo hodit pro graf G a mnozinu U C V(G) oznatit ,tu ¢ast grafu
G, ktera vyuziva jenom vrcholy U“ — podgraf indukovany vrcholy U je podgraf H Ci,q G, kde
V(H) = U, a zna¢ime ho G[U].

A jesté si ozna¢me dva specilni podgrafy a jeden ,nadgraf“. Pro graf G = (V, E), jeho vrchol
v ahranu e bude G —v = G[V\{v}] aG—e= (V,E\ {e}). Navic pokud e = {u, v} je dvojice
nesousednich vrcholi grafu G, tak pod G + e budeme rozumét graf (V, EU {e}). Znacku G + v
neumime rozumné zadefinovat, protoze je vic moznosti, jak novy vrchol navazat.

Pohled zblizka

Ted se trochu pozornéji podivame na jednotlivé vrcholy a jejich ,kamarady*.

Definice 8. Necht v je vrchol grafu G. Pak mnozinu vSech vrcholt, které jsou spojeny hranou
s v, nazyvame sousedstvi vrcholu v a znac¢ime Ng(v). Dale stupném vrcholu v nazyvame pocet
sousedd, tedy degq(v) = |Ng(v)].

Pokud bude jasné, ktery graf mame na mysli, dolni index ve znaceni muzeme vynechat.
Definice 9. Vrchol stupné nula nazyvame také izolovany vrchol a vrchol stupné jedna list.

Mohlo by Té napadnout, jestli miZzeme vrcholim libovolné predepsat stupné a hledat pak
graf, ktery tomuto predpisu vyhovuje. Odpovéd je jednoduchd — nemtizeme. I o tom je néasledujici
véta.

Véta 10. (Princip sudosti) Pro kazdy graf plati, Ze soucet stupiii vSech vrcholii je sudé éislo.

Dikaz. Kdyz se podivame na libovolnou hranu, zjistime, Ze ji v souctu stupnt zapocteme
dvakrat — za kazdy jeji konec. Musi tedy platit

D degg(v) =2[E(G)],

veV(G)

coz je sudé &islo. O

Cviceni 11. Existuje graf s alesponi dvéma vrcholy, jehoz vSechny vrcholy by mély navzajem
ruzné stupné?
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Souvislost

Uplny tvod do teorie grafii mame zdarné za sebou, ale neusneme na vaviinech a sméle se pustime
do dalsich definic.

Definice 12. Sledem v grafu G nazveme posloupnost (vo, e1,v1,€2,...,€n,vn) vrcholll a hran
v grafu G takovou, Ze pro i = 1,2,...,n plati e; = {v;_1,v;}. Cislu n pak fikAme délka tohoto
sledu. Specialné tedy (vo) je sled nulové délky.

Tahem v grafu G rozumime sled v grafu G, jehoz hrany se neopakuji. Cestou v grafu G pak
nazveme sled v grafu G, jehoz vrcholy se neopakuji.

Cviceni 13. Rozmysli si, ze kazdé cesta v grafu G je zaroven tah v grafu G.

Cviceni 14. Mg¢jme graf G a v ném ne nutné razné vrcholy u a v. Rozmysli si, ze v grafu G
existuje cesta mezi vrcholy u a v pravé tehdy, kdyZ mezi nimi existuje tah, a to nastane praveé
tehdy, kdyz mezi nimi existuje sled.®

Navod. Jeden smér obou ekvivalenci je zfejmy z toho, Ze kazda cesta je zaroven tah a kazdy
tah je sled. Dikaz opa¢nych implikaci je v obou pfipadech podobny. Naznacime si ho tedy jen
v pripadé prvni ekvivalence. Bud je dany tah mezi vrcholy u a v rovnou cesta, anebo je to cesta
s jakymisi ,smyckami“, které staci vypustit, ¢imz z tahu udélame cestu. O

Nyni bychom chtéli definovat takzvané souvislé grafy. To jsou ty grafy, v jejichz bézné ob-

razkové reprezentaci jsou kazdé dva vrcholy spojeny carou slozenou z né€jakych hran. Jisté si
snadno rozmyslis, ze nasledujici definice fika formélnim jazykem totéz.

Definice 15. Graf G nazveme souvislym, pokud v ném existuje tah mezi kazdou dvojici jeho
vrchold.

Dale definujeme komponentu souvislosti v grafu G jako libovolny indukovany podgraf grafu
G, ktery je souvisly a ktery nelze rozsitit o zadny vrchol tak, aby se zachovala jeho souvislost.

Kazdy graf se pak rozklada na nékolik komponent. Pokud je samotny graf souvisly, je tato
komponenta pravé jedna, v opacném pripadé jsou alespon dveé.

Slunce nad horami — graf se dvéma komponentami
Cviceni 16. Dokaz, ze doplnék kazdého nesouvislého grafu je souvisly. Plati to i obrécené —
musi byt doplnék souvislého grafu nesouvisly?
Dalsim pojmem je termin most, ktery objasnuje nasledujici definice.

Definice 17. Hranu e nazveme mostem v grafu G, pokud graf G — e ma vic komponent nez
graf G.

90 tahu, sledu ¢ cesté fekneme, Ze je mezi vrcholy x a y v grafu G, pokud vg =z a v, =¥y
(nebo naopak) a {z,y} C V(G).
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Graf se zvyraznénymi mosty

Priklad 18. Dokaz, ze graf, ktery ma stupné vSech vrcholt sudé, neobsahuje most.

Reseni. Reseni je jednoduché a je vlastné jen diisledkem principu sudosti. Dokazme obménénou
implikaci'?. Predpokladejme, 7e néjaky graf G obsahuje most e. Pak odebranim tohoto mostu
vzniknou dvé nové komponenty souvislosti K a K’. Specidlné komponenta K je samostatny
graf (jakozto podgraf GG), takZe na ni mizeme aplikovat princip sudosti. Soucet stupnt vrchola
v K je sudy. Bud jsou tedy vSechny stupné sudé, nebo alespori dva liché. V prvnim pfipadé ma
vrchol z K, ktery je obsazen v mostu e, v grafu G lichy stupen. Ve druhém piipadé alespon
jeden vrchol z téch vrcholu v K, které maji lichy stupen, neni obsazen v mostu e, a proto mé
lichy stupen i v G. Tim jsme dokdzali obménénou implikaci a dikaz je tak hotov. O

Nejznaméjsi typy grafii

Nyni se podivame na nékteré typy grafu, které si vyslouzily vlastni pojmenovani, protoze se
casto vyskytuji v riznych problémech.

Definice 19. O grafu G = (V, E) fekneme, Ze je to upiny graf na n vrcholech, pokud |V| =n
aB= (%),

Uplny graf na n vrcholech tradiéné znaéime K. Pokud Ti z definice neni jasné, jak takové
grafy vypadaji, snad Ti to pomohou objasnit nasledujici obrazky.

Kg K4 K5

Dalsimi zakladnimi typy grafa jsou kruznice na n vrcholech a cesta na n vrcholech.

100bmeénénou implikaci k implikaci A = B rozumime implikaci =B = —A.
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Definice 20. KruZnice na n vrcholech (pro n > 3) je graf Cy, izomorfni grafu G = (V, E), kde
V= {1,...,’!7,} ak= {{172}7{273}7'”7{"7 17"}7{"71}}'

C3 Cy Cs

Definice 21. Cestou na n vrcholech nazveme graf P, izomorfni grafu G = (V, E), kde V =
{L,...,n}a B ={{1,2},{2,3},...,{n — L,n}}.

/N T

Cviceni 22. Pro kterd n € N je kruznice C,, izomorfni se svym doplikem?

Nasledujici grafy uz sice nepatfi mezi ty uplné zdkladni, jsou ale hezké a zaslouzi si své
zvlastni jméno.
Definice 23. Graf nazveme n-krychli (n > 0), pokud jeho vrcholy jsou vSechny n-tice nul a
jednicek, ptricemz dvé n-tice jsou spojeny hranou praveé tehdy, kdyz se lisi na pravé jedné pozici.
Specialné 0-krychle obsahuje pouze jediny vrchol.

Zavedené znaceni pro n-krychle je @y a z néasledujiciho obrazku muzes ziskat predstavu, jak
vlastné vypadaji a pro¢ je nazyvame krychlemi.

(1,0,1) (1,1,1)

(1) (1,0) (1,1)

(1,0,0) (1,1,)0)

(0,/0,1) (0,11,1)

(0) (0,0) (0,1) (0,0,0) (0,1,0)
Q1 Q2 Q3

Cviceni 24. V zavislosti na n urci, kolik vrchola a kolik hran maji grafy K, Cn, Pn a Qn.

Eulerovské grafy

Dovol ndm jednu kratkou historickou odbocku. V prvni poloviné osmnactého stoleti mélo meésto
Kralovec (dnes Kaliningrad), rozkladajici se na obou bfezich feky Pregole a dvou Fi¢nich ostro-
vech, dohromady sedm mostt (viz obrazek). Leonhard Euler jako prvni ukazal, Ze neni mozné
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v ramci jedné prochazky Kralovcem projit kazdy z most pravé jednou (a to ani pokud nemusime

skonéit tam, kde jsme zaéinali).

Sedm mostu mésta Krélo(vecs

Tim se tedy dostdvame k dalsi specialni tFidé grafti — takzvanym eulerovskym grafim. Ne-
presné feCeno to jsou ty grafy, které lze nakreslit jednim tahem bez zvednuti tuzky z papiru
tak, abychom zacali a skoncili ve stejném vrcholu a abychom kazdou hranu projeli pravé jednou.
Abychom si mohli Fict pfesnou definici, je tfeba zavést nékolik zdkladnich pojmi.

Definice 25. O sledu (tahu) v grafu G fekneme, Ze je uzavieny, pokud vg = vn, jinak je
otevreny.

Definice 26. Tah, ktery obsahuje vSechny vrcholy a hrany svého grafu, nazveme eulerovskym.

Uzavienou cestu takto definovat nemiuizeme, protoze z definice cesty v grafu nemize poza-
dovana rovnost nastat. Proto misto toho definujeme kruznici v grafu G jako uzavieny tah v G,
v némz se neopakuji vrcholy (kromé prvniho a posledniho).

Cviceni 27. Rozmysli si, ze kazdd kruznice v grafu G je zaroven uzavienym tahem v grafu G
a kazdy uzavieny tah v G je i uzavienym sledem v G.

A nyni uz toho vime dost na to, abychom si mohli pofddné definovat pojem eulerovskych
grafu.

Definice 28. O grafu fekneme, ze je eulerovsky, pokud v ném existuje uzavieny eulerovsky
tah.

Cviceni 29. Které z nasledujicich grafii jsou eulerovské?
a) Uplné grafy K4, K5, Kg.
b) 9]

Predchazejici cviceni jsi jisté lehce rozlouskl(a). Mozna by Té¢ ale zajimalo, jestli lze né&jak
jednoduse rozpoznat, jaky graf je eulerovsky a jaky ne. Nebudeme Té& zbyte¢né napinat, odpovéd
na tuto otazku zni ,,Ano!“. Pfesnou charakterizaci eulerovskych grafti podava nasledujici véta.

Véta 30. Graf G je eulerovsky pravé tehdy, kdyz je souvisly a kazdy jeho vrchol ma sudy
stupen.
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Dikaz. Nejprve si dokazme leh¢i implikaci (tedy ze dand podminka je nutna). Pokud je graf
eulerovsky, existuje cesta mezi kazdymi dvéma jeho vrcholy, a proto je souvisly. Navic pokud
jdeme po daném (uzavieném) eulerovském tahu jednim smérem, do kazdého vrcholu vstoupime
tolikrat, kolikrat z n€ho vystoupime, takze kazdy vrchol ma sudy stupern.

Ve zbytku dtikazu predvedeme, ze tato podminka je zaroven podminkou postacujici. Necht
tedy t = (vo,e1,...,vn) je nejdelsi mozny tah v grafu G (pokud je takovych tahi vic, vybereme
libovolny z nich) a necht V/ a E’ jsou mnoziny vrcholt a hran obsazenych v tahu t.

Dale si ukazme, ze t je uzavieny. Kdyby nebyl, sousedil by jeho koncovy vrchol s lichym
poctem hran z E’. Ale stupen vsech vrcholti v G je sudy, proto mizeme tah alespori o jednu
hranu prodlouzit, ¢imz dostavame spor s tim, ze mé byt nejdelsi mozny. Tah ¢ je tedy skutecné
uzavieny, takze vg = vp,.

Ted méme dva pripady. Nejprve predpokladejme, Ze V # V’. Pak ze souvislosti grafu G
plyne, zZe existuje hrana e = {vg,v'}, kde vy € V' a v’ € V' \ V’. Potom tah

! !
t'= (v, e, vk, ept1, Vi1, €42, -+, Un = V0,€1,V1,€2,...,Vk_1, Ek, Uk)

je delsi nez tah t, nebot ma délku n + 1, ¢imz dostadvame spor s vybérem tahu t.
Uz tedy vime, ze V = V’. Stac¢i tak jen dokéazat, e E = E’. Pro spor predpoklddejme, Ze
néjakd hrana f = {vg,v;}, kde vg,v; € V', nendlezi E’, ale nalezi E. Pak ma ale tah

2
t" = (vi, f, Uk, g1, Vkt1, €2, - - - » Un = V0, €1,V1, €2, .., Vk—1, €k, VL),

analogicky jako v minulém pripadé, délku n + 1. Tim jsme opét ziskali spor a dikaz je tak
hotov. [l

Mozné T¢€ uz ale napadla otazka, jaké grafy 1ze nakreslit jednim tahem s tim, ze neskon¢ime
v tom stejném vrcholu, ve kterém jsme zacali. Takové grafy uréité znas, je jim napfiklad posledni
graf z predeslého cviceni. Formalné feCeno, jsou to grafy obsahujici otevieny eulerovsky tah.
Témto grafim budeme fikat poloeulerovské'l a nalezeni jejich charakterizace Ti pfenechame
jako cviceni. Pokud bys nevédél(a), jak na to, precti si zadani nasledujiciho cviceni, které dava
na predchozi otdzku odpovéd bez dikazu. Naznak dikazu pak najdes v navodu.

Cviceni 31. Ukaz, ze graf G je poloeulerovsky pravé tehdy, kdyz spliiuje nasledujici dvé
podminky.

(i) Stupeii pravé dvou jeho vrcholl je lichy, u ostatnich je sudy.

(ii) G je souvisly.

Navod. To, ze dané podminky jsou nutné, se dokdze podobné jako v predchézejicim dikazu.
Pro dukaz opacné implikace si ozna¢me vrcholy s lichym stupném u a v. Pokud jsou spojeny
hranou e = {u,v} € E, pak uvazime graf G’ = G — e, v opa¢ném piipadé graf G’ = G + e, jenz
ma viechny vrcholy sudého stupné. G/ ma pak bud jednu nebo dvé komponenty, v nichz existuji
uzaviené eulerovské tahy. Zbytek uz jisté hravé domysli§ sAm (sama). [l

A ted uz budes, stejné jako Euler, umét rozhodnout, jestli je mozné se prochazet po Kralovci
a projit kazdy z mosta pravé jednou. Kdyz si misto obou bfeht a obou ostrovi predstavis vrcholy
a misto mostt hrany, dostanes néco jako graf. Nékteré vrcholy budou sice spojeny vice hranami,
ale ditkazy predchozich vét a cviceni je mozné zobecnit i pro takovéto ,skorografy“!2. Az si

HTermin poloeulerovské grafy, na rozdil od terminu eulerovské grafy, rozhodné neni vzit a
bézné pouzivan.

12Povolime-li volnéjsi definici grafu, v niz umoznime spojeni dvojice vrcholi vice paralelnimi
hranami, dostaneme definici multigrafu. Specidlné se nékdy povoluji i smycky, tedy ,hrany*
s obéma konci ve stejném vrcholu. Podobné jako pro grafy, také pro multigrafy plati spousta
hezkych véci, v tomto seridlu se jim ale vénovat nebudeme.
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rozmyslis odpovéd, nebudes ji stejné moci vyuzit, pokud se nékdy v Kaliningradu vyskytnes.
Z tehdejsich mostd uz totiz stoji jen dva, jeden byl prestavén a nékolik dalSich postaveno.

Stromy

Zkus se ted podivat na nésledujici obrazky a Fict si, co maji spole¢ného.

o

L1

Ano, hadas spravné, jsou to souvislé grafy, které neobsahuji kruznici jako podgraf. Takovymto
grafam fikdme stromy a tradi¢né je znacime velkym pismenem T.13 Pokud Té zarazi, pro¢ pravé
nazev ,strom®, véz, Ze i opravdové stromy a kfoviny jsou souvislé, ale neobsahuji kruznice, jak
ukazuji nasledujici obrazky.

A g

Jisté s nami budes souhlasit, ze kazdy spravny strom m4 listy (alesponi pokud bereme jehlici
jako speciélni formu listtl). A pravé o tom hovori nasledujici véta.

Véta 32. Kazdy strom s alesporn dvéma vrcholy obsahuje alespon dva listy.

Dikaz. Uvazme libovolny strom s alesponi dvéma vrcholy a oznacme jej T. Necht posloup-
nost (vo,e1,v1,...,Un—1,€n,vn) je cesta v grafu T mezi vrcholy vg a v, takovd, Zze Zaddna jina
cesta v grafu T neni delsi. Pak specidlné plati, Ze tuto cestu nejde prodlouzit. Stejné tak ne-
muze vést zadna dalsi hrana z jejich konct do zbytku cesty, proto maji vrcholy vo a vy, stupen
jedna. O

Dalsi véta hovori o tom, ze i kdyz stromu odebereme nebo pridame list, stromem byt nepie-
stane. Jeji dikaz je lehky a plyne pfimo z definice stromu, takze Ti jej radi prenechame jako
jednoduché cviceni.

Véta 33. Bud G = (V, E) graf na alesponi dvou vrcholech a l list v G. Pak jsou ndsledujici
tvrzeni ekvivalentni:

(1) G je strom.

(2) G —1 je strom.

Stromy jsou ale tak pékné, Ze je lze ekvivalentné definovat mnoha zptsoby. O nékterych
z nich hovori nasledujici véta.

13Pismeno T opét pochazi z anglického pojmu pro strom — tree.
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Véta 34. Pro graf G = (V, E) jsou nésledujici tvrzeni ekvivalentni:

(1) G je strom.

(2) Pro kazdé dva vrcholy u,v € V existuje jedind cesta v G z u do v.

(3) G je souvisly a odebranim libovolné hrany souvislym byt prestane.

(4) G je graf bez kruznic a pfidénim libovolné hrany by v ném vznikla kruznice.
(5) G jesouvisly a |E|=|V|—1.

Dikaz. Ekvivalenci vSech tvrzeni dokazeme postupné. Slozenim néasledujicich implikaci dosta-
neme vsSechny pozadované vztahy.

(1) = (2): Pfimo z definice stromu vime, Ze néjaka cesta z u do v vede. Pokud by ale existovaly
dvé (P; a P,), nalezneme prvni misto od u, kde se tyto cesty rozdéli, a oznac¢ime ho u’. Z tohoto
bodu se vyddme po cesté P; a opét se zastavime v momenté, kdy narazime na vrchol v/, jen% je
taky na cesté P,. Useky cest mezi vrcholy u’ a v/ oznaéme Pj a Pj.

A ted si sta¢i uvédomit, Ze cesty P a Pj spolu sdileji pouze své konce — vrcholy u’ a v'.
Jejich spojenim tedy dostavame kruznici, coz je ale ve sporu s definici stromu.

(2) = (3): Mé&jme graf G a libovolnou hranu e = {u,v}. Potom posloupnost (u,e,v) je zjevné
cesta mezi v a v. Pokud bychom odstranénim této hrany dostali souvisly graf, musi existovat
néjaka druhd cesta mezi u a v, ¢imz dostavame spor.

(3) = (1): Souvislost grafu G uz mame, sta¢i ndm tedy ukazat, ze neobsahuje kruznici. Pro spor
predpokladejme, ze tam existuje kruznice C, a ozna¢me e libovolnou jeji hranu. Ukadzeme, ze
pak graf G — e je souvisly. Ze souvislosti vime, ze kazdé dva vrcholy jsou v grafu G propojeny
cestou. Mohou nastat dva pripady:

1. Tato cesta hranu e nevyuziva, pak bez zmény existuje taky v G — e.
2. Cesta prochézi hranou e. Mtzeme ji upravit na sled v G — e tim, ze misto ,kroku“ pres
e ,obejdeme“ zbytek kruznice C.

Kazdé dva vrcholy v G — e jsou tedy spojeny sledem, coz k souvislosti staci.

(2) = (4): Mé&jme graf G a libovolnou nehranu e = {u,v}. Vime, Ze mezi vrcholy u a v vede
cesta, pridanim hrany e z ni tedy vytvofime kruznici.

(4) = (1): Uz mame, Ze G neobsahuje kruznici, ukazme tedy, ze je také souvisly. Vezméme si
libovolné dva vrcholy u a v. Pokud jsou pfimo spojeny hranou, pak tato hrana je zaroven i cesta
mezi nimi.

Predpokladejme tedy, Ze mezi u a v hrana neni. Dle (4) pfidani libovolné hrany vytvori kruz-
nici, specialné tedy musi existovat i cesta mezi u a v, jinak by hrana {u, v} kruznici nevytvorila.

(1) = (5): Souvislost mame opét pfimo z definice stromu a vztah poétu hran a vrcholi dokdzeme
indukei dle poétu vrcholti. Pro graf s jedingm vrcholem trivialng plati, protoze |V| =1a |E| = 0.
O stromé s alesponi dvéma vrcholy uz vime, ze ma alespon dva listy. Oznac¢me [ libovolny
z nich, pak uz taky vime, ze G — [ je opét strom, jenZ ma ale mensi pocet vrcholt. Ted miizeme
uplatnit indukéni pfedpoklad (tedy rovnost |E(G —1)| = |V(G —1)| — 1), pfi¢emz zaroven plati i
|[E(G—=1)] = |E|—1 (s ,odtrzenim* listu jsme odebrali také jednu hranu) a |V(G—1)| = |V|—1.
Z téchto t¥i rovnosti dostaneme pozadovany vztah.
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(5) = (1): Opét vyuzijeme indukci dle poétu vrcholi. Jediny graf s jedingm vrcholem je zaroven
i strom. Pro vétsi grafy vime ze vztahu

D degv=2-|E[=2-|V| -2,
veV

ze musi existovat alespon jeden vrchol [, jenz ma nanejvys jednoho souseda. Pokud by ale nemél
zadného, nemuze byt graf souvisly, proto vrchol [ ma pravé jednoho souseda a je tedy list.
Podivejme se na graf G — [: oproti grafu G ma o jednu hranu a jeden vrchol méné, proto
vztah |E(G —1)| = |[V(G —1)| — 1 plati, stejné tak je graf G — [ souvisly (jinak by nebyl souvisly
ani graf G). Pouzitim indukéniho pifedpokladu dostéavame, ze G — [ je strom, a tedy z predeslé
véty plyne, Ze i G musi byt strom.
V pfirodé mé vétsina stromu svij kofen. Jinak tomu nebude ani tady, protoze nékdy se nam
pfi praci se stromy muze hodit je zakofenit.
Definice 35. Zakorenénym stromem budeme rozumét dvojici (T, r), kde T je strom a r jeden
z jeho vrchold, bézné oznaovany jako kofen.!

SRV

Neékolik variant zakofenéni jednoho stromu

Bipartitni grafy

Dalsi pomérné rozsdhlou skupinou jsou takzvané bipartitni grafy. To jsou ty grafy, jejichz vrcholy
se daji rozdélit do dvou skupinek tak, aby zadnd hrana nevedla uvniti nékteré z nich. Tyto
skupinky také nazyvame partity grafu. Jeden takovy graf je na nasledujicim obrazku.

=

14Pismeno r pochazi, stejné jako minule, z anglického slova pro kofen — root.
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A jak tedy vypada to rozdéleni do skupinek?

2 6 3 10 11 9 5
°

7 1 8 12 13 4

10 11 12 13

Opét pridanym slovickem 4plng budeme oznacovat ty bipartitni grafy, které maji vsechny
mozné hrany. V zkracené verzi je budeme znacit K n, kde m a n predstavuji pocty vrchola
v jednotlivych skupinkach. Moznda uz zna$ (relativné starou) grafovou hricku, ve které vystupuje
uplny bipartitni graf K3 3:

Uloha 36. V jistém kraji jsou t¥i domky a t¥i studny. Je mozné spojit kazdy z téchto domkd
s kazdou ze studni, pokud se cesty nesméji kiizit?

Nasledujici obrazek ukazuje nékolik dalsich uplnych bipartitnich grafi.

N7
///0{",//0} \‘NQ \

WA
K33 Ky K7 4

Charakterizace bipartitnich grafti

Kdyz uz ted vime, co to bipartitni grafy viibec jsou, mtizeme se jesté podivat na zpiisoby, jak
tuto vlastnost odhalit.

Cviceni 37. O nésledujicich grafech rozhodni, jestli jsou bipartitni, nebo ne:
a) cesty Pz, P4, Ps, Ps;
b) kruznice C3, C4, Cs, Cs;
C) flplné grafy K3, I(47 Ks, Kg;
d) krychle Q3, Q4, Qs, Qs;
e) stromy.

Pokud jsi toto cviceni poctivé vyfesil(a), ¢ast nasledujiciho tvrzeni Té uz asi nepiekvapi.
Véta 38. Graf je bipartitni pravé tehdy, kdyz neobsahuje kruznici liché délky jako podgraf.

Dukaz. Jeden smér implikace je pomérné jednoduchy: oznac¢ime-li si vrcholy jedné partity A
a druhé B, pak na libovolné kruznici se museji tato pismena stfidat, coz pfimo zajistuje sudou
délku kruznice.

Pro opa¢ny smér predpokladejme, ze mame graf bez lichych kruznic. Opét budeme oznacovat
vrcholy pismeny A a B: za¢neme libovolnym vrcholem v, ktery dostane A, pak vsichni jeho
sousedi budou B, vsichni sousedi sousedi dostanou opét A a tak dale. Tak budeme postupovat,
dokud bud nebudou oznaceny vSechny vrcholy, nebo dokud ndm nebude algoritmus ptikazovat
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»,brejmenovat® néjaky vrchol. V pripadé nesouvislého grafu nejprve oznacime vrcholy jedné
komponenty a nasledné budeme stejné pokracovat na dalsich komponentach.

Pokud jsme oznacili vSechny vrcholy, podafilo se ndm urcit partity a tim také dokézat, ze graf
je skutecné bipartitni. V opa¢ném pripadé oznac¢me u vrchol, ktery mél dostat druhé pismeno, a
w jeho souseda, jenz toto ,dvojoznaceni“ zpusobil. Urcité plati, Ze oba tyto vrcholy maji stejné
pismeno.

Kdyz se ted zpétné podivame na vSechny vrcholy, které zapfic¢inily oznaceni pro vrcholy u a
w, dostaneme cesty Py o a Py w 2z vrcholu v do u a w. Ozna¢me jesté posledni spole¢ny vrchol
obou cest z.

Pz,u
) B ...H_qu\ o— A
\ ) \jw =5

Pz,w

Jedna z moznych situaci

Cesty P, a P» . vytvaii spolu s hranou {u,w} kruznici C. Uz vime, Ze vrcholy u a w jsou
oznaceny stejnym pismenem, proto mohou nastat pouze dva ptipady:

1. Vrchol z mé stejné pismeno jako u a v, pak cesta P, , ma sudy pocet hran, stejné tak
i cesta P, 4. Spolu s hranou {u,w} ma pak kruznice C lichy poéet hran, coZ je spor
s nasim predpokladem.

2. Pismeno u vrcholu z se lisi od pismen u a v, pak obé cesty P, , i P, obsahuji lichy
pocet hran, coz spolu s hranou {u, w} davé opét lichy pocet hran pro kruznici C. Znovu
tedy dostavame spor. O

Postup oznacovani vrcholi pismeny, ktery jsme pouzili v dikazu, miZzeme taky pouzit na
libovolny graf, o némZ potfebujeme urcit, je-li bipartitni. Bud se ndm podafi oznacit vSechny
vrcholy, nebo nalezneme néjakou lichou kruznici, kterd ,nebipartitnost® grafu potvrdi.

Vicepartitni grafy

Bipartitni grafy se daji zobecnit na grafy k-partitni — vrcholy téchto grafii lze rozdélit na k
disjunktnich mnozin tak, aby konce kazdé hrany byly v riiznych mnozinach. Uplnost je u téchto
grafti podobnd jako u téch bipartitnich — Ky, ... n, oznacuje graf, ktery ma k skupin vrchold
(velikosti n1 az ny) a kazdd dvojice vrcholll z riznych skupinek je spojena hranou.

K3221
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Zavérem

Pokud jsi docetl(a) az sem, mlizes si gratulovat, protoze témito odstavci prvni dil seridlu konéi.
Jesté nez se ale odmlcime, splatime dluh, ktery vici Tobé mame.

Asi sis v8iml(a), Ze jsme na zacatku slibovali udavani ptikladt z realného svéta, které budou
demonstrovat moznosti praktickych aplikaci teorie graft. A také Ti asi neuniklo, Ze jsme se
potom o témér zadném vyuziti nezminili. Nyni pfichazi cas to napravit.

Jednoduchouckym dusledkem principu sudosti je fakt, ze vrchola lichého stupné je v grafu
sudy pocet. Pokud tedy v grafu najdeme jeden vrchol lichého stupné, vime bez hledani, zZe
alespon jeden dalsi vrchol ma lichy stupen. Pokud tedy na mapé v autoatlasu najdes mésto,
ze kterého vychazi lichy pocet silnic, muzes ihned usoudit, ze z néjakého jiného mésta také
povede lichy pocet silnic.!® Navic o daném systému mést a silnic mtizes s jistotou prohlasit, ze
nelze projet kazdou silnici pravé jednou (a navstivit vSechna mésta) tak, abychom se vratili do
mésta, ze kterého jsme vyjeli. Bez poznatki teorie grafi bys na néco takového ptisel (pfisla) asi
pomérné tézko.

Dobfte, uznavame, ze vyse uvedené aplikace jsou mozna hezké, ale asi by se bez nich dalo zit.
Pokud by ses tedy chtél(a) dozvédét o nééem, co ma skutecné pouzitelné aplikace, nastuduj si
tieba hledani nejkratsi cesty v grafu.'® Zatim jsme si fekli, co to je cesta. Nefekli jsme si ale,
jak poznat, jestli mezi dvéma vrcholy vede, a pokud ano (a pokud jich je vic), jakd je nejkratsi.
Navic se d& problém nalezeni nejkratsi cesty jesté zeslozitit tim, ze kazdé hrané priradime cislo
reprezentujici délku dané hrany a délkou cesty budeme rozumét soucet délek vSech jejich hran.
I takovy problém ale je fesitelny a k feSeni pomohla pravé teorie grafiu. To, ze se FeSeni vyse
zminéného problému da pouzit pro feSeni redlnych problémii, je jasné — naptiklad pro hledani
nejkratsi cesty z jednoho mésta do druhého. A hlavné néco podobného déla treba IDOS, kdyz
Ti vyhledava nejrychlejsi spojeni.

Jako malou odménu za vytrvalost nabizime FeSeni n&kterych cviceni, abys mél(a) moznost si
zkontrolovat spravnost svych vysledki:

6. Grafy na obrazcich a) a b) navzdjem izomorfni jsou. Graf na obrazku c) naopak obsahuje
kruznice na ¢tyfech vrcholech, které ale zbylé dva grafy neobsahuji, proto s nimi izomorfni byt
nemuize.

11. Neexistuje. Musel by obsahovat izolovany vrchol a zaroven vrchol sousedici se vSemi ostat-
nimi vrcholy.

22. Cp, = Cy, plati pouze pro n = 5.

24. Uplny graf K, ma n vrcholt a (5) = @ hran, kruznice Cy, mé n vrcholfi i hran a cesta
P,, mé n vrcholt a n — 1 hran. Krychle Q,, obsahuje 2" vrcholti a hran ma n - 271,

29. Eulerovsky je graf K5 a graf z obrézku b), zbylé grafy eulerovské nejsou.

37. Bipartitni jsou vSechny cesty, krychle a stromy, déle jesté kruznice Cy a Cg, ostatni grafy
bipartitni nejsou.

A to uz je od nés pro tuto chvili opravdu v8e. Dékujeme Ti za pozornost a za to, Zes mél(a)
trpélivost a docetl(a) text az sem. Pfejeme Ti mnoho §tésti v soutézni sérii a t&Sime se na
spole¢né absolvovani druhého dilu.

15To ovsem za predpokladu, Ze zadna silnice nekonéi uprostied pole.
16V serialu se timto tématem zabyvat nebudeme. K nastudovani doporuc¢ujeme knizku Ka-
pitoly z diskrétni matematiky od profesori Matouska a NesSetfila; samoziejmé lze také hledat na
internetu. Zdroju je mnoho.
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Vitame Té na zacatku druhého dilu naseho seridlu. Pokud ctes tyto radky, nejspis to znamena,
ze jsme T& jeho prvnim dilem moc neodradili nebo ses nam rozhodl(a) dat jesté jednou Sanci,
coz nas samoziejmé tési.

Jak jsme slibili v ivodu prvni ¢asti, v tomto dilu si pfedstavime ,systém raznych repre-
zentanti“, coz je sice véc ne uplné grafova, ale zato ma (nejen) v teorii grafti nékolik hezkych
dusledki a aplikaci. Pokud se ho uz nemuzes dockat, budes se muset vyzbrojit trochou trpéli-
vosti. V prvni ptlce tohoto dilu si totiz jesté ukazeme, jak umime grafy barvit a k ¢emu nam
to pomuze. Navic udélame kratkou odbocku k rovinnym graftim.

Barevnost grafu

Nebudeme to uz dal natahovat, vezmeme rovnou do rukou $tétec a kbelik s barvou a pustime se
do préace. Hlavnim dévodem barveni grafi (samozfejmé kromé estetického citéni) je, ze chceme
odlisit ,sousedici“ objekty (vrcholy nebo hrany), proto jim budeme pfidélovat rtiznou barvu.

Nepochybujeme o tom, Ze znd$ mnoho odstinti (pfedevsim Sedi), ale abychom Té& (i sebe)
usetfili vét typu ,,Vrchol u obarvime tyrkysové-azurovou, protoze olivové zelenou jsme uz nabar-
vili vrchol v.“, budeme barvicky radéji cislovat.

Definice 1. O grafu G fekneme, Ze je wrcholové k-obarvitelny, pokud existuje zobrazeni
b:V(G) — {1,...,k} spliujici podminku b(u) # b(v), kdykoliv jsou vrcholy u a v spojeny
hranou. Vrcholovou barevnosti grafu G pak rozumime nejmensi k, pro které je G vrcholové
k-obarvitelny, a znacime ji x(G).!

My jsme uz obarvovani vlastné potkali v prvnim dilu, i kdyz jsme tomu fikali jinak. Vrcholové
k-obarvitelné grafy totiz nejsou nic jiného nez k-partitni grafy.

Definice 2. Graf G nazveme hranové k-obarvitelngm, pokud existuje zobrazeni b: E(G) —

{1,...,k}, kde b(e) # b(f) plati pro vSechny dvojice hran e a f majici spoleény vrchol. Hranovd

barevnost grafu G je pak opét nejmensi k takové, ze G je hranové k-obarvitelny. Znacime ji
/

X' (G).

Priklad 3. Jakou vrcholovou a hranovou barevnost ma graf G' na obrazku?

o

1Podobné jako pii znaceni v prvnim dile, i tady pochézi pismeno x (malé fecké pismeno chi)
z anglického chromatic number.



Reseni. Protoze hlavu prasitka tvoii t¥i vrcholy spojené kazdy s kazdym, musi byt x(G) > 3.
Podobné kdyz se podivame na vrchol mezi hlavou a pfednimi nohami, zjistime, Ze sousedi se
gesti hranami, proto taky x'(G) > 6. Ze tyto pocty barev opravdu staci, ukazuji nasledujici
obrazky. O

Cvic€eni 4. Jakou vrcholovou a hranovou barevnost maji grafy Ky, Cyn, Pn a Qn definované
v prvnim dilu?

Ve skuteénosti existuje jesté tfeti varianta barveni. Byva zvana totdini a ob&as znacend x” .
Pfi ni barvime vrcholy i hrany zaroven, pricemz zadné sousedici hrany nesméji sdilet spole¢nou
barvu a stejné tak hrana nesmi mit barvu svého koncového vrcholu. V paté tloze letosni prvni
série jsme tedy chtéli dokdzat, ze x” (Kn) = n.

Kdyz zname barveni hran, jsme uz jen krucek od grafu, kde hrany ,povysime* na vrcholy.

Definice 5. Pro graf G definujeme hranovy graf L(G), jehoz mnozina vrcholu je E(G) a dva
vrcholy jsou spojeny hranou pravé tehdy, kdyz jim odpovidajici hrany v G mély spoleény vrchol.?

Aby sis lépe predstavil(a), jak vlastné hranovy graf vypadd, mas tu nazorny obrazek.

Ur¢ité sis uz promyslel(a), Ze plati x'(G) = x(L(G)), a mozna Té vzapéti napadla otazka,
co nového ndm hranovy graf pfinasi. Odpovéd je pomérné jednoducha — usnadni nam zivot pfi
definici dalsich hranovych variant barevnosti a také pii nékterych dukazech.

Cvideni 6. Které grafy G jsou izomorfni se svymi hranovymi grafy L(G)?

2Pavod pismena L je opét v anglickém vyrazu linegraph.
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Méné tradicni barevnosti

Obé dosud zmirnované barevnosti povolovaly barvit vSsechny vrcholy nebo hrany vsemi barvami
od 1 az po k. To ndm ale nemusi vzdy vyhovovat.

Predstav si tifeba meésto, kde se na radnici rozhodli vymalovat vSechny domy tak, aby zadné
dva sousedni nemély stejnou barvu. Pfitom ale chtéli umoznit obyvatelim ovlivnit, jakou barvu
jejich dim dostane. Proto kazdy majitel domu mél moznost si vybrat libovolnych k barev, jez
smély byt na jeho domku pouzity. Podobnou situaci fesi nasledujici definice.

Definice 7. Necht G je graf, X je dost velkd mnozina barev a zobrazeni B: V(G) — P(X)
je libovolné pfifazeni mnozin barev vrcholim G.% Pak fekneme, 7ze graf G je B-obarvitelny,
pokud existuje zobrazeni b: V(G) — X, kde b(u) # b(v), kdykoliv jsou vrcholy u a v spojeny
hranou, a navic je pro kazdy vrchol v splnéna podminka b(v) € B(v). Dale graf G nazveme
k-vybiravym, pokud je B-obarvitelny pro kazdou funkci B, jez spliiuje podminku |B(v)| = k pro
kazdy vrchol v. Nakonec wvybiravosti grafu G rozumime nejmensi k, pro které je G vrcholové
k-vybiravy, a ¢asto ji znacime ch(G).*

Na tomto obrazku je znazornéno pfrifazeni mnozin barev B a jedno z moznych B-obarveni b.

{1,3} ; 1
{13} <2y {341 12 4
1
BN sy ey IINE )
{172} {274} {173} {172} 1 4 3 1
B B-obarveni b

Pokud se Ti uz povedlo stravit tuto definici, mozna sis taky vsiml(a) nésledujiciho vztahu
barevnosti a vybiravosti grafu.

Lemma 8. Pro kazdy graf G plati x(G) < ch(G).

Dikaz. Necht ch(G) = k. Pak je graf G z definice B-obarvitelny pro libovolné zobrazeni

B:V(G) — P(G) spliwjici |B(v)| = k pro kazdy vrchol v. Specialné to tedy plati i pro funkeci B,

kde B(v) = {1,...,k} pro vSechny vrcholy, ¢imz se dostavame pfimo k definici k-obarvitelnosti.

Musi tedy platit x(G) < k = ch(G). O
Pfitom opacnd nerovnost rozhodné platit nemusi.

Priklad 9. Existuje graf G spliyjici x(G) < ch(G).

Reseni. Takovym grafem je napriklad K4 2. Jelikoz je bipartitni, plati x (K4,2) = 2. Jak ukazuje
nasledujici obrazek, umime vrcholim pfifadit dvouprvkové mnoziny barev tak, abychom z nich
platné obarveni nevybrali. Proto ch(K4,2) > 2.

3Symbolem P(X) oznacujeme mnozinu viech podmnozin mnoziny X.
4Pismeno ch pochézi z anglického pojmu choosability; v literatuie se taky vyskytuje oznaceni
X1 — z anglického list (seznam).



{1,2}
{1,3} {2,4}

{3,4}

Zadani jsme uz sice splnili, ale jesté muzeme ukazat, ze ch(K4,2) = 3. Kdyz totiz kazdému
vrcholu prifadime seznam tii barev, mizeme obarvit vrcholy stupné ctyfi libovolné a kazdému
ze zbylych vrcholu stejné zistane alespon jedna mozné barva. U

Jesté nam dovol v kratkosti zminit jedno barveni. V anglictin€ se vétsinou oznacuje pojmem
L(p, q)-labeling, coz muzeme do Cestiny prekladat jako L(p, q)-znackovdni. Opét jde o zobrazeni
I:V(G) = {1,...,k}, tentokrat ale mame podminky dvé:

(1) Kdykoliv jsou vrcholy u a v od sebe na vzdalenost jedna (tedy spojeny hranou), musi
platit |I(u) — l(v)| > p.
(2) Pro kazdou dvojici vrcholti u a v ve vzdalenosti dva (u a v maji spoleéného souseda)
musi platit [I(u) — I(v)] > q.
Hodnotou Ap ¢ (G) pak ozna¢ujeme minimélni k potfebné k existenci L(p, g)-znackovéani grafu
G. Sice se jim v tomto dilu zabyvat nebudeme, ale v tom pfistim Ti ukaZeme jeho uplatnéni
v kazdodennim Zivoté. Ted miizeme jen naznadit, Ze to ma néco spoleéného s rddiovym vysilanim.

Rovinné grafy

Od barveni grafti ted na chvilku uteceme a povime si néco o tzv. rovinnych grafech. Jsou to grafy,
o kterych se mluvi a piSe pomérné Casto, takze pokud by Ti néas stru¢ny vyklad nestacil, muzes
si o nich snadno dohledat vice informaci. Pokud T¢ naopak rovinné grafy nezajimaji a chtél(a)
bys radéji obarvovat, zkus zatnout zuby a nasledujici odstavce si pfece jen precist. Zanedlouho
si totiz ukdzeme, ze rovinné grafy a obarvovani k sobé maji velmi blizko.

Definice 10. O grafu G fekneme, ze je rovinng, pokud ho lze zakreslit bez kfizeni hran.

Tato definice samoziejmé neni forméalni, protoze nikde nespecifikujeme, co to znamena ,,jit
nakreslit bez kiizeni hran®. Intuitivni definice nAm ale bude bohaté postacovat.® Abychom se
vyhnuli pfipadnym nedorozuménim, méli bychom ale zduraznit, ze v definici pfedpokladame, ze
grafy kreslime do roviny (proto jim fikdme rovinné), a ne t¥eba na torus nebo Mébiovu pasku.

To, ze nas zajim4, jak je to s grafy, které zakreslujeme do roviny, je zcela pochopitelné. (Uz
jen proto, ze vétSinou kreslime grafy na papir, ktery je rovny.) Jenze pomoci grafti ¢asto chceme
reprezentovat objekty globalnich rozmérd, naptiklad sit ropovodii na Zemi. Zemsé je ale kulaté,
takze je prirozené se rovnéz ptat, jak vypadaji grafy, které lze bez kiizeni nakreslit na povrch
koule. Kupodivu se ukazuje, Ze jsou to pravé rovinné grafy.

Proc¢? Mame-li graf nakresleny na kouli, mizeme predpokladat, ze je nakresleny neprisvitnou
barvou na pruhledné kouli. Potom kouli postavime na rovinu tak, aby ,horni bod“ koule nebyl
obarven, a predstavime si, ze do tohoto bodu umistime zdroj svétla. Nas graf pak bude vrhat
na rovinu stin — reprezentaci stejného grafu v roviné. Naopak mame-li graf v roviné, postavime
na rovinu kouli a nakreslime na ni takovy graf, aby se jeho stin rovnal obrazci na roviné. Pfitom
si urc¢ité snadno rozmyslis, ze potom se bud hrany kfizi v obou obrazcich, nebo ani v jednom.

5Pokud by T¢ zajimala ,potadnéjsi“ definice, mtzes se podivat tieba na Wikipedii.
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Jinak feceno, pokud umime néjaky graf reprezentovat bez kfizeni hran v roviné, umime to i na
kouli — a naopak.

Pokud touzi§ po matematickych terminech, véz, ze jsme v pfedchozim odstavci popsali znamé
zobrazeni ze sféry do roviny zvané stereografickd projekce.

S Usmévem na tvari se muzeme vratit ke zkoumani rovinnych grafi. Méjme graf a néjaké
jeho rovinné nakresleni®. Toto nakresleni rozdéli rovinu hranami grafu na nékolik oblasti. Témto
oblastem budeme fikat stény. Kazdé nakresleni ma zifejmé jednu sténu — tu ,,neomezenou okolo
grafu“ — a pfipadné néjaké dalsi. Zajimavé je, Ze at nakreslime rovinny graf jakkoliv, vzdy bude
mit stejny pocet stén. To vyplyva z nasledujici véty (tak, Ze ji postupné aplikujeme na jednotlivé
komponenty souvislosti).

Véta 11. (Eulerova formule) Necht G = (V, E) je souvisly rovinny graf a necht s je pocet jeho
stén v néjakém rovinném nakresleni. Pak plati

V| = |E|+s =2

Dikaz. Budeme postupovat indukei podle po¢tu hran |E|. Pokud |E| = 0, pak nutné |V| =1
a s = 1 a rovnost plati.

Nyni predpokladame, ze tvrzeni plati pro vSechna rovinnda nakresleni vSech graft takovych,
ze |[E| < n — 1 pro néjaké n pfirozené. Chceme ukézat, ze pak plati i pro libovolny p¥ipad
|E| = n. Rozlisime pFitom dva pfipady.

1. Graf G neobsahuje kruznice. Potom G je strom a |V| = |E|+ 1 a s = 1, takZe tvrzeni
plati. (To, ze s = 1, nebudeme formalné dokazovat a vystacime si jen s tim, Ze je to
yintuitivng jasné“.)

2. Graf G obsahuje alespon jednu kruznici. Pak uvazme jednu hranu e, ktera lezi na néjaké
kruznici v G, a tu odmazme. Tim ziskdme rovinné nakresleni grafu G—e, ktery ma n—1
hran, a proto pro néj dokazovany vzorec plati. Pfitom jsme odebrali jednu hranu a pocet
vrchold jsme nezménili. Aby platila rovnost i pro graf G, museli jsme odebranim hrany
ubrat i jednu sténu. To ale skute¢né nastane, protoze odebranim hrany prestane byt
vnitfek kruznice samostatnou sténou. (I zde se spokojime s tim, ze je tato skutecnost
»ziejmé‘“, a nebudeme ji néjak podrobné dokazovat.)

O

Pravé dokdzana véta ma nékolik zajimavych dusledki. Jeden z nich je ten, Ze stejny vzorec
plati i pro mnohostény. Pro¢ tomu tak je, mizeme nahlédnout nasledujicim zpisobem. Vezmeme
si libovolny mnohostén a umistime ho do néjaké koule tak, aby jeji stfed lezel uvnitf¥ daného
télesa. Potom promitneme vrcholy a hrany na povrch koule. (V feci svétélek, kterou jsme pou-
zivali u stereografické projekce, umistime zdroj svétla do stfedu koule a vysledkem bude stin na
jejim povrchu.) Vysledek pak zobrazime stereografickou projekci do roviny. Tim ziskdme graf,
jehoz vrcholy, hrany a stény odpovidaji po Fadé vrcholim, hrandm a sténdm mnohosténu (odtud
dokonce terminologie pro grafy pochézi). Hrany tohoto grafu se navic nebudou k¥izit a graf bude
souvisly, takze pro néj, a tim padem i pro mnohostén, rovnost bude platit.

Dalsim disledkem je to, Ze existuje jen pét typt platénskych téles? — pravidelny Gtyfstén,
krychle, pravidelny osmistén, dvanactistén a dvacetistén. K dikazu se pouzije stejné zobrazeni
téles na rovinné grafy, jaké jsme pouzili v pfedchozim odstavci. Je ale tfeba dokazat jedno po-
mocné (nikterak slozité) tvrzeni, které presahuje ramec seridlu, takze Té odkazeme na Kapitoly
z diskrétni matematiky®, kde se mtzes doéist vic podrobnosti.

SRovinnym nakreslenim grafu budeme intuitivné rozumét obrazek bez kiizeni hran, kterym
reprezentujeme dany graf.

"Platénské téleso neboli pravidelny mnohostén je mnohostén, jeho# viechny stény jsou pra-
videlné mnohotuhelniky takové, Ze se jich v kazdém vrcholu styka stejny pocet.

8Kniha od pant Matouska a Nesetfila, kterou jsme doporucovali uz minule.
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Jesté se nam budou hodit dva pojmy, které s rovinnymi grafy tzce souviseji.

Definice 12. Rovinné nakresleni grafu G nazveme triangulact, pokud vSechny jeho stény jsou
tvoieny trojtuhelniky®. Pokud budeme trojihelnikovou hranici pozadovat od vsech stén kromé
vnéjsi (té ,neomezené“), budeme mluvit jenom o skorotriangulaci.

Definice 13. Méjme rovinné nakresleni grafu G. Pak jeho dudlni graf G* ma vrchol za kazdou
sténu grafu G a hrana spojuje dva vrcholy pravé tehdy, kdyz ptislusné stény sdilely spole¢nou
hranu.

V definici jsme si dovolili jednu nepfesnost. Pokud se napfiklad v grafu G vyskytuje most
(hrana, jejiz odebrani zpusobi ztratu souvislosti), pak po obou ,stranich“ tohoto mostu je ta
sama sténa. V dudlnim grafu tedy vznikne hrana s obéma konci ve stejném vrcholu. Pokud sis
Getl(a) prvni dil opravdu pozorné, mozna si vzpomenes, ze takovéto hrané jsme fikali smycka.
Stejné tak by se v dudlnim grafu mohly objevit paralelni hrany (pokud dvé stény vzdjemné
sousedi vice hranami), proto bychom v definici méli spravné psat multigraf. Vétsinou ale budeme
uvazovat grafy bez mosta a tudiz dudlni grafy bez smycek. Paralelni hrany nam pii barveni grafi
nezpusobi zddnou komplikaci a pfi ostatnich grafovych tlohéch se s nimi vétsinou taky néjak
vyporadame. Napiiklad ¢asto budeme navic pozadovat, aby dualni graf byl opravdu grafem.10

Nasledujici obrazek zobrazuje jedno rovinné nakresleni mutligrafu G a jemu pfislusny dualni
multigraf G*.

G G*

Definice duélniho grafu ma navic dalsi drobny problém — neni uplné jednoznacna. Jeden
rovinny graf totiz mtze mit nékolik vzajemné neizomorfnich dudlnich grafu, jez vznikly z riznych
rovinnych nakresleni. Ve vét$iné pfipadi nam to ale stejné nebude vadit, protoze si dany graf
jednou nakreslime a na zbyla nakresleni zapomeneme.!! Trochu volné&ji tedy miizeme brat dudlni
graf jako operaci ,,G s hvézdickou“, kde budeme stile uvazovat to samé nakresleni.

Barevnost rovinnych graft

Dovol nam dalsi odbocku do historie. Pokud o ni nestojis, miizes nasledujicich nékolik odstavct
preskocit.

Nékdy kolem roku 1852 si Francis Guthrie v§iml zajimavé skuteCnosti — na obarveni mapy
hrabstvi tehdejsi Anglie mu vzdy stacily ¢tyfi barvy. Spolu se svym bratrem Fredericem toho

9Jak uz sis uréité viiml(a), v teorii grafi se pouzivaji geometrické pojmy mirné jinak. Troj-
thelnik typicky znamend kruznici Cs.

10K tomu sta¢i pozadovat, aby nemél vrcholy stupné dva ani takzvané artikulace, tedy
vrcholy, jejichz odebrani rozdéli graf na vice komponent.

11Vétsina skutecnosti stejné plati bez ohledu na konkrétni nakresleni grafu.
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casu studoval pod vedenim slavného matematika Augusta de Morgana, proto za nim zasli s do-
tazem, zda Ctyfi barvy staéi pro libovolnou mapu. Az de Morgan rozsifil tento problém mezi
matematickou spole¢nost.

V grafové terminologii bychom mohli tuto domnénku (v soucasnosti jiz dokdzanou) zapsat
nasledovné.

Véta 14. (O é&tyfech barvach) Kazdy rovinny graf je 4-obarvitelny.

Prvnich ,dukaza“ se véta dockala az po vice nez 25 letech — roku 1879 od sira Alfreda
Braye Kempeho a v roce 1880 od Petra Guthrie Taita. Zadny z nich ale nevydrzel moc dlouho —
Kempeho dukaz vyvratil roku 1890 Percy Heawood a protipfiklad k Taitovu dikazu nalezl Julius
Petersen roku 1891. Oba pokusy o dukaz ale prospély alespon ¢asteénym FeSenim a umoznily
objeveni tehdy jesté nezndmych tf¥id graft.

Nasledujicich nékolik desetileti se o dukaz snazili mnozi matematici, zminit mizeme kupfi-
kladu Huga Hadwigera a jeho zobecnujici domnénku z roku 1943, jez stale na svtj dikaz Ceka.

Prvni diikaz Véty o &tyfech barvach, jenz zatim nebyl vyvracen!'?, piedstavili roku 1976
panové Kenneth Appel a Wolfgang Haken, s mirnou pomoci od Johna Kocha. Pomérné velka
¢ast dukazu je ale FeSend jenom na pocitaci, proto se diikaz mnohym matematiktim nelibil.

O dvacet let pozdéji, roku 1996, prisli Neil Robertson, Daniel Sanders, Paul Seymour a
Robin Thomas s novym dukazem této véty, jenz je jednodussi a kratsi, pouziti pocitace se
ale nevyhnuli. Povedlo se jim najit 633 ,zakdzanych konfiguraci®, tedy grafu, jez se nemohou
objevit v potencidlnim minimalnim protipfikladu (jinak by $ly nahradit men$im grafem, ¢imz
bychom dostali jesté mensi protipfiklad). Na pocitaéi pak ukazali, ze by nutné kazdy minimélni
protipfiklad nékterou z téchto konfiguraci obsahoval. Tim ale dokézali, Ze zddny minimé&lni
protipfiklad existovat nemuze a véta tedy plati :).

Snad nam promines, Ze Ti zadny z téchto dikazii neukdzeme, ale na to bychom potfebovali
vybudovat daleko rozsahlejsi teorii, nez je pro seridl vhodné. Misto toho ukazeme dikaz mirné
slabsi véty.

Véta 15. (O péti barvach) Kazdy rovinny graf je 5-obarvitelny.
Tuto vétu vlastné dostaneme jako dusledek véty nasledujici.
Véta 16. (Thomassen) Kazdy rovinny graf je 5-vybiravy.

Diikaz. Mé&me rovinné nakresleni grafu G, které doplnime na skorotriangulaci.!® Navic si
ozna¢me vrcholy na vnéjsi kruznici postupné vy, ..., vg. Indukci dle po¢tu vrcholi ukazeme,
ze G je B-obarvitelny, kdykoliv jsou splnény nasledujici podminky:

(1) [B(vi)| = |B(v2)| = 1 a B(v1) N B(vz2) =0,
(2) |B(v)| = 3 pro kazdy vrchol v = w3, ..., v,
(3) |B(v)| = 5 pro vSechny zbylé vrcholy v.
V prfipadé nejvyse t¥i vrcholi museji nutné vSechny sousedit s vnéjsi sténou a pro kazdy
mame dostatek moznosti na obarveni. Predpokladejme tedy, Zze vrcholy jsou alespon ctyfi.

1. Pokud existuje ,tétiva® vnéjsi kruznice (tedy hrana {v;,v;} pro v; a v; nesousedici na
kruznici), mizeme graf G podle této hrany rozdélit, ¢imz dostaneme dva mensi grafy
G1,G2. Prévé jeden z nich obsahuje hranu {vi,v2}, ten ozna¢me Gi.

12Nejspis tomu piispél i fakt, Ze je natolik komplikovany, Ze cely diikaz pFecetlo a pochopilo
pomérné malo lidi :).

13 Toto uréité udélat mizeme, protoze kazdé obarveni této skorotriangulace je také obarvenim
puvodniho grafu.
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Snadno nahlédneme, ze graf G1 spliiuje vSechny tii podminky, a proto existuje néjaké
jeho B-obarveni b. Podobné je tomu u grafu G2, tam ale neni splnéna podminka (1),
co? snadno napravime nastavenim B(v;) = {b(v;)} a B(v;) = {b(vj)}. Indukce ndm
pak uz i pro graf Ga zajisti takové B-obarveni, které se bude s obarvenim G; shodovat
na jejich spole¢nych vrcholech. Spolu tedy daji platné B-obarveni grafu G.

2. Necht tedy vné&jsi kruznice Zaddnou tétivu nema. Podivejme se na sousedstvi vrcholu
v — tvori ho poporadé vrcholy vi,u1,...,u;, vg_1. Protoze jsme vychéazeli ze skoro-
triangulace, v8echny hrany {vi,u1}, {ui,u2}, ..., {ui—1,u;}, {ug, vg_1} existuji. Navic
zadny z vrcholi u; nemuze lezet na vnéjsi kruznici, jinak bychom dostali tétivu.

)
U1

Vk

S

Ozna¢me X = B(vg) \ B(v1), pfipadné, pokud | X| = 3, jednu libovolnou barvu z X
odstratime. KdyZ nyni odebereme z mnozin B(u;) barvy z X (a pfipadné jesté ngjaké,
aby zbyly pouze tfi), splnime pro graf G — vy, vSechny tfi podminky a indukce nam uz
zaruci existenci B-obarveni b. Musime ale jesté dobarvit vynechany vrchol vy. Tady nam
pomuze zpusob, jak jsme upravili mnoZiny B(u;) — vSechny jsou disjunktni s X, stejné
tak barva vrcholu v; v X neni, proto jediny soused potenciadlné nabarveny barvou z X
je vg—1. V X mame ale barvicky dvé, proto vrchol vy urcité obarvit umime. O

Systém raznych reprezentanti

Nyni na chvilku opustime teorii grafi a popoviddme si o zajimavém praktickém problému.
Piedstav si, ze mas systém nékolika mnozinl4 a chces z kazdé mnoziny vybrat jeden prvek tak,
aby vybrané prvky byly navzajem rtizné. Vyse slibenym problémem pak je, jak rozhodnout, jestli
je mozné takovyto vybér provést. Nejprve si uvédomme, ze nékdy prvky vybrat lze, naptiklad
ze systému {a}, {b}, a nékdy ne, naptiklad ze systému {a}, {a}. Zabyvat se touto otdzkou tedy
je néjakym zpusobem zajimavé.

14 Systém mnozin je néco jako mnozina mnozin, abychom se vyhnuli zmatenym vyraztim typu
,2mnozina vSech podmnozin mnoziny prirozenych cisel“. Navic u systémt budeme povolovat i
mo#né opakovani jejich prvki, takze napriklad {{a},{a}} je dvouprvkovy systém a budeme ho
zkrécené zapisovat jako {a}, {a}.
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Ac¢ se to na prvni pohled mozna nezda, tento problém skutecné je prakticky. Mazeme ho totiz
preformulovat napfiklad tak, ze mame nékolik skupin lidi (tfeba organizatory PraSete, pratele
Meryl Streepové na Facebooku a sdruzeni zednikd v obci Petivald) a chceme z kazdé skupiny
vybrat jednoho zastupce, pfi¢emz kazdy ¢lovék smi zastupovat jen jednu skupinu. (Jinymi slovy,
vybrani lidé z riznych skupin museji byt riizni.)

Z kazdé mnoziny tedy vzdy vybirame jednoho zastupce neboli reprezentanta, a proto se
mnoziné vybranych prvki fika systém ruznych reprezentantii, nékdy téz zkracené SRR. Poradné
definujeme SRR takto:

Definice 17. Necht S = {S1,52,...,Sm} je né&jaky systém koneénych podmnozin mnoziny
M. Systémem riznych reprezentanti systému S potom budeme rozumét kteroukoliv mnozinu
X = {z1,®z2,...,zm} navzidjem riznych prvkd mnoziny M takovych, Ze z; nalezi S; pro vSechna
1<:<m.

Nyni se mizeme vratit k problému, jestli dany systém mnozin ma SRR. Pomérné snadno
1ze nahlédnout, ze pokud pro systém S existuje systém riuznych reprezentanti, pak pro vsechny
mozné k-tice mnozin z S musi platit, e pocet prvkii jejich sjednoceni je roven alespor k.1®
Pokud totiz S ma SRR, pak z definice SRR pro libovolnou k-tici mnozin z S existuje k ,,jejich
reprezentantt“. Ziskali jsme tedy nutnou podminku existence SRR pro systém S. Casto se ji
fika Hallova podminka pro systém S. Zajimavé je, ze jde dokonce o podminku postacujici, jak
fika tzv. Hallova véta.

Véta 18. (Hallova) Systém mnozin S ma SRR pravé tehdy, kdyz spliiuje Hallovu podminku,
tedy kdyz pro kazdy jeho podsystém T C S plati |JT| > |T|.

Dikaz. Jednu implikaci uz jsme dokézali v odstavci vysSe. Zbyva ukazat, ze Hallova podminka
je postacujici. Dikaz této implikace je pomérné pracny, ale nevyzaduje zadné specidlni znalosti,
tak se do néj rovnou pustime. Budeme postupovat indukci podle poétu mnozin v systému S.
Tento pocet si pro jednoduchost oznac¢ime k. Pro k = 0 a k = 1 implikace zjevné plati.

V indukénim kroku budeme ukazovat platnost implikace pro systém alespon dvou mnozin,
pokud vime, ze implikace plati pro vSechny ,mensi“ systémy, tedy systémy s mensim poctem
mnozin. Celou situaci si rozdélime na dva pripady.

1. Pro vsechny vlastni podsystémy'® S plati Hallova podminka dokonce s ostrou nerov-
nosti. Tedy pokud @ C 7 C S, pak |J 7| > |T| neboli || JT| > |T|+1. Pak si vybereme
libovolnou mnozinu A € S a z ni jeji libovolny prvek a. (To, Ze Zddnd mnozina v S neni
prazdna, a tim padem z ni lze néjaky prvek vybrat, si mizes rozmyslet jako jednoduché
cviceni.) Uvazme systém S’, ktery z S vznikne odebranim mnoziny A a prvku a z kazdé
zbylé mnoziny. Nyni ovéfime, ze pro systém S’ plati Hallova podminka. Vime totiz, Ze
v &’ je méné mnozin nez v S, takZe z indukéniho pfedpokladu bychom pak védéli, Ze pro
S’ existuje SRR. Zjevné a nendlezi do tohoto SRR, takze pfiddnim a bychom snadno
ziskali SRR systému S.

Libovolny podsystém 7’ C &’ lze vyjadiit jako {S1 \ {a},S2 \ {a},...,Sm \ {a}},
kde jednotlivé S; jsou prvky S. Proto z naseho dodate¢ného predpokladu plati

[StUS2U---USp| >m+1.

15Tuto podminku miizeme ekvivalentné pieformulovat tak, Ze pro kazdy jeho podsystém
T C S je pocet prvki, které se vyskytuji alespon v jedné mnoziné z 7, v€tsi nebo roven poctu
mnozin v 7. Pro zkraceni budeme tuto podminku zapisovat jako |[J7] > |T|.

16 Podsystémem systému S nazveme systém, ve kterém se vyskytuje kazdy jeho prvek nejvyse
tolikrat, kolikrat se vyskytuje v systému S. Viastnim podsystémem pak rozumime podsystém,
ktery neni prazdny a nerovna se systému S.



Pritom
[(S1\{a}) U (S2\{a}) U ---U (Sm\{a})| =[(S1US2U---USm)\ {a}| > m,

takZe pro S’ Hallova podminka plati.

2. Existuje vlastni podsystém @ C 7 C S takovy, ze ||JT| = |T|. Pro tento systém zjevné
plati Hallova podminka — nerovnost plati pro vSechny podsystémy S, takze plati i pro
vSechny podsystémy 7. Z T tedy lze vybrat SRR o velikosti |T|. Ze zbylych |S| —|T]|
mnozin bychom chtéli vybrat dalsich |S|—|7| prvka tak, abychom ziskali SRR pro S. To
udélame podobné jako v minulém piipadé — uvazime S’, ktery z S vznikne odebranim
vSech mnozin z 7 a naslednym odebranim vsSech jejich prvka ze zbylych mnozin. Dale
ukizeme, ze S’ ma SRR.

Analogicky jako v minulém piipadé mtiizeme uvazit libovolny podsystém 7/ C S’
a vyjadfit jej jako {S1\ (UT),S2\UT),...,Sm \(UT)}, kde jednotlivé S; jsou

prvky S. Pak miizeme vyjadiit pocet jeho prvkii nasledovné:1?

U7 =|(s:\ (UT)) o (320 (UT)) 0 (s (UT))]
51u52u---usm)\(UT)‘
51U52U---U5m)u(UT)‘*‘UT‘.

- ‘(
- ‘(
Pfitom prvni mnozina (,pfed znaménkem minus“) je sjednocenim m+ |7| mnozin z S,
pro ktery plati Hallova podminka, a tedy pocet jejich prvki je alespori m + |T|. Z
dodate¢ného predpokladu ale plati ||J 7| = |7, takze pocet prvka v |J 7' je vétsi nebo
roven m + |T| — |T| = m, a tim padem S’ spliiuje Hallovu podminku. ([

Poznamka. Dalsi moznou aplikaci SRR a Hallovy véty je feSeni nasledujiciho problému: Mame
nékolik zen a nékolik muzii. Zeny jsou vybiravé a kazda ma seznam muztl, které je ochotna
si vzit. Muzi vybiravi nejsou a s radosti se ozeni s kazdou damou, které se libi. Za jakych
podminek jde vSechny Zeny provdat tak, aby vSechny byly $tastné? (To, Ze se skute¢né jedna
jen o preformulovani problému, ktery fesi Hallova véta, Ti opét nechame jako cviceni.) Diky
této aplikaci se vété v angli¢tiné ¥ik& Hall’s marriage theorem (Hallova snatkova véta) a Hallové
podmince Marriage condition (sfiatkova podminka).

A pro¢ si o Hallové vété vibec poviddme v seridlu o grafech? Protoze ji lze ekvivalentné
formulovat jako vétu z teorie grafti.

Véta 19. (Hallova, grafova varianta) Necht G = (AU B, E) je bipartitni graf, jehoz vsechny
hrany jsou tvaru {a,b}, kde a € A a b € B. Déle predpoklddejme, Ze pro kazdou podmnoZinu
vrcholi A (oznacme ji P;) plati, ze pocet vrchold, které jsou hranou spojeny alespon s jednim
z vrcholi z P; (tuto mnozinu oznaéme N (P;)), je vétsi nebo roven poctu vrcholu v P;. Jinak
feceno, pro vSechna P; plati |N (P;)| > |P;|. Pak Ize z E vybrat nékolik hran tak, ze kazdy
z vrcholui z A bude jednou z téchto hran spojen s jednim vrcholem v B a navic budou tyto body
riizné. '8

Dukaz. Vime-li, ze plati kombinatorickd varianta Hallovy véty, muzeme pro libovolny graf
G spliyjici podminky grafové varianty uvazit systém |A| mnozin, které pojmenujeme stejné
jako vrcholy v A a pro kazdé * € A bude mnozina x definovana jako N({x}) Pak je pro

17P¥i posledni rovnosti vyuzivame toho, Ze pro libovolné dvé mnoziny M, N plati |M \ N| =
|[M UN|—|N|.
18Tomu iikame, 7e v G existuje parovani pokryvajici vrcholy z A.
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vznikly systém mnozin splnéna Hallova podminka, a tedy existuje SRR. Z E tudiz muzeme
vybrat nékolik hran, z nichz kazda bude spojovat vrchol x s reprezentantem mnoziny x. Tim
ziskdme hledané parovani. Vidime tedy, Ze z platnosti kombinatorické varianty vyplyva platnost
té grafové. Protoze kombinatorickou verzi uz dokdzanou mame, plati i grafova varianta. [l

Naopak pokud plati grafovd verze a mame systém mnozin S spliujici podminky kombinato-
rické verze, mlizeme uvazit graf G = (AU B, E), A = S (vrcholy z A maji stejnd jména jako
mnoziny v §) a B jsou prvky v8ech mnozin z S. Navic hranu nakreslime jen mezi S; a vrcholy
y z B, pokud y € S;. Graf G pak spliuje podminky grafové varianty Hallovy véty, a tedy v ném
existuje parovani pokryvajici vrcholy z A. Toto parovani nam pfitom vybird SRR pro S, takze
z platnosti grafové varianty plyne platnost kombinatorické varianty, a tim padem jsou obé véty
ekvivalentni.®

V textu jsme pouzili pojem parovani. Abychom tomuto slovu dali vyznam, uvedeme si jednu
definici.

Definice 20. Pdrovdnim v grafu G rozumime podmnozinu jeho hran takovou, ze zadné dvé
hrany z této podmnoziny nemaji spoleény vrchol. Perfektni pdrovani v grafu je takové parovéni,
které pokryva vsechny vrcholy.

Parovani si tedy mizeme predstavit tak, ze kazdy vrchol bud nespojuje s Zddnym jinym,
nebo jej spoji pravé s jednim vrcholem. (Cimz vrcholy ,poparuje“.) Perfektni parovani pak
,popéaruje“ vSechny vrcholy. Vybaven(a) touto znalosti se miizes vrhnout na nasledujici cvieni:

Cviéeni 21. Necht graf G splituje podminky Hallovy véty a navic |A| = | B|. Ukaz, Ze potom
v G existuje perfektni parovani.

A abychom si ukazali, ze Hallovu vétu lze uplatnit i tam, kde bychom to na prvni pohled
necekali, ukdzeme si, ze kazdy latinsky obdélnik se da doplnit na latinsky ctverec. Piedtim si
ale musime oba pojmy definovat.

Definice 22. Latinskym c¢tvercem rozumime ¢tvercovou miizku n X n vyplnénou ¢isly 1,...,n
tak, ze v kazdém radku i sloupci je kazdé ¢islo pouzito pravé jednou. Latinskym obdélnikem
rozumime miizku k X n, k < n (budeme se na ni koukat tak, ze ma k fadku a n sloupcl)
vyplnénou ¢isly 1,...,n tak, ze v kazdém radku i sloupci je kazdé ¢islo pouzito nejvyse jednou
a do kazdého policka je vepsano pravé jedno cislo.

Rovnou uvadime jeden z mnoha latinskych ¢tverci 5 x 5.

214|531
5112 4| 3
1134 2]|5
32| 1] 5] 4
4 15| 3| 1|2

Tvrzeni 23. Kazdy latinsky obdélnik se da doplnit na latinsky &tverec.

Duikaz. Ukazme, ze kazdy latinsky obdélnik k£ X n, k < n lze doplnit na latinsky obdélnik
(k 4+ 1) x n. To k dikazu staci, protoze pak mizeme dopliiovat fadky postupng, az dostaneme
latinsky ¢tverec n x n. K dikazu vyuzijeme grafovou variantu Hallovy véty.

19PFesnéji (pro hnidopichy) — byly by ekvivalentni, kdybychom grafovou variantu formulovali
jako ekvivalenci. My jsme ji pro jednoduchost vyslovili jen jako implikaci, ale urcité si rozmyslis,
ze i jeji opacna implikace je ekvivalentni s pfislusnou implikaci kombinatorické verze.
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Méjme latinsky obdélnik k x n, k < n. Naslednym zptsobem si definujeme graf G = (V, E).
Mnozina vrcholt bude V. = AUB, kde A = {a1,ax2,...,an} pfedstavuje mnoZinu sloupcii
naseho obdélniku a B = {1,2,...,n}. Hranu nakreslime mezi vrcholy a; a j pravé tehdy, kdyz
j neni obsazeno v i-tém sloupci. Jiné hrany do grafu neptidame.

Z definice vyplyva, ze stupen vrcholu a; je pocet ¢isel, ktera se nevyskytuji v i-tém sloupci.
Pro vsechna i je tedy tento stupen n — k. Stupen vrcholu j je potom pocet sloupci, ve kterych
neni j obsazeno. Avsak j je obsazeno v kazdém z k radkl pravé jednou a v zadném sloupci se
nenachéazi dvakrat. Je tedy obsazeno v k sloupcich, a proto je stupen j pro vsechna j také roven
n—k.

Méme tedy bipartitni graf, jehoz vSechny vrcholy maji stupen n — k. Ukazme, ze G spliuje
podminky Hallovy véty. Vezméme libovolnou m-prvkovou podmnozinu A a oznac¢me ji X. Pak
z X vychazi pfesné m(n — k) hran, které vedou do N(X). Kazdy vrchol v N(z) ma ale stupen
n — k, takze mlze z téchto hran ,pfijmout® nejvyse n — k. Proto musi byt v N(X) alespoii m
vrchold, ¢imz mame splnény podminky Hallovy véty.

Navic trivialng |A| = |B|, tudiz existuje perfektni parovani grafu G. Nyni mtzeme doplnit
dalsi fadek obdélniku tak, Ze na jeho i-tou pozici umistime ¢islo, které je v grafu G sparované
s a;. Vznikly obdélnik pak zustane latinsky. [l

Jesté muzeme prozradit, Zze pokud nalezneme dostatek latinskych ctverci splnujicich pod-
minku ortogonality??, umime z nich nepiimo vytvofit kéd odolny viié nékolika mélo chybam
pfi pfenosu. Timto bychom se ale prilis vzdalili od grafii, proto se jimi vic zabyvat nebudeme.

K zavéru

Témito fadky se s Tebou rozlou¢ime. Tési nas, ze jsme Té neztratili nékde v prubéhu a zZe ses
zdérné docetl(a) az sem.
Podobné jako v prvnim dilu, i ted nabizime feseni cvic¢eni pro kontrolu:

4. x(Kn) = n, X'(Kn) = n pro liché n a n — 1 pro sudé n; x(Cr) = x’(Cr) = 3 pro liché n a 2
pro sudé n; x(Pn) = x'(Pn) = 2; x(Qn) = 2, X'(Qn) = n.

6. Jsou to pravé kruznice.

Vétime, ze se Ti tento dil libil, a pfejeme hodné stésti v soutézni sérii. Doufame v opétovné
setkdni nad zévéreénym dilem, kde se podivame na mlady, ale hezky svét prunikovych grafu.

20V/olné fedeno: dva &tverce jsou ortogonding, pokud ,prichodem* vsech soufadnic étverce a
zapsanim dvojic hodnot z obou ¢tverciit na daném misté dostaneme vSech n? moznych dvojic.
12



Serial — Letem grafovym svétem I

Vitame Té u tfetiho dilu seridlu o teorii graft. Tentokrat se ponofime do studia takzvanych pru-
nikovych grafii. Nez to ale udélame, dovolime si Té pred néc¢im varovat, nebo lépe feceno na néco
Té& upozornit. Prinikové grafy jsou pomérné obsahlé a vyhradné vysokoskolské téma, takze mnoho
poznatki o nich zna¢né presahuje ramec naseho seridlu. Zaroven se jedna o velmi teoretické téma,
které sice méa sva uplatnéni (napfiklad pfi znac¢kovani map nebo v biologii pfi rekonstrukci genomu),
ale ta opét vétsinou presahuji ramec seridlu natolik, Ze si je nebudeme schopni nijak podrobné po-
psat. Tento dil tedy povazuj za jakousi stru¢nou sondu do svéta prunikovych grafi, o kterych se
budeme bavit, protoze nam pfijdou zajimavé, a ne proto, Zze bychom diky nim chtéli uspét v ma-
tematické olympiadé nebo udélat dojem na kamaraddy nematematiky. Dost uz ale bylo fec¢i kolem,
pustme se do toho!

Zéaklady aneb priinikové grafy pro zelenace

Definice 1. Méjme systém (ne nutné rtznych) mnozin X = {X1, Xo,..., Xn}. Potom muzeme
nasledujicim zpusobem definovat prunikovy graf G systému X': vrcholy G jsou 1,2,...,n a hrana
je mezi vrcholy ¢ a j pravé tehdy, kdyz X; N X; # 0. O grafu pak fekneme, Ze je prinikovy, pokud
je izomorfni prunikovému grafu néjakého systému mnozin.
Poznamka 2. V takovém grafu vzniknou smycky, ale my je budeme ignorovat. Dale se budeme
dopoustét drobnych nekorektnosti — naptiklad, pokud tim nedojde ke zmateni, budeme vrcholy
oznacovat stejné jako prislusné mnoziny; dokonce casto budeme vrcholy a mnoziny zaménovat.
Na nasledujicim obrazku muzes vidét systém mnozin bodt v roviné a jeho prunikovy graf nejprve
se smyc¢kami (disledné podle definice) a pak bez smycek, jak jej budeme chapat ve zbytku textu.

2 A
X X X Q °
! 2 4 1 4 3 X1 X4 X3

Dusledné a volnéjsi interpretace definice prunikového grafu

Definice prunikovych grafti se na prvni pohled muze zdat trosku odtazitd. Nejedné se ale o nic
slozitého — s prunikovymi grafy jsme se uz setkali. Konkrétné hranovy graf L(G) grafu G je prini-
kovym grafem systému hran grafu GG, kde hrany bereme v souladu s definici jako dvojice vrcholu, a
ne jako kfivky na papife. Ba co vic, kazdy graf, ktery jsme v dosavadnim prubéhu seridlu zminili,
byl prunikovy. Plati totiz dokonce nasledujici véta.

Véta 3. Kazdy graf je prunikovy.



Dikaz. Méjme graf G = (V, E). Pro kazdy vrchol v € V definujeme S, = {e € E | v € e}.
Z definice S, snadno nahlédneme, Ze pro vSechna u # v € V plati {u,v} € E pravé tehdy, kdyz
Su NSy # 0. =

Z predchozi véty si mizeme odnést nékolik zajimavych zavéru. Zaprvé to je fakt, ze kazdy graf
1ze reprezentovat jako priunikovy, takze zkoumat tuto tfidu grafi maze byt uzite¢né. Zadruhé fakt,
ze obecné prunikové grafy nejsou nijak zvlast zajimavé — jsou to prosté vSechny grafy. Dava tedy
smysl néjakym zpusobem omezit systém mnozin, jez pronikame, napiiklad na primky v rovine,
koule v prostoru nebo tfiprvkové podmnoziny pfirozenych ¢isel. Poté mizeme zkoumat, jaké t¥idy
grafu lze reprezentovat rtznymi typy systémi mnozin. A pravé tim se budeme na néasledujicich
strankach zaobirat i my.

Nejprve si definujme nékolik zdkladnich tfid pranikovych grafi.

Definice 4. O grafu fekneme, ze je

(1) pranikovy graf intervali, (na p¥imce), nebo téz zkracené intervalovy, pokud jej lze repre-
zentovat jakozto prunikovy graf néjakého systému tsecek na jedné predem dané piimce.

(2) permutaéni, pokud jej lze reprezentovat jakozto prunikovy graf néjakého systému useéek
propojujicich dvé pfedem dané rtizné rovnobézné piimky.! Koncové body téchto tisecek se

(3) lichobéznikovy, pokud jej lze reprezentovat jakozto prinikovy graf n&jakého systému li-
chobézniki takovych, Ze pokud protdhneme dvé rovnobézné strany jednoho z nich na
pfimky, bude na kazdé z obou vzniklych pfimek lezet pravé jedna strana kazdého lichobéz-
niku.

K lepsimu pochopeni Ti snad pomuze nasledujici obrazek.

Priklad intervalového, permuta¢niho a lichobéznikového grafu

Nyni vyslovime a dokdzeme jedno tvrzeni, které dava vyse definované tfidy grafti do souvislosti.
Jeho dikaz je ale pomérné jednoduchy, takze si ho muze$ provést sam (sama) jako cviéeni.

Véta 5. Kazdy intervalovy graf a stejné tak kazdy permutacni graf je zaroven lichobéznikovym
grafem.

ITémto grafim fikdme permutaéni, protoZe systém tsecek vlastné popisuje permutaci (neboli
zptehazeni) nékolika prvki. De facto pak bereme tyto prvky za vrcholy a hranu kreslime mezi ty
vrcholy, jejichz poradi permutace prohodila.



Dukaz. Nejprve si dokazme ¢ast o intervalovych grafech. Mame néjaky systém interval na primce
a chceme najit systém lichobéznikiu, které se protinaji ,stejnym zptsobem® jako dané tusecky.
Miuzeme volit naptiklad specialni pripad lichobézniki — obdélniky — a sice takové, ze jedna jejich
strana vzdy splyva s jednim danym intervalem a druhd ma néjakou pevnou délku d. Tyto obdélniky
se pak protinaji stejné jako zadané usecky a definuji lichobéznikovy graf.

Dale si dokazme ¢ast o grafech permutacnich. Mame néjaky systém tsecek odpovidajicich definici
a podobné jako v pfedchozi ¢asti z néj chceme ,vyrobit“ systém rovnobéznikt.? Idea je ta, ze tsecka
je vlastné ,nekonecné uzky rovnobéznik“ a my tedy tyto tsecky jen nepatrné rozsifime a tim z nich
vytvorime opravdové rovnobézniky, které maji vhodné pruseciky. Podrobnéji feceno, z dané tisecky
a vyrobime rovnobéznik tak, ze vezmeme vsechny body ve vzdalenosti maximélné [ od a a tuto
mnozinu pronikneme s pasem vymezenym dvéma danymi pfimkami. Zbyva jen urcit, jak velké ma
byt [, aby se lichobézniky protinaly tak, jak chceme (a jestli takové viibec existuje).

Kazdé dvé usecky od sebe maji néjakou vzdalenost — bud se protinaji, a pak je nulova, nebo
ne, a pak je kladné. Téchto vzdalenosti je konecné mnoho, takze existuje nejmensi z téch kladnych.
Oznacme ji k. Rozmysli si, ze pak libovolné kladné [ < % vyhovuje — neni to tézké. Tim je dukaz
hotov. 0

Cviceni 6. V poslednim odstavci dikazu je pomérné mald, ale zasadni chyba, kvili které je dukaz
Spatné. Najdi a oprav ji — jedné se skutecné o chybu, ne jen o vypusténi posledniho kroku.

Pokud nemas tuseni, v ¢em je problém, napovime Ti, Ze v opomenuti jednoho specialni ptripadu.
Své FeSeni si stejné jako v minulych dilech budes moci ovérit na konci tohoto textu.

V porovnavani lichobéznikovych, permutacnich a intervalovych graft ale mizeme pokracovat.
Z prvni tulohy 3. seridlové série vime, ze existuje souvisly permutacni graf, ktery neni intervalovy.
Négjaky takovy graf oznaéme Gp. Déle existuje i graf, ktery je intervalovy, ale neni permutacni.
Jako ptiklad takového grafu lze uvést graf G2 na nésledujicim obrazku.

F E

Ga

A B c

Piiklad intervalového grafu, ktery neni permutacni

Pokud Ti vadi absence ditkazu vlastnosti grafu G2, muzes si ho provést sam (sama) jako cviceni,
jez nevyzaduje zadnou slozitou teorii, pouze jistou davku zkouseni nebo dobry napad.? Avsak neni
na ném nic moc zajimavého a jedna se spi$ o rozebirani moznosti, takze ho klidné muzes, stejné
jako my, vynechat.

Cviceni 7. Ukaz, ze graf G2 je intervalovy, ale neni permutacni.

A k ¢emu vlastné grafy G1 a Ga jsou? Zaprvé nam fikaji, ze ani jedna z t¥id intervalovych ¢i per-
mutadénich grafti neobsahuje tu druhou. Zadruhé pak snadno najdeme graf, ktery je lichobéznikovy,
ale neni ani permutac¢ni, ani intervalovy. Takovym grafem je naptiklad graf se dvéma komponen-
tami, z nichz jedna je izomorfni G; a druhd Ga.

O permutacnich grafech navic plati jedno pomérné zajimavé tvrzeni s velmi péknym dikazem,
které Ti ponechame jako cvic¢eni. Az ho vyftesis, budes se moci pustit do barveni prinikovych grafi.

2Kazdy rovnobéznik je lichobéznikem.
3Napovéda k nému je uvedena na konci textu.



Cviceni 8. Ukaz, ze tfida permutacnich grafi je rovna t¥idé doplinkt permutacnich grafu, tedy
ze libovolny graf G je permuta¢ni pravé tehdy, kdyz jeho doplnék G je permutaéni.

Pokud chces malé postouchnuti, rozmysli si, Ze stac¢i ukdzat jeden smér, tedy Ze doplnék libo-
volného permutacniho grafu je permutacni. Vétsi napovédu (vlastné uz skoro feseni) si opét muzes
precist na konci serialu.

Priinikové grafy a barevnost

Dovol ndm se na chvili vratit k barveni grafi. Sice to nejspis neni po precteni definic uplné ziejmé,
ale prunikové grafy castecné s barevnosti souviseji — a to jednak spole¢nymi aplikacemi v bézném
zivoté, jednak tim, ze poskytuji nastroj, jak uréovat barevnost grafu.

Nejspis pomérné dobie znas zptsob, jakym se pfekryvaji okna na pracovni plose pocitace.
Vzdalme se mirné od ruznych oblych tvard oken a predstavme si je vSechny jako obdélniky, jejichz
strany jsou rovnobézné s okraji obrazovky. Kdyz se podivame na prunikovy graf téchto obdélniki,
muzeme z ného ziskat nékolik informaci — tfeba jeho barevnost nam urcuje maximalni pocet vrstev
oken.

Nemaéli bychom také zapomenout na dluh z minulého dilu, kde jsme si (pouze) zadefinovali sku-
te¢né netradi¢ni zpusob barveni — L(p, q)-znaékovéni.4 Tam jsme od sousednich vrcholt pozadovali
wrozdil“ barev alespon p a od téch ,sousedicich ob jeden vrchol® rozdil alespon gq.

K ¢emu je takovato zrida dobré a proc ji zminujeme zrovna ted? Protoze s né¢im podobnym se
potkavas i Ty témér kazdy den. Predstav si tfeba mobilni sif, ktera pokryva vétsinu tzemi (nejen)
Ceské republiky. K tomu je potieba uréité mnozstvi vysilactl, pficemz kazdy z nich zajistuje signal
v jiné lokalité. Presto existuje spousta mist, na kterych je mozné chytit signal dvou nebo i vice
vysila¢u zaroven. Pokud by vSechny vysilaly na stejné frekvenci, navzajem by se rusily a my bychom
z toho nic neméli. Pro bezpecny provoz se museji vzdy liSit alesponn o urcitou hodnotu, stejné tak
by se mély (o néco méné) lisit i vysilace, které maji spoleéného souseda.

Pokud si tedy vezmeme tGzemi pokryta jednotlivymi vysilaci jako vychozi mnoziny a vytvorime
prunikovy graf tohoto systému, pak pfifazeni vysilacich frekvenci vysilacim odpovida vhodnému
obarveni naseho grafu. A kdyz minimélni rozdily frekvenci oznac¢ime jako p a g, dostavame se pravée
k slibovanému L(p, q)-znackovani.

Dale jsme v ramci cviceni zjistili, Zze barevnost uplného grafu K, je pravé n. Je ale mozné nalézt
graf, jehoz barevnost je vysoka, prestoze se v ném nevyskytuje zadny vyrazné velky tplny podgraf?

Véta 9. Pro kazdé prirozené c¢islo k existuje prunikovy graf tisecek v roviné, jehoz barevnost je
alespon k, ackoli neobsahuje trojuhelnik jako podgraf.

Tteba pro k = 3 to neni az tak tézké dokazat — staci vzit kruznici Cs, na jejiz obarveni po-
tfebujeme alespon tii barvy. Pro vétsi hodnoty k to uz tak snadno nejde, pomtzeme si ale novym
pojmem.

Definice 10. Souddstkou nazveme trojici S = (R,U,Z), kde R je obdélnik se stranami rov-
nobé&znymi s osami roviny (rdmecek souéastky), U je néjakd mnozina useéek v rdmecku R a Z =
{z1,..., 2} je mnozina zdrezi — po dvou disjunktnich obdélnikii orientovanych stejné jako ramecek,
jejichz pravy okraj je soucasti pravé hranice ramecku R. Navic vyzadujeme nésledujici vlastnosti:

(i) Prunikovy graf tiseéek U neobsahuje trojuhelnik.

(ii) Pokud tsecka protind né&jaky zafez, tak protind jeho horni a dolni okraj, specidlné tedy

nekondi uvnitf.
(iii) Kazdé dvé tsecky protinajici stejny zafez jsou disjunktni.

4Pokud si tento pojem chces pfipomenout, podivej se na stranu 25 predchozich komentait.



Jak takova soucastka vypadé a hlavné to, jak se s ni pracuje, bude zfejmé z nasledujiciho dikazu.

pouzit matematickou indukci.

Véta 11. Pro kazdé prirozené cislo k existuje soucastka Sy, takova, ze pro libovolné dobré obarveni
priinikového grafu usecek S, existuje zaiez protnuty tiseckami k riznych barev.’

Dikaz. Pro k =1 nam staci vzit nasledujici soucastku:

S1

Po zbytek dikazu pfedpokladejme, ze véta plati pro néjaké k. Takze existuje soudastka Sy =
(R,Uy, Z), z niz chceme vytvofit soucastku Sy41. Pro kazdy zafez z oznac¢me d(z) jeho diagonélu
z levého dolniho do pravého horniho rohu. Pokud bychom se pokusili pfidat d(z) mezi usecky,
porusili bychom tfeti podminku. Vytvofme proto nové zafezy zP a zH tak, aby

(i) zatez 2P protinal pravé tsecky protinajici zéiez z (ale uz ne tsecku d(z)), volime ho tedy
jako uzky zarez ,pii spodnim okraji“ zarezu z,

(i) zafez 2 protinal pravé usecku d(z), bude to proto kratky zafez v pravém hornim rohu.
Jelikoz nesmime zapomenout na druhou podminku, zéfez zH neumistime p¥imo na horni
okraj zafezu z, ale o kousek niz.

Nasledujici obrazky by mély tyto pojmy trochu priblizit.

Sk Slc

d(z) ?

Nov4§ usecka d(z) Nové zatezy zP a zH

Definujme déle souc¢astku S* predpisem

S* = R,U*:Uku{d(z)\zeZ},U{ZD,ZH} .
z€Z

Snad neni potieba dokazovat, ze S* je skuteéné soucastkou. Urcité taky plati, ze pro kazdé dobré
obarveni tse¢ek U* nalezneme zafez z pivodni Sy, jenz obsahuje® alespon k + 1 riznobarevnych
useéek z U*. Z indukéniho predpokladu totiz existuje zafez z souéastky Sk, jenz protind k rtzno-
barevnych tusecek, diagonéla d(z) se ale kiizi se vSemi témito tseckami, a proto musi dostat novou
barvu.

Na prvni pohled by se mohlo zdat, Zze jsme dosahli cile, protoze mame skupinu k + 1 Gsecek, jez
museji mit vzadjemné razné barvy. Ale jesté tomu tak neni. Aby ndm spravné fungovala indukce,

5Tady bychom spravné méli barvit vrcholy prinikového grafu, ale i v ditkazu se nam bude hodit
barvit pfimo tusecky reprezentujici vrcholy. Rozmysli si, ze ve skutecnosti je to to samé.
6Tady vyjimeéné povolujeme i tsecky, které za¢inaji nebo konéi uvnitf nebo na okraji zafezu.



musime opravdu zarucit, aby vSech k 4 1 usecek protinalo jediny zafez. Specidlné se dle tfeti
podminky nesméji protinat navzajem.

Vytvoime tedy soucastku Sii1 ze soucdstky Sy tim, ze do kazdého zarezu nakreslime jednu
zmensenou kopii soucastky S* tak, aby byla nalevo od vSech useCek protinajicich dany zafez.
Puvodni zafezy Sj smazeme a misto nich ,prodlouzime® zafezy kazdé kopie S* az na pravy okraj
rémecku. Mizeme dostat néco podobného nasledujicimu obrazku.

Sestrojeni soucdstky Sg1 Detail na jeden zafez puvodni Sj

Ponechme stranou dost technické a ni¢im nezajimavé dokazovani, ze ,mista mame dostatek®.
Dal si sta¢i uvédomit, Ze ,vlepenim* kopie S* nepfiddame zadné nové kiizeni tsecek, proto prvni a
tfeti podminka zustavaji v platnosti. No a pokud néjaka usecka protinala zafez z, po této operaci
protne vSechny zarezy vzniklé prodlouzenim zarezi dané kopie S*, proto Sji41 spliiuje i druhou
podminku a je skuteéné soucastkou.

K ¢emu ndm to vSechno vlastné pomize? Uz vime, Ze v S* nalezneme zafez z (pivodni) sou-
Castky S takovy, Ze na obarveni vSech usedek z U* protinajicich zP nebo z potfebujeme k + 1
barev (pojmenujme tyto usecky UZ). Kdyz se pak podivame na stejny zafez z v originalni (velké)
soucastce Sk, nalezneme mnozinu ,velkych® usecek U, na jejiz obarveni potfebujeme alespon k
barev. Tyto tsecky ale protinaji jak novy zafez zP, tak i zH.

Ted si uz staci jenom uvédomit, Ze na obarveni mnoziny U} potfebujeme alesponi o jednu barvu
vic a piislusna usecka s ,barvou navic® musi protnout pravé jeden ze zafeztt zP a zH. Ten pak
obsahuje usecky k + 1 raznych barev, ¢imz jsme splnili podminky znéni véty. ]

Boxicita grafu

Jiz jsme si ukazali intervalové grafy, coz jsou prunikové grafy intervali na realné ose. Déle jsme si
kratce predstavili priunikové grafy obdélnika v roviné, jejichz strany jsou rovnobézné s x-ovou a y-
ovou osou — protoze tyto grafy nemaji zadny ustileny nazev, pojmenujme je naptiklad obdélnikové
grafy. Podobnym zptsobem bychom mohli definovat grafy kvddrové, hyperkvddrové a kopu dalsich.
Jaké vztahy plati mezi témito tfidami? Odpovéd Ti ponechiavame do nésledujiciho cvideni.

Cviceni 12. Promysli si, ze intervalové grafy jsou zaroven obdélnikové a ty jsou zaroven kvadrové.
Pokracuje to tak i k vy$sim dimenzim?

To nés privadi k otdzce, kolik rozméri potfebujeme, abychom dany graf G uméli reprezentovat
jako prunikovy graf vhodnych hyperkvadra.



Definice 13. Bozicitou” grafu G nazjvame minimalni dimenzi d, pro kterou je G reprezentova-
telny jako prunikovy graf d-dimenzionalnich kvadri, pficemz vSechny jejich hrany jsou rovnobézné
s nékterou z d os prostoru. Tuto hodnotu ¢asto znac¢ime box(G).

Na zacatek si zkusme vSimnout jednoho faktu. Neni to tézké tvrzeni, ale rozhodné vyzaduje
chvilku rozmysleni a trochu predstavivosti.

Pozorovani 14. Pro kazdy graf G plati®

box(G) = min {d

d
existuji intervalové grafy G1,...,Gq: G = m Gi} .
i=1

Obsah tohoto podivného tvrzeni Ti snad priblizi nasledujici priklad.

Priklad 15. Boxicita kruznice Cy je dva, protoze neni intervalovym grafem, ale umime ji do-
stat jako prunik dvou intervalovych grafti. Na zdkladé této znalosti je snadné sestavit prislusny
obdélnikovy graf, jak vidno na obrazku.

G1 b bG2

cma
d ¢ d
b G

a C

a c

d

Kruznice C4 jako prunik dvou intervalovych grafu
Mozna Té napadlo, mé-li kazdy graf konecnou boxicitu. Odpovéd je pomérné snadna.
Véta 16. Pro kazdy graf G = (V, E) s n vrcholy plati box(G) < (g)
Diikaz. Necht G oznacuje tplny graf K, bez hrany e, tedy G. = K, — e. Pak zfejmé plati

G= (] G

ee(Y)\E

Ted uz staci, pokud si vSimneme, ze kazdy graf G je intervalovy, coz ukazuje nésledujici obrazek.

Intervalova reprezentace K, — e

Protoze ,nehran“ muze byt nejvyse (g), z predchoziho tvrzeni dostaneme pozadovanou nerov-
nost. ]

Tento odhad boxicity ale umime vyrazné zlepsit.

"Do &estiny bychom to mohli pielozit napiiklad jako krabickovost grafu, ale drzme se radéji
bézného nazvoslovi.

8Pokud mame nékolik graftt G; = (V, E;) na stejné mnoziné vrchold, pak grafem (), G; rozumime
graf G = (V,N),; Ey).



Véta 17. Pro kazdy graf G = (V, E) s n = |V| vrcholy plati box(G) < &.

Dukaz. Vétu dokdzeme indukci podle n. Pokud ma graf nanejvys tfi vrcholy, pak je urcité inter-
valovy, a tedy box(G) = 1. Dal proto budeme uvazovat pouze grafy s alespoti ¢tyfmi vrcholy.

Pokud je graf G uplny, pak je intervalovy a ma boxicitu 1. V opa¢ném piipadé existuje nehrana
{z,y}. Vime, ze graf G’ = G \ {z,y} spliiuje indukéni pfedpoklad, proto

-2
box(G/) < 2= =2 1.
2 2

Pro graf G’ tedy existuje reprezentace R’ pomoci hyperkvadrii v prostoru RrLZ -1,

Vytvoime reprezentaci R pro graf G v prostoru rLZ] kazdy hyperkvadr z R’ pieneseme do
R, pfiGemZ mu ,pfiddme novy rozmér“ — necht v tomto rozméru zabird pravé interval (—1,1).
(Néco podobného jsme délali pii diikazu, Ze intervalové grafy jsou zarover lichobé&znikové.) Timto
zafidime presné zkopirovani grafu G’. Potfebujeme ale jesté doplnit dva hyperkvadry pro vrcholy
T avy.

Pro vrchol z vytvofme hyperkvadr Ky, jenz v ,novém* rozméru zabird pravé interval (9, 10) a ve
vSech ostatnich rozmérech ,presahuje“ kazdy objekt v R’. Pokud vrchol = sousedi v G s vrcholem
u, pak hyperkvadr K, z R odpovidajici vrcholu v musime ,natdhnout“ tak, aby se s K, protinal.
K tomu ndm staci rozsifit interval v ,novém* rozméru az po 10. Pro vrchol y budeme postupovat
podobné, jen ho umistime na interval (—10, —9).

[ 1 Ky

Rozsifeni z R! na R? Rozsifeni z R? na R3
Po téchto upravach skuteéné dostaneme reprezentaci R grafu G, kterd vyuziva pouze L%J
rozméru. O

Predchozi dikaz nebyl tézky, jen vyzadoval notnou davku predstavivosti. Pfed dikazem nésle-
dujici véty se ale rad€ji porfadné nadechni.

Véta 18. Kazdy bipartitni graf s boxicitou nejvyse dva lze reprezentovat jako prunikovy graf
usecek pouze dvou sméru.

Dikaz. Mé&jme bipartitni graf G = (AU B, E) s partitami A a B a jeho reprezentaci R pomoci

obdélnikti. Pro kazdy vrchol v € AU B ozna¢me O, obdélnik odpovidajici vrcholu v a dale si
definujme ,,6tvrtroviny“9 LH,, PH,, LD, a PD, dle nasledujicich obrazku:

97Znaceni je zvoleno jako zkratky pro levd horni, pravd horni, levd dolni a pravd dolni étvrtrovina.
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PH,”
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N

AN
PD, < LD,

MO ANENEN

Definice ¢tvrtrovin LH,,, PH,, LD, a PD,

Pomoci téchto &tvrtrovin si ted uspordddme vrcholy v obou partitadch: o vrcholech u,v € A
fekneme, ze u je ,pred” v (budeme to znacit u <4 v) pravé tehdy, kdyz O, N PH, # () — mozné
vzadjemné polohy obdélnikd pro vrcholy u a v jsou vidét na nasledujicim obrazku. Pro vrcholy
z,y € B bude podminka mirné jina: x <p y pravé tehdy, kdyz Oy N PD, # 0.

I::|

Mozné pozice pro O, pokud u <4 v

Obg tato (zatim pouze Gasteénd) ,uspoiradani“l® spliuji nékolik vlastnosti, vypiseme je ale
jenom pro to prvni (druhé spliiuje néco velmi podobného). Vétsina z nich je docela snadna, jejich

dtkaz Ti proto ponechdme jako cviceni.
(1) Pro libovolné vrcholy u,v € A plati Oy, N O, = 0.
(2) Dva vrcholy u,v € A spliuji u <4 v pravé tehdy, kdyz O, N LD, # 0.
(3) Pokud pro ruzné vrcholy u,v € A plati u <4 v, pak uréité neplati zaroven i v <4 u.
(

4) Neexistuje zadna skupina vrcholt vi,...,v, € A, pro kterou plati
V1 <A v2 <4 <A V-1 <A Vg <A V1.

Jak jsme uz naznacili, toto usporadani nemusi byt Uplné, coz znamend, ze mohou existovat
vrcholy u,v € A, pro které nenastdvd u <4 v ani v <4 u. Opét neni moc t&zké (i kdyz trochu
préce to da) si promyslet, ze vzdy umime néjaké tyto vztahy doplnit tak, abychom potom uz zadnou
takovouto ,neporovnatelnou® dvojici vrchola v partité A nenasli a aby pfitom byly stale zachovany
podminky (1) az (4). A totéz samozfejmé provedeme i s uspofadanim <p. Pro tato rozsifena
uspoifddani pak nemuze nastat situace na obrazku (vrcholy uw,v,w € A spliuji u <4 v <4 w a
pro vrcholy z,y, 2 € B plati x <p y <p z; vrcholy, mezi nimiz neni zakreslena hrana ani nehrana,
spojeny byt mohou, ale nemuseji):

10Ptestoze existuje i pojem uspordddni a tyto vztahy mezi vrcholy nespliiuji véechny jeho pod-
minky, dovol ndm tady mensi nekorektnost. Nasledujici vlastnosti nam stejné zaruci, ze relace <4
i <p umime rozsifit tak, aby usporadanimi opravdu byly.



— hrana

-- nehrana

T Y z

Tato situace nemuze nastat

Pro¢ to plati? Radsi si vezmi do ruky tuzku a papir, jestli jsi to jesté neudélal(a). Z faktu, ze
u <4 v, vime, ze v £4 u, a tedy O, N PH, = 0; podobné O, N LD, = §. Oznac¢me si jests

yzmensené“ ctvrtroviny dle obrazku:

s \
LH', PH,
s/ N
Oy
N /
LD, PD!,
AN Yol

Definice ¢tvrtrovin LH|,, PH!, LD} a PD)]

Piedpokladejme, ze vrcholy u a y jsou spojeny hranou, stejné tak jsou spojeny i vrcholy w a
y. Z tohoto plyne, ze Oy N Oy # 0 a Oy N Oy # P. Po kratkém hleddni moznych poloh pro Oy
(chceme, aby vrcholy v a y nesousedily, proto O, a Oy museji byt disjunktni) dostaneme, ze musi
platit

Oy N (LH, U PD,) #0.
Podobné diky existenci hran {b,z} a {b, z} dostdvame vztah

O, N (PH,, ULD,) # 0.



Kdyz si ale tyto dva vztahy spojime, narazime na problém, jak napovida nasledujici obrazek.

Oy NN

Jedna z moznych pozic pro Oy a plocha, kterou pak O, musi proniknout

Poslednim krokem dikazu je ukazat, ze pokud zadné Sestice vrcholt netvofi zminovanou kon-
stelaci, pak skuteéné umime cely graf reprezentovat pomoci tsecek dvou sméri. Tuto ¢ast jsme se
rozhodli nechat na Tobé jako druhou tlohu soutézni série. O

A néco na rozloucenou

Ted uz nadesel ¢as cely seridl ukondit. V&Fime, ze se T1i libil a alespon néktera jeho ¢ast Té zaujala.
Omezeny prostor seridlu ndm umoznil vétSinu oblasti pouze natuknout, zatimco mnoho dalsich
hezkych (ale i pokro¢ilejsich) vlastnosti a aplikaci se nAm sem uZ neveslo. Pokud bys pfesto chtél(a)
védét vic, nevahej nas oslovit nebo se podivat do nékteré z knih uvedenych na konci.

Samoziejmé nemuzeme vynechat slibenou napovédu ani tradi¢ni feseni a navody ke cvi¢enim
pro kontrolu:

6. Chyba je v tom, Ze jsme opomnéli pripad, kdy se vSechny usecky protinaji. Pak by vSechny
vzdalenosti byly nulové, a zddnd minimélni kladna by tedy neexistovala. Snadno ale nahlédneme,
ze v tomto pripadé by vyhovovalo dokonce libovolné kladné .

7. To, ze je graf G2 intervalovy, ukdzeme velmi snadno, stac¢i zkonstruovat dany systém intervali.

vrcholy grafu G2 v tomto poradi: D,C, B, A,G, F. Na zavér nebude mozné umistit tsecku E.

8. Generujici systém pro doplnék lze zkonstruovat napriklad preklopenim jedné z rovnobézek.
A pokud se Ti libi divat se na permutaéni grafy pomoci permutaci, sta¢i vzit permutaci 7, které
odpovid4 pivodni graf, a definovat permutaci o spliyjici o(j) = 7w(n — j). Neni tézké ukdzat, ze
této permutaci odpovidd pravé doplnék puavodniho grafu.

Ac jsme Té€ celou dobu provadéli seridlem pouze my dva, neni tento text jen nasi praci. Mozna
jesté vetsi zasluhu nez kdokoliv z nas ma na vzniku seridlu Kuba Krasensky, kterému timto de-
kujeme za to, ze provadél jazykové a vécné korektury a pomohl vybrousit cely text do mnohem
¢itelngjsi podoby. Dale dluzime diky Tondovi Cesikovi a Olinovi za to, ze opravili nase typografické
chyby a postarali se o perfektni grafickou podobu celého textu, a Marting, ktera dohlizela na nase
obrazky. V neposledni fadé bychom pak radi pod€kovali vSem ostatnim organizatortim, kteii se
svymi poznamkami na tvorbé seridlu aktivné podileli, a také Tobé za to, ze sis jej precetl(a) a
dal(a) celé nasi spoleéné praci néjaky smysl. Doufame, Ze, Ze Ti onen smysl neunikl a ze seridlu sis
néco odnesl(a).

Prejeme Ti mnoho tspéchi jak v posledni seridlové, tak i ve zbylych dvou jarnich sériich.



Peter ,mtr Korcsok a Martin ,E.T.“ Sykora

Literatura a dalsi zdroje

Jiz v predeslych dilech jsme zminovali nékterd mista, kde se o grafech a jejich svété muzes hodné
dozvédét. Zde bychom Té radi odkazali na par knizek, které vice nebo méné zname a muzeme
je tedy pro dalsi studium doporucit. A protoze teorie grafii je pomérné mlady obor (alespon ve
srovnéni s jinymi oblastmi matematiky), hranice poznani se tady posouvaji docela rychle. Je tedy
mozné, Ze za par let budou tyto knihy zastaralé a jejich misto zaberou nové.
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Kromé toho miizes samozifejmé vyuzit i nepfeberné mnozstvi riznych webovych stranek — Wiki-
pedii pocinaje a strankami rtznych védct a Casopisti konce. Vétsinou staci pojmenovat, co zrovna
chces najit (idedlné anglicky), a to pak zadat do svého oblibeného vyhledavace.



