Povidani k treti podzimni sérii

Tématem letosni tieti série jsou kongruence. Pokud jsi o nich v Zivoté neslySel(a), nezoufej!
Pravé pro Tebe je urcen tento text, ve kterém najdes vsechny potfebné informace.

Urcité vis, ze se prirozena ¢isla daji rozdélit na suda a lichad — ta, ktera jsou délitelnd dvéma,
a ta, kterd po déleni dvéma déavaji zbytek jedna. Kongruence jsou vlastné takovym zobecnénim
rozliSeni ¢isel na suda a licha.

Rekneme, Ze dvé celd ¢isla a, b jsou kongruentni modulo m, kde m je pfirozené éislo, pokud
obé davaji po déleni m stejny zbytek. Zapisujeme to jako a = b (mod m). Ekvivalentni (a
praktictéjsi) definice je, ze dvé ¢&isla a, b jsou kongruentni modulo m, pokud je ¢islo a — b
délitelné ¢islem m. Kongruence se mezi sebou daji s¢itat a nasobit — pracuje se s nimi skoro
stejné jako s rovnicemi.

Cviceni. Rozmysli si, ze plati nasledujici zdkladni vlastnosti kongruenci:
(1) a=0 (mod m) pravé tehdy, kdyz m | a.
(2) Pokud a =b (mod m), potom a+k = b+k (mod m) a ak = bk (mod m) pro libovolné
k celé.
(3) Pokud a =b (mod m) a b = ¢ (mod m), potom a = ¢ (mod m).

(4) Pokud @ = b (mod m) a ¢ = d (mod m), potom a + ¢ = b+ d (mod m) a ac = bd
(mod m).

(5) Pokud a =b (mod m), potom a™ = b™ (mod m) pro libovolné n pfirozené.

(1) Z definice kongruence to znamena totéz jako m | a — 0.
(2) Jestlize m|a—b,pak m | (a+k)— (b+k)am|k(a—0).

(3)—(5) Ostatni body se dokézi stejné pfimocare. Sta¢i piepsat kongruenci podle definice.

Tyto uvahy se daji jednoduse zuZzitkovat napfiklad pfi FeSeni diofantickych rovnic (tj. rovnic,
u kterych hledame Feseni z oboru pfirozenych nebo celych ¢isel). Nyni si ukdzeme dva piiklady,
jak se daji kongruence pouzit:

Priklad. Vyftes rovnici 2z + 3 = 4z + 6y, kde z,y,2 € N.

Reseni. Pokud pro néjaka &isla plati rovnost, urcité musi platit rovnost i modulo libovolné
prirozené cislo. Podivame se tedy na rovnici modulo dva. Vidime, ze po déleni dvéma dava
leva strana vzdy zbytek jedna, zatimco prava strana dava vzdy zbytek nula, proto rovnost
nikdy nemize platit. Ekvivalentné bychom mohli Fict, Ze leva strana rovnice je vzdy liché ¢islo,
zatimco prava strana je vzdy ¢islo sudé.

Piiklad. Vyfes rovnici 3z + 3 = 4% + 6y, kde z,y, 2 € N.

Reseni. Opét se na rovnici podivime modulo néjaké ¢islo, tentokrat modulo tii. Vidime, Ze
leva strana je vzdy kongruentni s nulou, zatimco prava strana s 4° = 1 = 1, rovnice tedy
nemuze mit zadné feSeni.
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Pri feseni prikladu se ¢asto vyuziva i toho, ze druhé mocniny nabyvaji pouze néjakych zbytka

modulo m. Ukézeme si to na prikladu:
Priklad. Najdi viechna ptirozena &isla = spliujici 22 = 2 (mod 3).
Reseni. Projdeme vSechny moznosti ¢isla x.

(1) Cislo z =0 (mod 3). Potom uréité 2 = 02 = 0 (mod 3) a z neni fesenim této rovnice.

(2) Cislo z =1 (mod 3). Potom 22 =12 =1 (mod 3) a x neni feSenim rovnice.

(3) Cislo # =2 (mod 3). Potom 2 =22 =1 (mod 3) a = opét neni fesenim rovnice.
Jiné moznosti uz pro ¢islo z nejsou, rovnice tedy neméa zadné reseni. Kdybys odvozeni s kongru-
encemi nevétil(a), zkus si tieba tieti pfipad napsat takto: = 3k + 2. Potom 22 = (3k + 2)2 =
9k2 +6k+4 =1 (mod 3). Vysledek je stejny, ale postup s kongruencemi je snazsi a elegantngjsi.

Vidéli jsme, ze druhé mocniny pfirozenych ¢isel nabyvaji po déleni tfemi pouze zbytka 0 a 1.
Tato ¢isla nazyvame kvadratickymi zbytky modulo 3. Stejné se daji definovat kvadratické zbytky
pro libovolné ptirozené cislo. Pokud se o nich chces dozvédét néco vic, podivej se do né€kterych
zdroju uvedenych na konci tohoto textu.

Na zavér si ukazeme jednu trochu tézsi vétu, kterou muzes bez dikazu pouzivat ve svych
Fesenich.

Véta. (Mala Fermatova véta) Je-li p prvodislo a a prirozené ¢islo nedélitelné p, potom
a?"1'=1 (mod p).

Zobecnénim této véty pro obecny modul je Eulerova véta. Jeji znéni nalezne$ v lonském
seridlu o teorii Cisel.

Pokud Té kongruence zaujaly a chtél(a) by ses o teorii ¢isel dozvédét néco vic, lotisky seriél
si urcité precti. Najdes ho na nasich strankach v sekci ”Minulé ro¢niky”.

Prejeme Ti hodné zdaru pfi feSeni tieti série!
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