(Od)mocnmy

. JARN{ SERIE TERMIN ODESLAN{: 7.BREZNA 2016

ULona 1. (3 BODY)
Najdéte nejvétsi prirozené ¢islo, pro které plati, ze at se podivame na jakékoli dvé jeho po sobé
jdouct cifry, dostaneme druhou mocninu néjakého pfirozeného cisla.

ULOHA 2. (3 BODY)
Pro ktera prvoéisla p plati, ze vyraz 2P + p? je také prvodislo?
ULOHA 3. (3 BODY)
Jsou déana kladna realna &isla a, b, ¢ spliiujici nerovnosti a® > b® a b¢ > cb. Ukaite, ze a® > c®.
ULOHA 4. (5 BODU)
Dokazte, ze

\/2 + /34 + 22016 < 2.
ULoHA 5. (5 BOD®)

Pepa mé na kartickdch napsana vsechna pfirozena éisla od jedné do 102016, Z dlouhé chvile se
rozhodl umocnit je na vSechna na 2016 a nasledné secist. Urcete poslednich 1008 cifer ¢isla, které
mu vyjde.

ULOHA 6. (5 BODD)
Dokazte, ze (v/2 — 1)2016 se d4 zapsat jako rozdil druhych odmocnin dvou po sobé jdoucich pfiro-
zenych Cisel.

ULOHA 7. (5 BODD)
Ptirozené ¢islo n nazveme tiituctové, jestlize pro kazdé prvodéislo p, které déli n, plati, ze p>6 déli n a
p37 uz ne. Rado a Matéj maji kazdy koneénou mnozinu svych oblibenych tiituctovych éisel. Zjistili,
ze oba maji ve svych mnozinach stejny pocet Cisel. Navic se soucin vSech ¢isel v Radové mnoziné
rovné soucinu vsech ¢isel v Matéjové mnoziné, zatimco soucty ¢isel v jednotlivych mnozinach jsou
ruzné. Ukazte, ze se soucet ¢isel z Matéjovy mnoziny lisi od souctu ¢isel z Radovy mnoziny alespon
o milién.

ULoHA 8. (5 BODD)
Najdéte vSechna prirozena a takova, ze pro kazdé prirozené n vétsi nez 4 plati

2" —n? | a™ —n?.



(Od)mocnmy

. JARN{ SERIE VZOROVE RESENf

Uloha 1.
Najdéte nejvétsi prirozené éislo, pro které plati, ze at se podivdme na jakékoli dvé jeho po sobé
Jjdouci cifry, dostaneme druhou mocninu néjakého prirozeného cisla.

(Pepa Svoboda)

RESENI:
Nejprve si vypiSeme vSechny dvojciferné druhé mocniny pfirozenych ¢isel. Ty jsou 16, 25, 36, 49,
64 a 81. Nyni se podivame, jak je mozné je dat za sebe tak, aby vzniklo co nejvétsi ¢islo.

Cislo 25 miizeme rovnou vylouéit, protoze na néj nelze ani z jedné strany nijak navazat, muselo
by tedy byt samotné, a napfiklad samotné ¢islo 81, které urcité spliiuje zadani, je vétsi nez 25.
Obdobné muzeme vyloucit ¢islo 36. Kdyby totiz bylo v hledaném ¢isle, muselo by byt hned na
nejlevéjsi pozici, protoze na néj nelze nijak navazat zleva. V kazdém takovém dcisle ale muzeme
posloupnost ¢islic 36 nahradit posloupnosti 816 a dostaneme c¢islo vétsi téz spliujici podminku ze
zadani.

Vsimneme si, ze kazdé zbyvajici ¢islo ma jak svého pravostranného, tak levostranného souseda
(pokud ho viibec ma) definovaného jednoznac¢né (kazda cifra se jak na misté desitek, tak na misté
jednotek vyskytuje nejvyse jednou). Nyni pokud za¢neme od libovolného &isla ze zbyvajici ¢tvetice
a budeme pridavat cislice jedinym moznym zpusobem jak napravo, tak nalevo, dokud to pujde,
vzdy se dostaneme k ¢islu 81649, coz je hledané nejvyssi mozné ¢islo.

POZNAMKY:

Témeér vsichni fesitelé se dostali k hledanému ¢islu. Nejcastéjsi z méné dulezitych chyb bylo to, ze
mnozi povazovali i ¢isla 1, 4 a 9 (mnohdy zapsand jako 01, 04 a 09) za dvouciferna. Z podstatnéjsich
chyb pak casto chybél jakykoliv dikaz o tom, Ze nalezené Cislo je nejvétsi s danou vlastnosti, nebo
byl ptitomen pouze jeho ndznak. Z dobré tietiny feSeni nebylo zfejmé, ze takové ¢islo viibec existuje
(to jest ze neni mozné, aby se ¢isla pii pfidavani néjak ,zacyklila®, a tedy existovalo libovolné velké
¢éislo hledanych vlastnosti). (Viki Némecek)

Uloha 2.
Pro které prvocisla p plati, ze vyraz 2P + p? je také prvocislo?
(Rado Svarc)

RESEN{:
Nejprve osetiime zvlast prvocisla 2 a 3. Spocitame, ze 22 4+ 22 = 8, coz neni prvodéislo, zatimco
23 4+ 32 = 17, coz je prvoéislo. Dale budeme uvazovat prvoéislo p > 3.

VARIANTA BEZ KONGRUENCH:
Necht p neni délitelné tiemi. Pak existuje m € N takové, ze p = 3m + 1 nebo p = 3m — 1. Vyraz
p? tedy mtzeme zapsat jako 9m 4 6m + 1. Vidime, Ze prvni dva éleny jsou délitelné tiemi. Nyni
indukci dokdzeme, ze 3 | 2™ + 1 pro kazdé liché n (a tedy i pro p).
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Nejprve provedeme bazovy krok pro n = 1:
312t +1=3.

Piedpokladejme dale, Ze pro n tvrzeni plati. Radi bychom dokazali, ze pak plati i pro n+ 2.1 Vime,
ze

2"t2 4 1=4.2"4+1=3.-2"4+2" +1,

z indukéniho piedpokladu mame 3 | 2™ 4+ 1 a ziejmé plati 3 | 3 - 27, takze dohromady 3 | 2712 4 1.
Tim je indukce hotova.

Protoze p > 3, je p liché, a tedy 3 | 2P + 1. Dostavame
312 +14+9m2 £ 6m=2° + (3m£1)2 = 2P 4+ p2.

Tedy vyraz je délitelny tFemi a zdroven je v&tsi nez tii (pro vSechna p > 3 plati 2P > 8), nemuze to
tedy byt prvocislo. Jedinym feSenim je prvocislo 3.

VARIANTA S KONGRUENCEMI:
Budp =1 (mod 3), pak p? = 12 = 1 (mod 3), nebo p =2 (mod 3), pak p> =22 =4 =1 (mod 3).
Zéroven p musi byt liché, takze 2P = (—1)P = —1 (mod 3). Dostavame

22 4p2=-141=0 (mod 3).

Protoze 2P + p? > 3 (pro vsechna p > 3 plati 2P > 8), nemiiZe to byt prvoéislo. Jedinym fesenim
je tedy prvocislo 3.

POZNAMKY:

Sesla se spousta FeSeni se spravnou myslenkou, ¢asto jste ale bojovali se zapisem. Nakonec jsem
uznévala i nepfili§ formalni feseni. Tém, ktefi si nerozuméji s indukci nebo kongruencemi, viele
doporucuji podivat se na né tfeba do nasi knihovny, jedna se o velmi uzitecné néastroje. Zkuse-
néjsim resitelim bych rada pfipomnéla, Ze ¢im leh¢i tloha, tim vic je potfeba dokazovat i véci,
které v osmicce stali konstatovat. Uplné by stagilo odvolat se na kvadratické zbytky, ale néjaké
zdtvodnéni uvést musite. (Anic¢ka Dolezalova)

Uloha 3.
Jsou déna kladn4 reélnd ¢&isla a, b, ¢ splitujici nerovnosti a® > b® a b¢ > c?. Ukaste, Ze a® > c®.
(Matéj Konecny)

RESENT:

Protoze vSechna tfi ¢isla a, b, ¢ jsou kladnda, jsou kladné i vSechny strany nerovnosti v zadani.
Navic je miizeme mocnit na libovolny kladny exponent a jejich platnost se nezméni. Umocnéme
tedy prvni nerovnost na ¢ a druhou na a (abychom ziskali u b stejné exponenty a mohli pak dit obé
nerovnosti dohromady). Dostaneme tak a®® > b%¢ a b°® > cb®, celkem tedy mame ab® > b®¢ > o0,
Vsechna ¢isla v druhé nerovnosti jsou opét kladna, mizeme tedy obé strany umocnit na 1/b, ¢imz
dostaneme a® > c¢%, coz jsme méli dokazat.

IPozor, nedokazujeme z vyroku pro n vyrok pro n + 1, jako se obvykle u indukce déla, protoze
se zajimame pouze o liché ¢isla.



POZNAMKY:

Protoze uloha byla na trojku pomérné lehka a nejtézsi cast byla rozmyslet si, Ze vSechny upravy
opravdu zachovavaji nerovnost, rozhodl jsem se byt pfisny a strhnout bod vSem, ktefi tyto upravy
nijak neokomentuji — stacila poznamka, ze vSechna ¢isla jsou kladna a mtuzeme tedy upravy provést.
Za stranku popsanou vypocty bez jakéhokoliv komentare obecné malokdy dostanete plny pocet
bod.

Mateéj Dolezalek si vyslouzil imaginarni bod za to, ze opravdu poradné zdivodnil, ze uvedené
Gpravy lze provést — je tomu tak proto, Ze mocninné funkce f(z) = z™ je rostouci na kladnych
Cislech.

Neékteri nerovnosti logaritmovali a pak je nasobili, coz ale samoziejmé obecné nefunguje: i pro
kladn4 ¢isla totiz logaritmus nabyva zaporné hodnoty a pfi ndsobeni nerovnosti je tfeba védét, zda
nasobite kladnym, ¢i zdpornym c¢islem. Naslo se vSak i par resitell, ktefi logaritmovali a vyhnuli se
diskutovani znaménka tim, Ze nerovnosti nasobili pouze Cisly, ktera byla ze zadani kladna. Na zaveér
bych chtél vSechny fesitele pochvalit, a sice proto, ze vsichni postupovali od znamych nerovnosti k
neznamé a nikoliv naopak. (Martin Cech)

Uloha 4.

Dokazte, ze

\/2+ V34 1+ 2016 < 2.

(Matéj Konecény)

RESENT:
Nejprve si dokdzeme zdanlivé nesouvisejici pomocné tvrzeni. Pro kazdé prirozené n > 2 plati
n + 2 < 2". Dukaz provedeme pomoci matematické indukce. Pro n = 3 tvrzeni plati, nebot

3+ 2 < 23, V indukénim kroku piedpoklddejme, #e uvedené tvrzeni plati pro néjaké n = k > 2,
dokazeme jej pro n = k + 1. Plati

(k+1)+2=k+2+1<2" 41 <2k

¢imz je pomocné tvrzeni dokazano. Protoze jsou obé strany pomocné nerovnosti nezaporné, mizeme
ji odmocnit a pro kazdé prirozené n > 2 dostavame ekvivalentné

Yn+2<2. (1]

Nyni oznaéme azo16 = -°'v/2016. Déle definujme kone¢nou posloupnost an, = ¥/ + ant1 pro
n = 2015,2014,...,2. Nyni indukci dokazeme, ze a, < 2 pro kazdy clen této posloupnosti. Plati
azo16 = 2°%/2016 < *°W/22016 = 2, coz povazujeme za bazovy krok pro n = 2016. V indukénim
kroku ukazeme, ze pokud tvrzeni plati pro n + 1 > 2, tak plati i pro n. Mame totiz

an=Yn+ant1 < Vn+2<2 dle[1].
Odtud dostavame ag < 2, ale a2 je vlastné leva strana kyzené nerovnosti, coz jsme méli dokazat.

POZNAMKY:
Udélovala jsem plny pocet bodu i fesitelim, ktefi uvedené pomocné tvrzeni nedokazovali, nebot
jsem uvéfila, ze je vidét, ze exponencialni funkce roste rychleji nez linearni.

Objevili se i fesitelé, ktefi nalezli extrém funkce {/n pomoci diferencidlniho po¢tu. To je samo-
zfejmé dovolena technika, chci jen poukazat na to, ze v PraSeti zadavame tlohy tak, aby derivovat
nebylo nutné.

(Misa Hubatov4)



Uloha 5.
Pepa ma na karti¢kdch napsand vdechna piirozend ¢isla od jedné do 102016, Z dlouhé chvile se
rozhodl umocnit je na vSechna na 2016 a nasledné secist. Urcete poslednich 1008 cifer c¢isla, které

mu vyjde.
(Rado Svarc)

RESENT:
Poslednich 1008 cifer néjakého c¢isla a je zbytek po déleni a ¢islem 1
V nasem pfipadé tedy potiebujeme zjistit

01008 01008 .

, neboli @ mod 1

102016
Z 1-2016 (mod 101008).

i=1
Pokud si nasi sumu rozdélime na ¢asti po 101998 ¢lenech, tak dostaneme

102016 101008 _q 101008

Z 2016 _ Z Z (j - 101008 4 §)2016,
i=1 j=0 i=1

Vlastnosti kongruenci zarucuji, ze soucet ani sou¢in modulo n nezménime, pokud scitance, respek-
tive ¢initele vymodulime n (jinak feceno, pokud se divame na poslednich n cifer vysledku, mizeme
se divat jen na poslednich n cifer ¢lent), proto plati

101008 _1 11008 101008 _1 101008

Z Z (j . 101008 + i)2016 = Z Z 7;2016 (mod 101008)7
7=0 =1 7=0 i=1

a protoze j se v této dvojsumé nevyskytuje, tak plati

101008 _7 1glo08 101008

Z Z ;2016 — 11008 | Z §2016 (mod 101008).
j=0 i=1 i=1

Takze vidime, Ze poslednich 1008 cifer naseho souétu jsou samé nuly.

POZNAMKY:

Vétsina doslych feSeni byla spravnd a pouzivala stejnou myslenku, nékolik malo jedincti navic
postupovalo po cifrach. Vyhoda tohoto feSeni je, ze se da lehce dokazat i silngjsi tvrzeni, a to,
7e poslednich 2015 cifer budou samé nuly. Spatna feseni se vétSinou starala jen o posledni cifry

séitanci, coz samoziejmé nejde. (Honza Soukup)
Uloha 6. So16
Dokazte, ze (ﬁ — 1) se da zapsat jako rozdil druhych odmocnin dvou po sobé jdoucich priro-

zenych cisel.

(Rado Svarc)
RESEN(: )
Indukciou ukazeme, ze pre kazdé n prirodzené sa vyraz (ﬂ - 1) ™ da napisat ako a, — bnv/2, kde
@, by, s prirodzené &isla, pre ktoré plati a2 = 2b2 + 1. Potom budeme mat

Z toho uz okamzite dostaneme pozadované tvrdenie pre n = 1008.
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Pren =1 je
2
(va-1)" =2-2v3+1=3-2v2.

Predpokladame, ze tvrdenie plati pre n, a dokdzeme, Ze potom plati aj pre n + 1.
(va-1)" =an —buv2
(VE-1)* = () (- -
- <an - bn\/i) (3 - 2\/5) — 3an + 4by — (2an + 3by) V2.

Oznacime ap+1 = 3an + 4bn, @ b1 = 2ap + 3by. Kedze an, by, st prirodzené, tak aj an+1, bn+1
su prirodzené. Ostava ukazat, ze plati a?H_l = 2b%+1 + 1. Plati:
a2 =2b2 +1,
9a2 4 24anby, + 1602 = 8a2 + 24anby, + 1862 +1,
(3an + 4b,)? = 2 (2an + 3b,)% + 1,
aZ 1 =202, +1
Tym je dokaz hotovy.
JINE RESEN{:

Podla binomickej vety rozvinieme (v/2— 1)2016

. Séitame Eleny s parnou mocninou V2 a ¢leny
s neparnou mocninou V2 a dostaneme

(\/5—1

kde A, B st prirodzené, pretoze zaporné ¢leny st prave tie, pri ktorych je v/2 s neparnou mocninou.
1 S .. . 2016

Podla binomickej vety rozvinieme i (\/5 + 1)

s neparnou mocninou v/2 a dostaneme

(va+ 1)2016 = A+ BV2.

To plati, pretoze (\/5—&- 1)2016 méa po roznasobeni rovnaké koeficienty ako (\/i— 1
znamienko pri neparnych mocninach v/2. Vynasobime (\/5 - 1)2016 a (\/5 + 1)2016:

(3=1)"™ (2 = (3-5v3) (a+53).
V2-1)(v2+1 2016:1427232,
((vz-1) (v2+1))

(2 — 1)2016 — A2 _9p2
A? —1=2B2

)2016:A_B\/§’

. S¢itame ¢leny s parnou mocninou v/2 a &leny

2016
) az na

A teda dostadvame
2016
(va-1)" "= (a-Bv2) =VaZ - V2B = VAT - VA2 - 1.
Hladana dvojica prirodzenych ¢&isel je A2 a A2 — 1.

POzZNAMKY:

Mnoho rieseni pouzivalo indukciu véemoznymi spésobmi. Castou chybou potom bolo, Ze ni¢ ne-

predpokadali o &islach pod odmocninou. Po vynésobeni (vk —vE — 1)(v/2 — 1) s¢itali najprv éleny

s V2 a potom tie bez. Nakoniec obe ¢isla umocnili na druha. Takto dostali dve cisla, ktoré sa

navzajom lisili o 1. Bohuzial ale zabudli dokazat, Ze st prirodzené (na to bolo treba postupovat

trocha opatrnejsie alebo este raz pouzit iny, zvlast elegantny postup, ktorym by si vysluzili +3).
(Marta Kossaczka)



Uloha 7.
Piirozené ¢&islo n nazveme tiituctové, jestlize pro kazdé prvodislo p, které déli n, plati, ze p36 délin a
p37 uz ne. Rado a Matéj maji kazdy kone¢nou mnozinu svych oblibenych tiftuctovych cisel. Zjistili,
ze oba maji ve svych mnozinach stejny pocet cisel. Navic se soucin vSech cisel v Radové mnoziné
rovna soucinu vsech ¢isel v Matéjové mnoziné, zatimco soucty ¢isel v jednotlivych mnozinach jsou
rizné. Ukazte, ze se soucet cisel z Matéjovy mnoziny lisi od souctu cisel z Radovy mnoziny alespon
o milién.
(Rado Svarc)

RESEN:
Uvazujme mnozinu prvoéisel P = {2,3,5,7,13,19,37} a vSimnéme si, ze pro kazdé p € P plati
p—1|36. To znamena, %e pro kazdé n € N a p € P existuje k takové, ze n36 = pkr-1) = (nk)p_l.
Pokud p | n, tak mame n3%
n36 = (nk)p71 =1 (mod p).

Symbolem vp(n) budeme znaéit p-valuaci ¢isla n.2 Z definice tiituctového ¢&isla vime, e pro p

prvodislo a n tfituctové plati v,(n) € {0,36}. To také znamend, ze kazdé x t¥ituctové lze zapsat
jako y36 pro né&jaké y € N. I toho vyuzijeme v diikazu nasledujiciho pomocného tvrzeni.

= 0 (mod p), v opa¢ném piipadé z Malé Fermatovy véty plyne

Lemma. Bud X néjakd mnozina tiituctovych cisel a p € P. Ozna¢me & pocet takovych x € X,
pro néz plati p { x. Potom plati

Z z=¢ (mod p).

zeX
Dikaz. Definujme X, = {z € X : p | z} jako mnozinu v8ech ¢isel z X délitelnych p a XI’, jako jeji
doplnék v X. Potom
Z xr = Z T+ Z x.
zeX z€Xp z€X],

Podivejme se na rovnost modulo p. Vime, ze kazdé x € X, je kongruentni s nulou, takze i cela
suma nam do souctu prispé€je nulou. Proto

ZxE Z z (mod p).

zeX zEX)

Protoze kazdé x € X je tiituctové, existuje takové y € N, ze x = y36. Tedy

S oa= Y 4

r€X], y36eX}’7
Ale pro x € X,, plati p { z, takze pokud = = y36, pak i p{y. A podle prvniho odstavce vime, ze

pak y3¢ =1 (mod p), tedy
S = X A=1X God ),
zEXI’) ZGX{,

ale protoze |X,| = &, dostdvame

coz jsme chtéli dokéazat. O
Vime, zZe soudin ¢isel z mnoziny R (jako Radova ) je stejny jako soucin ¢isel z mnoziny M (jako

moje). Ozna¢me tento soulin jako II. Nyni uvazujme pevné prvocislo p € P, definujme p jako

2To znamend nejvétsi prirozené &islo a takové, ze p® | n.
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pocet ¢isel z R délitelnych p a analogicky u jako pocet Cisel z M délitelnych p. Nakonec oznac¢me
¢ = vp(II). Protoze pro tiituctova &isla n je vp(n) € {0, 36}, vidime, Ze ¢ = 36p, ale symetricky i
¢ = 36u. A z toho vyplyva p = u.

Definujme S)js jako soucet Cisel z M a Sk jako soucet ¢isel z R. Potom podle lemmatu plati
Sy = |M| — p (mod p) a Sgp = |R| — p (mod p). Ale protoze p = v a |[M| = |R|, dostavame

Sy =Sk (mod p).

Posledni kongruence plati pro kazdé p € P, a proto podle Cinské zbytkové véty plati i pro jejich
soufin, tedy
Sy =Sgr (mod2-3-5-7-13-19-37).

Ale protoze vime, ze Sp; # Sg, musi se lisit alespon 0 2-3-5-7-13-19-37 = 1919190 > 1000000,
¢imz jsme dokazali tvrzeni ze zadani.

Poznamka. Kdybychom misto Malé Fermatovy véty vyuzili Eulerovu vétu pro ¢isla 5, 7, 8, 13,
19, 27 a 37, dostali bychom silnéjsi odhad, Ze se sou¢ty musi lisit alesponn o 69090840. (A také
bychom si vyslouzili +i.)

PozNAMKY:

Jak sami vidite, tloha nakonec az tak tézka nebyla, pfesto pfisla pouze Ctyfi spravna feseni. Je to
asi proto, ze zadani vypadalo hodné nepfistupné (,,Co je to za divné podminky?“, ,Pro¢ zrovna
ezponent 362“). Pokusim se nastinit, jak se na FeSeni dalo pFijit.

Na rozdil od skutec¢ného vyzkumu, kdy ¢lovék nevi, které parametry jsou dulezité, a které naopak
nikoli, u olympiddnich tloh je typicky nutné vyuzit vSechny podminky ze zadani. Pokud tedy zadani
obsahuje mnoho raznych podminek, tak sice vypada nepfivétivé, ale jen premysleni nad tim, pro¢
jsou zadané zrovna takové podminky, mize clov€ka navést na spravnou cestu.

Proc¢ je napriklad exponent zrovna 36?7 Kdyz na konkrétni konstanté vlastné moc nezalezi, byva
v olympiddach zvykem pouzit aktualni letopodet.? Takze ¢im je &islo 36 zajimavé? Je to druha
mocnina, ale predev§im ma relativné hodné déliteli. A protoze kazdé cislo v Matéjové i Radové
mnoziné je tvaru y3¢, mizeme si s pomoci aritmetiky exponentii piedstavit, ze pracujeme s réiznymi
mocninami (druhymi, tfetimi, ¢tvrtymi, Sestymi, ... ), coz navadi na néjaké pouziti Malé Fermatovy
véty.

Dalsi zajimava podminka je ta, Ze se souiny &isel v obou mnozinach rovnaji. Uloha je jisté
7 teorie Cisel a tam se typicky vyuzivaji prvocisla. Tak se podivejme na néjaké pevné prvocislo
p a uvédomme si, ze (diky t¥ituctovosti) obsahuji obé mnoziny stejny pocet cisel délitelnych p.
A protoze maji obé mnoziny stejnou velikost, je v nich i stejny pocet ¢isel nedélitelnych p.

Tim jsme viceméné vytézili zadani (jesté je potieba véfit, ze kdyz je milion napsany slovem,
tak to viceméné znamend néjaké veliké ¢islo, a moc se tim nezabyvat). Najednou uz toho ale vime
opravdu hodné, a to jsme zatim Zadnou prevratnou myslenku nepfedvedli, jen pfimocaré tvahy.
A pfesto se tloha najednou zda byt mnohem pfistupnéjsi: Mame néjaké dvé mnoziny specidlnich
¢isel takové, Ze pro kazdé prvocislo p je v obou stejny pocet prvki délitelnych p i stejny pocet prvka
nedélitelnych p.

Ted uz musi prijit ten napad, Ze mezi déliteli ¢isla 36 je plno ¢isel tvaru p—1, zkusit se podivat na
souéty modulo piislugnd prvoéisla, vzpomenout si na Cinskou zbytkovou vétu a zajasat, Ze soucin
pouzitych prvocisel je skuteéné vétsi nez milién.

Doufam, ze vsichni, ktefi se strasidelnéjsiho zadani zalekli, ho pfisté naopak zkusi vyuzit ve sviij
prospéch.

(Matéj Konecny)

3Dokonce i do feseni/vysledki se ¢asto vloudi — vidite-li podivnou tlohu, jejimz fesenim maji
byt néjaka konkrétni ¢isla, zkuste, zda pravé aktualni letopocet ndhodou nevyhovuje.
7



Uloha 8.

Najdéte vSechna prirozend a takova, ze pro kazdé prirozené n vétsi nez 4 plati
2" —n? | a™ —no.
(Rado Svarc)
RESEN(:
Méjme a, které vyhovuje podmince v zadéni. Zvolme n = p(p — 1) + 2, kde p je liché prvocislo,
které nedéli a a pro které plati p > |2a —a? | Protoze p > 3, je n > 8 > 4, takze n mizeme dosadit
do vztahu v zadani a plati 2" — n? | a® — n®. Pro kterékoliv b takové, Ze p { b, odvodime platnost

vztahu
PP (p(p—1)+2)° =b? —2°  (mod p);

jednak totiz z Malé Fermatovy véty dostaneme
pPP=DF2 = (pP=1)P . p2 =2 (mod p),
jednak z pravidel pocitani s kongruencemi plyne
(plp—1) +2)*=2" (mod p).
Pokud za b dosadime 2, dostaneme 2" —n? = 22 — 2225 0 (mod p), takze p | 2" —n? | a™ — no.
9a

. (mod p), takze spolu s p | a™ — n®
musi byt a* = 2¢.

Ovsem pokud za b dosadime a, dostaneme a™ — n® = a* —
dostavame p | a2 — 2. Ale protoze p > |2 — a?|,

Odtud vidime, #e a musi byt mocninou dvojky, tedy a = 2% pro n&jaké nezaporné celé d.
Dosazenim ziskame 229 = 22 neboli 2¢ = 2d.

Indukci ukdzeme, ze pro k > 3 je 2 > 2k. Pro k = 3 skutecné dostavame platnou nerovnost
8 > 6. Pokud pro k > 3 tvrzeni plati, potom skuteéné 2k+1 = 2.2k > 4k > 2(k 4+ 1), kde posledni
nerovnost plyne z k > 1.

Aby tedy mohlo platit 2¢ = 2d, musi byt d < 3. Navic d = 0 zjevné nevyhovuje, coz nas nechava
s moznostmi d=1ad=2nebolia=2aa=4.

Lehce ovSem ovérime, ze tyto dva piipady podmince ze zadani vyhovuji. Pro a = 2 dostavame
v zadani vztah 2™ — n? | 2" — n2, ktery plati trivialné. Pro a = 4 chceme zjistit, zda je splnéno
2" —n2 | 4" —n?. To ale plyne z rovnosti

4"t — (2n)2 _ (n2)2 _ (2n _ n2) (2n +n2) )

Jedind mozna feseni jsou tedy a = 2 a a = 4.

POZNAMKY:

Ulohu vyftesilo pét lidi, tf¥i zptisobem podobnym vzorovému (za coz byli odménéni +i) a dva lehce
mocninou dvojky, z ¢ehoz nasledné odvodili, Ze pfi a > 4 by dostali vétsi ¢islo délici mensi kladné
éislo. (Rado Svarc)



