Finalni myS-mas

4. JARN{ SERIE TERMIN ODESLAN{: 9. KVETNA 2016

V této sérii je mozné za kazdou ulohu ziskat az 5 bodi a na rozdil od bézné série se tentokrat
zapocitavaji vSechny tlohy.

ULoHA 1.

Byla nebyla jedna krychle beze zbytku pokryta n trojihelnikovymi tapetami. Tapety se smi ohybat
pres hrany krychle,! ale nesmi se trhat ani prekryvat samy se sebou ani s ostatnimi tapetami.
Rozhodnéte a dokazte, zda opravdu byla, ¢i nebyla, pro

(a) n=4, (2 BODY)
(b) n=3. (3 BODY)
ULOHA 2.

5
(a) Ukazte, ze pokud je pro m a n pfirozend pomér ﬁ celociselny, pak i pomér % je celociselny.
(2 BODY)

(b) Je dan trojuhelnik a bod uvnitf néj. Timto bodem vedeme rovnobézku s kazdou stranou.
Tyto rovnobézky déli trojuhelnik na t¥i rovnobézniky a ti¥i trojuhelniky. Soucdet obsahu téchto
trojihelnikti ozna¢me s, obsah celého trojuhelnika ozna¢me S. Urcete nejmensi moznou hodnotu

poméru . (3 BODY)
ULoHA 3.

Rozhodnéte, zda lze na Sachovnici 8 X 8 umistit dva

(a) krale (2 BODY)
(b) prince (kréle bez moznosti diagonalnich tahu) (3 BODY)

a nasledné s nimi provést posloupnost taht tak, aby se v kazdé mozné pozici ocitli pravé jednou.
Tahne vzdy libovolna z figur zptisobem povolenym pro krale resp. prince. Sachové ohrozovéani ani
vyhazovani se nebere v tvahu a figury nesmi stat na stejném poli¢ku. Pozici rozumime uspofadanou
dvojici policek, na kterych kralové nebo princové pravé stoji. (Tedy naptiklad jejich prohozenim
vznikne jind pozice.)

ULOHA 4.
(a) Rozhodnéte, zda ze zvyraznénych oblasti na obrazku mé vétsi obsah Sedé, nebo Srafovana.
(2 BODY)

1Vsimnéte si, e neni mozné tapetu nalepit pies vrchol krychle, aniz bychom ji pomuchlali.



(b) Rado ma pizzu ve tvaru ¢tverce 30 X 30. Patvarem nazvéme mnohouhelnik (ne nutné konvexni)
se stranami rovnobéznymi se stranami pizzy. Rado roziezal pizzu na nékolik patvari se souctem
obvodu 600. Ukazte, ze n&jaky kousek pizzy ma obsah alespon 36. (3 BODY)

ULoHA 5.
(a) David na svych cestdch zabloudil do zemé, kde je koneéné mnoho silnic, kazda z nich za¢ina
a kondi k¥izovatkou a kazda kiizovatka je tvaru Y. (Silnice mohou byt klikaté a mimotroviiové se
kiizit.) Rekl si, Ze by si ji rad prohlédl, ale trochu se obaval, aby se tam plné neztratil. Naplanoval
si to tak, ze vyrazi ze kiizovatky u hospody Na mytince, na lichych kfizovatkach odbodi vlevo a na
sudych vpravo.? Muze si byt jisty tim, Ze se po néjakém Ease ocitne opét u hospody Na mytince?
(2 BODY)
(b) Bludisté sestava z koneéné mnoha poli¢ek ¢tvereckované sité a je po obvodu ohrani¢eno zdmi.
Rovnéz mezi nékterymi dvojicemi sousednich poli¢ek mohou byt zdi. Ctverecky jsou orientovany
podle svétovych stran. Na nékterych polickach se nachazeji branci. Poc¢ateéni pozice kazdych dvou
branct spojuje cesta, kterd nevede skrz zed. General Konadra mtze udilet povely SEVER, JIH,
VYCHOD nebo ZAPAD. Vsichni branci se poté pokusi pohnout o jedno policko danym smérem.
Branec, ktery se pohnout nemutze, protoze mu v kroku bréni zed, ztstane stat. Ukazte, ze generdl
majici dobry vyhled na celé bludisté umi vydavat povely tak, aby vsichni branci po kone¢ném poétu
povelt stéli na jednom policku. (3 BODY)

ULOHA 6.
(a) Bud n > 2 pfirozené ¢islo. Dokazte, ze

2 .3
22 < 3
N N——
n-krat  (n — 1)-krét

Takzvané patrové mocniny, které se v dokazovaném vztahu vyskytuji, se vyhodnocuji shora, tedy
napt. 32° = 3(2%) = 38 = 6561. (2 BODY)

(b) Ukazte, ze pro kazdé ptirozené n a kazdou n-tici kladnych redlnych &isel z1,x2,. .., z, plati

(I4+z)A4+z14+x2)--- (1421 +x2+-~~+xn)2\/w1w2~~wn(n+1)"+1.

(3 BODY)

ULOHA 7.
(a) Kolik nejvice prusecikii se stranami ne (nutné konvexniho) 333-thelniku muze mit pfimka,
kterad neni s zadnou z nich rovnobézna?

(2 BODY)
(b) V ostrouhlém nerovnoramenném trojihelniku ABC je |<TABC| = 60°. Necht O a H znaci po
fadé stfed kruznice opsané a prusecik vysek. Pokud P a @ jsou priseciky pfimky OH se stranami
AB a BC, ukaizte, ze |PO| = |HQ)|.

(3 BODY)

2David si bude v duchu pocitat, kolik kiizovatek jiz prosel, a podle tohoto poétu se bude
rozhodovat. Klidné se mu tedy muze stat, ze prijde na stejnou kfizovatku podruhé, ale rozhodne
se odboc¢it jinym smérem.



Finalni mysS-mas

4. JARNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1. (68; 67; 2,40; 2,0)
Byla nebyla jedna krychle beze zbytku pokryta n trojuhelnikovymi tapetami. Tapety se smi ohybat
pfes hrany krychle,! ale nesmi se trhat ani pfekryvat samy se sebou ani s ostatnimi tapetami.
Rozhodnéte a dokazte, zda opravdu byla, ¢i nebyla, pro

(a) n=1,
(b) n=3. (Anh Dung ,,Tonda“ Le)
RESENT:

(a) Tapetami pokryjeme sit krychle jako na obrazku a ze sité poté slozime krychli, takze takova
krychle byla.

P

(b) Pro spor predpoklddejme, ze takova krychle byla. Vrchol krychle nemtze byt prekryty vniti-
kem zadné tapety, protoze kolem vrcholu krychle je dohromady tihel 270°, zatimco kolem vnitiniho
bodu trojuhelniku 360°, takze by se tapeta pomuchlala. Vrchol proto musi byt pokryty jen hranami
a vrcholy. Pritom kazd& hrana pokryje 180° z ihlu kolem vrcholu, takze u vrcholu muze byt jen
jedna. To znamend, Ze alespon 90° je pokryto jednim nebo vice vrcholy trojuhelniki. Dohromady
to znamend, ze vrcholy krychle musi byt pokryty thly o velikosti alespon 8-90° = 720°, ale vrcholy
t¥ech trojuhelniki maji dohromady jen 3 - 180°, coz je méné. Tim dostavame pozadovany spor, a
takova krychle tedy nebyla.

PozNAMKY:

V podstaté vsichni, kdo poslali prvni ¢ast, ji méli spravné. Ve druhé ¢asti to bylo o poznani slabsi.
Spravnych feSeni bylo par a byla jen dvou typt. Vétsina jich byla témér stejna jako vysSe uvedené.
Druhy postup, ktery vedl k cili a ktery zvolili dva nebo t¥i fesitelé, byl také podobny, akorat sporu
bylo dosazeno tim, ze by sedm z deviti vrcholt danych trojuhelnikd muselo byt pravych.

Ve vétsiné nespravnych feseni byla snaha néjakym zpusobem rozebrat vSechny moznosti a Fict,
ze jelikoz zaddnd z nich nevysla, tak krychle existovat nemohla. Ale o zkoumanych moznostech se
délaly ruzné predpoklady, jako napfiklad ze trojuhelniky musi byt pravouhlé, ze budou na krychli
néjak ,rozumné* umisténé atd. Uspésné rozebrat véechny moznosti bylo u tohoto pifkladu opravdu
témér nedosazitelné (ostatné, nikomu se to nepovedlo). (Stépan Simsa)

LVsimnéte si, e neni mozné tapetu nalepit pies vrchol krychle, aniz bychom ji pomuchlali.
1



Uloha 2. (58; 51; 3,14; 3,0)

o : . ) . Sn+m g . ,.ono. o

(a) Ukazte, ze pokud je prom an piirozend pomér Smin celociselny, pak i pomér — je celociselny.
m+n m

(Rado Svarc)

(b) Je dén trojuhelnik a bod uvnitf néj. Timto bodem vedeme rovnobézku s kazdou stranou.
Tyto rovnobézky déli trojuhelnik na tii rovnobézniky a tii trojahelniky. Soucet obsaht téchto
trojihelnikti oznacme s, obsah celého trojuhelnika oznacme S. Urcete nejmensi moznou hodnotu

poméru .

(David Hruska)
RESENT:
(a) Pomér g:ﬁ:ﬁ je celé éislo. Protoze n,m € N, bude tento zlomek urc¢ité kladny. Upravujme

tedy rovnici pro k € N:

n+m

bm+n

5n + m = 5km + kn,
n-(5—k)=m-(5k—1).

)

Pokud k = 5, pak 0 = 24m. Protoze m € N, nemuze tato situace nastat, takze obé strany rovnice
1ze vydélit m a vyrazem 5 — k:

n  5k—1
m  5—k
Pomér % je kladny, takZe pomér 55k:k1 musi byt také kladny, a z toho lehce vyvodime, ze k < 4.

Prislusné ¢tyfi moznosti snadno rozebereme:

k=1: 2 =511 -7,
k=2: 2 =521 -3
k=3: 2 =531 7
k=4: 2 =541 =19
Pro vSechny mozné hodnoty k je pomér 2 celociselny.

m

(b) Oznac¢me trojthelnik jako AC'B a bod uvnitf jako D. Trojuhelniky vytvofené rovnobézkami
priléhajici po fadé na strany a, b, ¢ ozna¢me jako DGH, IJD a FDE.

B

=

[ 4 ® Y

A I 7 c

Diky rovnobézZnosti jsou si vSechny ¢ty¥i dané trojuhelniky podle véty uu podobné. Oznacéme koe-
ficienty podobnosti trojahelnikta IJD, DGH, FDE s trojuhelnikem ACB po fadé «, 3, . Protoze
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AIDF je rovnobéznik, tak |AI| = |FD|, analogicky |JC| = |DG|. Plati
|AI|+ |IJ]|+ |JC| = |AC|, =z cehozplyne |FD|+ |IJ|+ |DG|=|AC|.

Po vydéleni posledni rovnosti |[AC| dostavame o + 8 + v = 1. Oznacme si1, s2, s3 po Fadé ob-
sahy trojuhelnika IJD, DGH, FDE. Pomér obsahii dvou podobnych trojuhelnika se rovna druhé
mocniné jejich koeficientu podobnosti, a proto mtizeme psat:

S731+52+S37042'5"!‘52'54-’72'57 2 2 2
5= S = 3 =a”+ 8"+

Chceme tedy minimalizovat tuto sumu kvadrat za podminky a + 8+ v = 1. Ukdzeme, zZe je vzdy
vétsi nebo rovna % Podminku vyuzijeme ve tvaru (o + 3 + 7)2 =1:

1
042+62+’Y2 57
3@+ 82447 > (a+B8+7)>

v

Roznéasobime, pfevedeme na jednu stranu a nasledné upravime na ¢tverce.

202 + 262 + 292 — 208 — 20y — 267 > 0,
(@=B)+(a=7>+(B-7)?>>0.

Posledni nerovnost zjevné plati, a protoze jsme pouzili jen ekvivalentni Upravy, plati i ptivodni

nerovnost o2 + 82 + ~2 > % Jinymi slovy je pomér % vzdy alespon 1. Rovnost nastava pravé

AC B, takze skutec¢né umime dosdhnout toho, aby % = %

PozNAMKY:
Ulohu jsme bodovali nasledovné:

(i) jeden bod byl za podminku pro k a druhy za dofesSeni tlohy,

zbylé dva za dikaz minim&lnosti.

Prvni ¢ast byla vétsinou bez problémii. Chtéli bychom jen podotknout, Ze pokud existuje jen
malo moznych vysledkt, jako v tomto pripad€, je vhodné je otestovat a vypsat. Zkontrolujete si
tim své feseni, mnohdy se stane, ze néco piehlédnete.

Prekvapilo nds, kolik z vés poslalo i feSeni (b). Bohuzel sice ¢asto bylo fefeno, Ze nejmensi
hodnota pomeéru je é (a nastavad v pripadé tézisteé), ale chybél dikaz. Argumentovali jste tim,
ze hybanim bodem D uz se ,malé trojuhelnicky jen zvétsuji“ a dokladali jste to degenerovanymi
pfipady s bodem ve vrcholu nebo na strané, coz méa k dukazu daleko.

Spravnym krokem bylo vyjadfeni pomért podobnosti, coz vedlo na minimalizaci funkce tii pro-
meénnych s jednou podminkou. Minimalni hodnotu % bylo mozné uhodnout a néasledné dokazat
pomoci standardnich metod (AG, Cauchy—Schwarz, pfipadné uvedeny rozklad na ¢tverce). Teézsi
cesta vedla pres hleddni minima funkce dvou proménnych (po dosazeni z podminky). Hledat mi-
nimum funkce dvou proménnych neni obecné jednoduché a na fesitele ¢iha nékolik nastrah, ale
nakonec jsme nestrhavali body tém, ktefi se o to pokusili a dosli k spravnému zaveéru, i kdyz tfeba
ne uplné formalné. (Jan Kadlec U Jan Soukup)



Uloha 3. (41; 19; 1,90; 1,0)
Rozhodnéte, zda lze na Sachovnici 8 X 8 umistit dva

(a) kréle
(b) prince (krale bez moznosti diagonélnich taht)

a nasledné s nimi provést posloupnost tahu tak, aby se v kazdé mozné pozici ocitli pravé jednou.
Tahne vzdy libovolna z figur zpilisobem povolenym pro kréle resp. prince. Sachové ohrozovani ani
vyhazovani se nebere v tivahu a figury nesmi stat na stejném policku. Pozici rozumime usporadanou
dvojici poli¢ek, na kterych kralové nebo princové pravé stoji. (Tedy naptiklad jejich prohozenim
vznikne jind pozice.) (David Hruska)

RESEN(:
(a) Dva krale lze umistit na Sachovnici a provést s nimi zadanou posloupnost tahi.

RESEN{ (PODLE LUCIE KRAJCOVIECHOVE):

Rozlisujme cerného a bilého krale. Ukazeme, jak je mozné projit bilym kralem vSechna neobsazena
policka pravé jednou pro kazdou pevnou polohu éerného krale a kazdé pocateéni policko bilého
kréle. Az to budeme mit, zaéneme tim, ze dopfedu naplanujeme trasu éerného krale. Po kazdém
jeho kroku projde bily kral zbylych 63 policek. Pokud nikdy neskonéi na poliéku, kam se chysta jit
Cerny kral, ocitnou se pfi tomto postupu kralové v kazdé pozici pravé jednou.

Zbyva ukazat slibované cesty pres vSechna policka. Uzavrend cesta budeme ftikat libovolné
posloupnosti riiznych policek, v niz kazda dvé po sobé jdouci policka jsou sousedni (kral mezi
nimi muze prejit jednim tahem) a navic posledni policko sousedi s tim prvnim. Zaé¢ne-1li krél na
libovolném policku néjaké uzaviené cesty, miuze se po ni pohybovat jednim ze dvou sméru tak, ze
projde kazdé policko cesty pravé jednou a skonci na policku sousedicim s tim, kde zacal.

Uvazme libovolnou pozici ¢erného a bilého krale. Uzavienou cestu bilého krale pres vSechna
policka sachovnice se pokusime upravit tak, aby prochéazela vSechna policka kromé toho, na kterém
stoji Cerny kréal. Stoji-li ¢erny kral na takovém policku cesty, ze z néj cesta pokracuje jednim
smérem vertikalné a druhym horizontaln€, mtzeme ono policko z cesty vypustit a vznikne uzaviena
cesta (vertikalni a horizontalni soused spolu budou stéle diagonalné sousedit). Bohuzel neni mozné
navrhnout cestu pfes vSechna policka takovou, aby na kazdém policku vertikalné nebo horizontalné
»,zahybala“. Nicméné existuje dvojice uzavienych cest pres vSechna policka takova, ze pro kazdou
polohu erného kréle jedna z cest ma popsanou vlastnost (viz obrazek).
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Na zavér popiseme kompletni strategii pro tahy krali, ktera povede k tomu, zZe se ocitnou v kazdé
pozici pravé jednou. Umistme kréale na libovolna dvé policka Ssachovnice a zvolme libovolnou uza-
vienou cestu pres vSechna policka, po které se bude pohybovat ¢erny kral. Po kazdém jeho pohybu
projde bily kral vSechna ostatni policka Sachovnice tak, aby neskoncil na policku, kam bude pfistim
tahem chtit jit ¢erny kral. To udéla tak, ze si vybere jednu z dfive zminénych uzavienych cest tak,
aby zahybala na policku, kde stoji cerny kral. Dale si zvoli smér obchazeni cesty, pfi némz neskonci
na policku, kam se chyst4 jit ¢erny kral (vSimnéte si, ze pfi obou smérech prochézeni uzaviené cesty
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skonéi na jiném poli¢ku), a vSechna policka cesty v tomto sméru projde s vynechanim policka, na
kterém stoji cerny kral. Timto postupem se ocitnou kralové v kazdé pozici pravé jednou.

(b) Ukéazeme, zZe dva prince nelze umistit na Sachovnici a provést s nimi pozadovanou posloupnost
taht. Pro spor predpokladejme pocatecni umisténi a tahy takové, ze se princové ocitnou v kazdé
pozici pravé jednou.

Ruiznych pozic je presné 64-63 (prvni princ mé 64 moznosti a druhy uz pouze 63, protoze nemize
stét na stejném policku). Uvazme obvyklé Sachovnicové obarveni a nazvéme pozici stejnobarevnou,
jsou-li v ni princové na polickach stejné barvy. V opaéném pripadé hovofime o riznobarevné pozici.

Vsimnéme si, ze libovolny tah ze stejnobarevné pozice vede do rtiznobarevné, protoze tah kaz-
dého prince zméni barvu policka, na kterém se nachézi. Analogicky z ruznobarevné pozice vSechny
mozné tahy vedou do stejnobarevné.

Z toho plyne, ze se v kazdé posloupnosti taht stfidaji stejnobarevné a riznobarevné pozice, a
proto béhem libovolnych 64 - 63 taht princové projdou 32 - 63 = 2016 (ne nutné riznych) stejnoba-
revnych a stejny pocet rtiznobarevnych pozic.

Dale pocitejme, kolik stejnobarevnych pozic existuje. Tento pocet je presné 64 - 31 = 1984
(prvniho prince mtizeme umistit kamkoliv a druhého jiz pouze na zbylych 31 poli¢ek shodné barvy).
Princové proto museli béhem 64 - 63 taht navstivit nékteré stejnobarevné pozice vicekrat, coz je ve
sporu s piedpokladem. Zadna takova posloupnost tahii tedy neexistuje.

PozNAMKY:

Prvni ¢ast tlohy se témér vsichni pokouseli fesit podobné jako v autorském feseni. Malokdo ovsem
potradné vysvétlil, pro¢ pro bilého kréle vzdy existuje cesta, ktera projde kazdé policko pravé jednou
a navic neskonéi tam, kde by prekazel cernému kréli. Néco takového rozhodné neni zfejmé a na
této tloze to byla nejnaro¢néjsi cast.

Vsimnéte si, ze Cerny kral se v nasem reseni pohybuje jako princ a bily pouzije jen 64 diagonalnich
tahd. Z naseho feSeni druhé ¢éasti ulohy plyne, Ze je potieba alespon 2016 — 1984 = 32 diagonalnich
taht, ale neni jasné, zda této hranice lze dosdhnout.

(Filip Hlasek)

Uloha 4. (76; 74; 2,39; 2,0)
(a) Rozhodnéte, zda ze zvyraznénych oblasti na obrazku ma vétsi obsah Sedd, nebo srafovana.
(David Hruska)

(b) Rado ma pizzu ve tvaru &tverce 30 X 30. Patvarem nazvéme mnohothelnik (ne nutné konvexni)
se stranami rovnobéznymi se stranami pizzy. Rado roziezal pizzu na nékolik patvari se souc¢tem
obvodii 600. Ukazte, ze néjaky kousek pizzy ma obsah alespon 36.

(Rado Svarc)



RESENI:

(a) Malé kruhy maji poloviéni polomér nez velky kruh. Oznaé¢ime-li » polomér malého kruhu, bude
obsah velkého kruhu 7(2r)? a obsah ¢tyt malych kruhii 4-7r2. Obsah velkého kruhu mtzeme rovnéz
vyjadfit jako soucet ploch malych kruhid s plochou Sedé oblasti (tj. prostoru nepokrytého malymi
kruhy) bez plochy srafované ¢asti, kterou bychom jinak zapocitali dvakrat, protoze se na ni vzdy
prekryvaji dva malé kruhy. Diky rovnosti plochy velkého kruhu a ¢tyf malych kruhti dostavame
rovnost mezi plochou $edé a srafované oblasti.

(b) Pro spor predpoklddejme, Ze existuje rozfezani na patvary Pi, P, ..., Py, které maji vSechny
obsah mensi nez 36. Ozna¢me S(P;) obsah a O(F;) obvod patvaru P;.

Lemma. Pro kazdy patvar P; existuje ¢tverec o strané a; takovy, ze obsah ¢tverce bude roven
obsahu patvaru a obvod c¢tverce bude nejvyse obvod patvaru.

Dikaz. Nejprve kazdy patvar P; nahradime nejmensim obdélnikem (se stranami rovnobéznymi se
stranami pizzy), ktery cely tento patvar obsahuje. Zjevné je obsah tohoto obdélniku vétsi nebo roven
obsahu patvaru. Obvod obdélniku bude nejvyse roven obvodu patvaru, protoze jedna z nejkratsich
cest pomoci rovnobéznych a svislych tsecek mezi dvéma vrcholy patvaru vede po hrané obdélniku.

Nyni nahradime obdélnik ¢tvercem o stejném obvodu. M&-li obdélnik rozméry (c —z) X (c+ z),
bude mit &tverec stranu délky c. Obsah &tverce ¢ je vétsi nebo roven obsahu obdélniku

(c—z)(c+x)=c® -2

Nakonec ¢tverec zmensime tak, aby mél stejny obsah jako puvodni patvar. Zmensenim jeho
obvod jediné klesne. (]

Po nahrazeni patvari pomoci ¢tverct podle lemmatu dostavame:
n n
900 =Y S(P) = a7,
i=1 i=1

n n
600 =>"O(P;) > 4a;.
i=1 i=1
Zkombinovanim téchto vztahi dostaneme:

3 < 3 ~
=N " 4a; < 600 =900 = 2

n n
6 Zai < Z a,?.
=1 =1

Pro spor jsme predpokladali, ze obsah kazdého patvaru je mensi nez 36. To znamena, ze strana
a; prislusného Ctverce o stejném obsahu je mensi nez 6, ¢imz dostavame spor s poslednim vztahem.
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PozNAMKY:

Reseni prvni ¢asti pfislo opravdu hodné a téméF vsechna byla spravné. Nékteii sice zbyteéné pocitali
obsahy Sedé a vysrafované Casti, ale i ti se nakonec dobrali spravného vysledku. Snad bych jen opét
pripomnél, ze je dulezity slovni komentaf — na zadefinovani znaceni i na vysvétlovani, jak jsme
k danému vzorecku dosli. Misty to vypadalo skoro jako v anglické sérii, tj. feSeni bez jediného
slova.

Druhd ¢ast byla o poznani zapeklitéjsi. Mnozi se ve svych FeSeni zbyteéné zdrzovali u popisu
rozdéleni na 25 ¢tverci a pak cely dikaz shrnuli do néjaké, lehce nekonkrétni, jedné véty, ktera
vlastné nic nedokazovala. Rad bych pfipomnél, ze u existencidlnich uloh je opravdu uzitecné feseni
sepisovat sporem a ne postupnym zdtivodnovanim, pro¢ nase rozdéleni je optimalni. Vérim, ze hned
nékolik feseni si mohlo vyslouzit vice bodu, pokud by byly sepsany ty samé myslenky jako dukaz
sporem. (Martin Téopfer)

Uloha 5. (43; 29; 2,88; 3,0)
(a) David na svych cestach zabloudil do zemé, kde je kone¢né mnoho silnic, kazdé z nich zacind
a konéi kiizovatkou a kazda kiizovatka je tvaru Y. (Silnice mohou byt klikaté a mimotroviiové se
kitzit.) Rekl si, ze by si ji rad prohlédl, ale trochu se obdval, aby se tam tiplné neztratil. Naplanoval
si to tak, ze vyrazi ze kiizovatky u hospody Na mytince, na lichych kiizovatkach odboci vlevo a na
sudych vpravo.? Miize si byt jisty tim, e se po néjakém &ase ocitne opét u hospody Na mytince?

(David Hruska)

(b) Bludisté sestava z koneéné mnoha policek ¢tvereckované sité a je po obvodu ohrani¢eno zdmi.
Rovnéz mezi nékterymi dvojicemi sousednich policek mohou byt zdi. Ctverecky jsou orientovany
podle svétovych stran. Na nékterych polickdch se nachazeji branci. Pocatecni pozice kazdych dvou
branct spojuje cesta, kterd nevede skrz zed. Generdl Koradra mize udilet povely SEVER, JIH,
VYCHOD nebo ZAPAD. Vsichni branci se poté pokusi pohnout o jedno policko danym smérem.
Branec, ktery se pohnout nemiiZe, protoze mu v kroku bréni zed, ziistane stat. Ukazte, Ze general
majici dobry vyhled na celé bludiste umi vydavat povely tak, aby vsichni branci po konec¢ném poctu
povelii stali na jednom policku. (Rado Svarc)

RESEN(:
(a) David se urc¢ité k hospodé Na mytince vréti.

Oznac¢me stav, ve kterém se David muZe nachézet, jako uspofadanou trojici (s,d,p), kde s je
silnice, po které momentalné jde, d je smér, kterym po ni jde, a p je parita udavajici, kam odboci
na nésledujici kfizovatce. Silnic je koneéné mnoho a pro kazdou z nich jsou jen étyfi mozné stavy,
takze i stavi je koneéné mnoho. Proto David jednou prijde do stavu, ve kterém uz byl. Od té doby
bude nutné chodit v cyklu, protoze kazdy stav jednoznacné urcuje stav nasledujici.

Nyni pro spor predpokladdejme, ze hospoda Na mytince v tomto cyklu neni. Ozna¢me x prvni
stav cyklu, do kterého se David dostal. Tento stav urcité neni tim prvnim celé Davidovy cesty,
protoze jinak by v cyklu byla i hospoda Na mytince. Uvédomime si, ze stav kromé nasledujiciho
jednoznacné urcuje také stav predchazejici. To je pravda proto, ze chceme-li zjistit predchozi stav,
sta¢i pouze oproti tomu souCasnému zmeénit paritu, podle ni zjistit, na kterou stranu jsme na
posledni kfizovatce odbocili, a podle toho se jednoznacné vratit na hranu, ze které jsme prisli.

Proto neni mozné, aby se David dostal do stavu z poprvé z néjakého stavu mimo cyklus a
podruhé ze stavu, ktery uz v cyklu je. To je kyzeny spor.

2David si bude v duchu pocitat, kolik kiizovatek jiz prosel, a podle tohoto poétu se bude
rozhodovat. Klidné se mu tedy muze stat, ze prijde na stejnou kfizovatku podruhé, ale rozhodne
se odbocit jinym smérem.



(b) Problém budeme Ffesit indukci podle poétu brancu.

Je-li na ¢tvercové miiZce jen jeden branec, je tloha vyfeSsena. Pokud jsou na mfiZzce dva branci
A a B, povede mezi nimi po libovolném poc¢tu piikazli cesta beze zdi. Nyni se podivime na néjakou
z nejkratsich cest P mezi A a B a jeji délku (pocet poli) si oznacime d.

Daéle budeme pokracovat indukci podle d. Pokud d = 0, jsou A a B na stejném policku. Pokud
d > 0, miuzeme brance A navigovat po cesté P. Potom mohou nastat nasledujici situace:

(1) Branec B nemohl alespoti jeden z rozkazii kviili zdi vykonat. Potom se ale uré¢ité zmensila
délka nejkratsi cesty mezi A a B, a tedy uz z indukéniho pfedpokladu umime A a B dostat
na stejné pole.

(2) Branec B prosel stejnou trasu jako branec A. V takovém p¥ipadé se ale posunul o vektor,
ktery spojuje pocatecni pole A a B. Kdybychom tedy krok opakovali stale s timto vy-
sledkem, museli by se pokazdé branci posunout o ten samy (nenulovy) vektor, coZ je spor
s koneénosti bludisté. Tato moznost tedy muze nastat pouze konecnékrat za sebou, a tedy
jednou nastane moznost (1). Poté jiz dokdzeme dostat A a B na stejné policko.

Nyni predpokladejme, zZe pro n nebo méné branci umime brance dostat na stejné policko.
Budeme se o to snazit pro n + 1. Nejprve z indukéniho predpokladu umime zatidit, aby se prvnich
n branct seslo na jednom policku. Od této chvile se uz budou vzdy pohybovat spole¢né, protoze jak
povely, tak schopnost/neschopnost dany povel vykonat, sdileji. Miizeme je tedy nadéle povazovat
za jednoho brance. Dva brance uz vsak na jedno policko umime dostat z indukéniho predpokladu.

PozNAMKY:

V ¢éasti (a) se témér ¢tvrtina Fesiteld pokusila (samozfejmé netspésné) ukizat, ze se David k hospodé
jiz nikdy nevrati. Naopak vSechna spravna reseni vypadala podobné jako vzorak. Jen mnoha z nich
nemluvila o jednozna¢ném urceni predchoziho stavu, coz vyustilo v rozbor pripadu, kterych nastésti
nebylo mnoho, a tak byly typicky rozebrané spravné.

U druhé tulohy pfislo mnoho nefunkénich feSeni spocivajicich tfeba v tom, Ze vSechny brance
nazeneme do jednoho rohu. Pfedné roh (nebo i vSechny) muze byt ohranicen zdmi tak, Ze se do
néj vibec neda dostat, ale také samo nahanéni do rohu muze byt pro dostatecné slozité bludisté
netrividlni. Z ostatnich Feseni na indukci podle po¢tu brancii pfisla témé¥ vSechna (za coz dostala
jeden bod), s druhou &4sti byly obcas problémy napfiklad v tom, Ze FeSeni pouze opakovala trasu P,
dokud se branci nesetkaji na jednom poli. NenaSel jsem ale jediny dikaz, ze néco takového obecné
funguje. (Viki Némecek)

Uloha 6. (56; 47; 1,93; 2,0)
(a) Bud n > 2 prirozené ¢islo. Dokazte, ze

. 2 .- 3
22 < 3
SN——— SN———
n-krat  (n — 1)-krat

Takzvané patrové mocniny, které se v dokazovaném vztahu vyskytuji, se vyhodnocuji shora, tedy

napt. 32° = 3(2%) = 38 = 6561. (Matéj Konecny)
(b) Ukazte, Ze pro kazdé pfirozené n a kazdou n-tici kladnych redlnych éisel x1,x2,. .., Tn plati

QI+z1)Q+z1+z2) - (L+ a1 +$2+"'+xn)2\/xle"'wn(n+1)n+1-

(Rado Svarc)



RESENT:
2 .3
(a) Tvrzeni dokazeme indukci podle n. Necht an, = 22" a b, =3°

n-krat (n — 1)-kréat
Pro nejmensi uvazované n, tj. n = 3, tvrzeni plati, protoze

ag =22 =24 =16 < 27 = 3% = b.
V indukénim kroku dokézeme, Ze z platnosti pro n (an < by) plati tvrzeni i pro n + 1:
Qpy1 =297 < 3% <30 = b, .
Tim jsme tvrzeni dokézali.
(b) Vyuzijeme rovnost

1 i
1+$1+"'+Ii=(n—i+1)><u+wi
n—4t+1

1+ BRI S 7
a pouzijeme AG nerovnost na n — i+ 2 ¢isel: jedno x; a n — i+ 1 zlomku L_‘:H Tim
n—i
dostaneme:

1+z +"'+$i—1)n7i+1
—_— ;

1+m1+...+xi2(n—i+2)"i+§/( T

Po umocnéni na n — i + 2 ziskdme

. — 3 n—i+2
(1+$1+”.+$i)n—1+2>(n Z+2)

- m(l far )"

Proi € {1,2,...,n} dostavame nésledujicich n nerovnosti:
14z > (ntl#m,
(1421 +a2)" 2 nln)n_l (1 +a1)"
(A+z1 +x2+a3)" "t > EZ — ;;Z:; 1+ z1 +x2)" a3,

33
(4o +a2+ ... +Tn-1)>> A Foitot.+ Tn—2)2Tn_1,
22
(I+a1+a2+ ... +an)?> T Fo ot o).
Jejich vynasobenim a zkracenim pfislusnych clend ziskdme nerovnost
Q+z1)?Q+ar+22)?. . Qtar+ +z0)? > (n+ )" Morze. . 2y,

coZ je jen zadand nerovnost umocnénd na druhou (umocnéni na druhou je ekvivalentni uprava,
protoze ¢leny na obou strandch jsou kladné).



PozNAMKY:

Prvni tloha nebyla obtizna — prakticky kazdy, kdo védél, jak funguje mocnéni, ji vyfesil. Druha
uloha byla o poznani tézsi. Spravna feSeni prisla pouze dvé. Obé byla na prvni pohled odlisnd od
vzorového (jedno vyuzivalo vcelku zvlastni indukei a druhé chytrou substituci), ovSem p¥i bliz§im
prezkoumani se ukazalo, Ze postupuji stejné jako vzorak, jen to jinak maskuji. To ostatné dava smysl
— v kazdém fungujicim feSeni musi nastavat spravny pripad rovnosti, ktery je v tomto pfipadé velmi
specialni, konkrétné

1+ m:m - 1+ 21+ 22

, L3 = yeoroyTp =T1F X2+ F Tp—1.
n—1 n—2

1
Tl = —, T2
n

Jen tézko si lze predstavit FeSeni, které skutecné tyto pfipady rovnosti zachovava a pfitom se ideou
vyrazné lisi od vzorového. (Rado Svarc)

Uloha 7. (62; 39; 2,27; 2,0)
(a) Kolik nejvice prisecikii se stranami (ne nutné konvexniho) 333-uhelniku mize mit pfimka,
ktera neni s zadnou z nich rovnobézna?

(David Hruska)

(b) V ostrouhlém nerovnoramenném trojihelniku ABC je |<X{ABC| = 60°. Necht O a H znaci po
fadé stred kruznice opsané a prusecik vysek. Pokud P a @ jsou pruseciky piimky OH se stranami
AB a BC, ukazte, ze |PO| = |HQ)|.

(Rado Svarc)

RESENT:
(a) Pifimka muZe mit s kazdou stranou 333-thelniku nejvyse jeden priisecik, takze celkovy pocet
prusecikit miaze byt maximalné 333. Ukazeme, ze dokonce nemuzeme mit vice nez 332 pruseciku.
Prochézi-li pfimka vrcholem, pak mimo dvé hrany sdilejici tento vrchol mize pfimka mnoho-
thelnik protinat nejvice v 331 bodech. Tudiz maximalni pocet vSech pruseciku je nejvyse 332.
Nyni pfedpokladejme, Ze pfimka zadnym vrcholem neprochézi. Useky ptimky, které lezi vné 333-
thelniku, obarvime Cervené a ostatni modfe. Prvni a posledni tseky jsou nekonec¢né, tudiz nutné
musi byt ¢ervené. Navic sousedni tseky maji riaznou barvu, a proto mame sudy pocet priseciku.
Nejvétsi sudé c¢islo mensi nebo rovno 333 je 332. Proto i takto mize pfimka vytvorit maximalné
332 pruseciku.
Poctu 332 priseciktt umime dosahnout 333-thelnikem tvaru ,,pily“:

N A

(b) Necht K, L jsou kolmé projekce bodu O na BA, resp. BC, a M, N kolmé projekce bodu H
na BA, resp. BC. Zfejmé K, L jsou stiedy stran BA a BC. V trojuhelniku BMC' plati:

|BM| = cos <MBC,
|BC| = cos 60°,

|BC|
2

|BC| = =|BL.
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A C
Takze v osové soumérnosti podle osy tthlu ABC se M zobrazi na L, tedy toto zobrazeni posila
kolmici na BA bodem M, pfimku HM, na kolmici na BC bodem L, pfimku OL. Analogicky
se prfimka HN zobrazi na OK, tudiz jsou body H, O soumérné podle osy uhlu ABC. V této

soumeérnosti je tedy pfimka HO svym vlastnim obrazem, takze jeji pruseciky s AB a AC jsou
svymi vzéjemnymi obrazy. Proto jsou body P, Q soumérné dle této osy, tedy |PO| = |HQ)|.

POZNAMKY:

Vétsina doslych FeSeni ¢asti a) byla spravna a témér vSechna z nich vyuzila argument ve vzorovém
a nekonvexni thly v 333-thelniku. Néktefi bohuzel po dukazu, Ze maximum nemuze byt 333,
zapomnéli uvést vyhovujici usporddani pfimky a mnohothelniku, a tim zbytec¢né ztratili jeden
bod.

Cést b) této ulohy nebyla moc tézka. Kromé trikového vyuziti osové soumérnosti ve vzorovém
feSeni se da ukazat, ze trojuhelniky K PO a HNQ jsou shodné, nebot thly v geometrické tloze
s trojuhelnikem spolu s ortocentrem a stfedem kruznice opsané se daji vétSinou snadno vypocitat.
Castou chybou bylo prohléseni, ze dva ¢tyfuhelniky jsou si podobné, maji-li stejné vnitini thly, coz
neni obecné pravdou (napf. ¢tverec a nepravidelny obdélnik). Nékteti spravné odhalili zajimavy
vztah mezi ortocentem a stfedem kruznice opsané, a to Ze se jedna o kamarady. Neboli spojime-li
je s jakymkoliv vrcholem trojihelniku, dostaneme stejné thly jen v opa¢ném poradi.

(Anh Dung ,,Tonda“ Le)
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