Mnohouhelniky

3. PODZIMNI SERIE TERMIN ODESLAN{: 5.PROSINCE 2016

Mnohotihelnik o n vrcholech je omezena cCast roviny ohranicena uzavienou lomenou carou, ktera
samu sebe neprotind a je sloZend z n Gseku (a n zlomii). Konvexni mnohotuhelnik je takovy mno-
houhelnik, jehoz vSechny vnitini Ghly jsou mensi nez 180°. Pokud ma usecka krajni body uvnitf
konvexniho mnohouhelniku, pak je v ném obsazena cela.

ULoHA 1. (3 BODY)
Naleznéte takovy mnohouhelnik, aby kazda jeho strana prodlouzena na pfimku protinala pravé
jednu dalsi stranu v jejim vnitinim bodé.

ULOHA 2. (3 BODY)
Cervenackovi dosly omalovanky, a tak vzal svij oblibeny pravidelny 2016thelnik a zacal jeho vr-
choly barvit nacerveno. Dokazte, ze kdyz jich obarvil 1010, nékteré Ctyri Cervené body tvorily
vrcholy obdélnikul.

ULoHA 3. (3 BODY)
Najdéte Sestiuhelnik, ktery lze rozdélit rovnym Fezem na ¢tyfi shodné trojuhelniky.

ULOHA 4. (5 BoD)
Rozhodnéte, zda pro néjaky stotthelnik plati, Ze pro zadné n < 100 neni mozné vybrat n jeho stran
a slozit z nich n-thelnik.

ULOHA 5. (5 BODD)
Upovidana ovecka se kazdy den pase na nékterém vrcholu daného 2017dhelniku. Zly vlk chce
ovecku sezrat. Aby to mohl udélat, musi byt néjaky den ve stejném vrcholu 2017dhelniku jako
ovecka, pfi¢emz i-tou noc se musi presunout po obvodu mnohothelniku o pravé ¢ vrcholid, pocinaje
prvni noci. Nastésti pro vlka je ove¢ka upovidand, a tak vSechna zvifatka (vcetné vlka) dopfedu
védi, kde se ktery den bude past. Kolik nejméné dni potiebuje vlk, aby byl ovecku vzdy schopen
chytit nezavisle na tom, ve kterém vrcholu se sdm prvni den nachazi?

ULoHA 6. (5 BOD®)
Dva shodné pravidelné n-thelniky se prekryvaji tak, ze jejich prinik je 2n-thelnik (ne nutné pra-
videlny), jehoz hrany postupné dokola o¢islujeme ¢isly 1 az 2n. Dokazte, Ze soucet délek jeho sudé
ocislovanych stran je stejny jako soucet délek jeho stran s lichym cislem.

ULOHA 7. (5 BODU)
Pro n > 3 je dan konvexni n-tthelnik K, jehoz zadné ¢tyfi vrcholy nelezi na jedné kruznici. Troj-
thelnik dany trojici vrcholi n-thelniku K nazveme pokryvact, pokud jemu opsany kruh pokryva
K. Dokazte, ze pokryvacich trojuhelnikt je pfesné n — 2.

1Obdélnikem je i ¢tverec.



ULoHA 8. (5 BODD)
Rado a kaktus hraji logickou hru s pravidelnym (2n + 1)-Ghelnikem, kde n > 1 je pfirozené &islo.
Hraji stfidavé, pricemz Rado zaéina a kazdy z nich ve svém tahu zacerni jeden dosud nezacernény
vrchol. Vyhraje ten, po jehoz tahu na papife nezbude zadny ostrothly trojuhelnik s vrcholy v ne-
zacernénych vrcholech ptivodniho (2n + 1)-uhelniku. V zéavislosti na n urcéete, kdo mé vyhravajici
strategii.



Mnohouhelniky

3. PODZIMNI SERIE VZOROVE RESENT{

Uloha 1.
Naleznéte takovy mnohouhelnik, aby kazda jeho strana prodlouZena na prfimku protinala pravé
jednu dalsi stranu v jejim vnitinim bodé.

(Anh Dung ,,Tonda“ Le)

RESENT:
Reseni je nekoneéné mnoho, jeden z moznych mnohothelnik je t¥eba tento:

POZNAMKY:

Ackoli mé potésilo, ze mnoho Fesiteli bere tlohy vazné a snazi se okomentovat myslenkovy po-
stup a dokazat jeho spravnost i u jednicky, zadani fikalo ,naleznéte“. Z obrazku je snadno vidét,
jestli mnohouhelnik podminku protinani stran spliiuje, proto neni potfeba nic dokazovat a zcela
dostatecné je prosté néjaky vhodny nacrtnout.

Neéktefi fesitelé si ale na obrazku nedali prili§ zalezet a nebylo jasné, jestli jejich mnohothelnik
spliiuje zadani, nebo tfeba prodlouzend strana protind misto jiné strany ve vnitfnim bodé néjaky
vrchol. Nakonec jsem za to body nestrhavala, protoze je tézké najit hranici mezi ,jasnym® a
,hejasnym® obrazkem. Ale pro pristé bych vSem doporucila poslat dostateéné nézorné feseni, aby
neriskovali bodovou ztratu.

(Béra Kocidnova)

Uloha 2.
Cervenackovi dosly omalovéanky, a tak vzal sviij oblibeny pravidelny 20161helnik a zacal jeho vr-
choly barvit nacerveno. Dokazte, ze kdyz jich obarvil 1010, nékteré Ctyfi cervené body tvorily
vrcholy obdélniku®.

(Marian Poljak)

1Obdélnikem je i ¢tverec.



RESENT:
O dvou vrcholech pravidelného mnohothelnika fekneme, ze jsou protéjst, pokud je tsecka je spojujici
pramérem kruznice opsané danému mnohotihelniku. Protoze 2016 je sudé &islo, v Cervenackové

2016uhelniku existuje ke kazdému vrcholu protéjsi vrchol. Kazdy vrchol je obsazen v pravé jedné
dvojici a téchto dvojic protéjsich vrchola je 1008.

Cervenacek obarvil 1010 vrcholt, takze musel z Dirichletova principu obarvit v alespoini dvou
dvojicich protéjsich vrcholti oba vrcholy. Vyberme tedy libovolné dvé takové dvojice a oznacme je
{A1, A2} a {B1,Ba}.

Protoze tisecka A1 Ay je priimér kruznice opsané Cervenackovu mnohotihelniku, z Thaletovy véty
jsou ﬁhly <IA131A2 a <A132A2 praVé. Analogicky OdVOdil’ne7 ze i flhly <IB1A132 a <IBlA2B2
jsou pravé, takze ¢tyiuhelnik A B1 Az B2 je obdélnik.

POZNAMKY:

Ac¢ se jednalo o dvojku, Gloha se pro mnohé resitele ukazala jako pomérné slozita. Ve vzorovém
feSeni je ¢ast s Dirichletovym principem popsané velmi strué¢né — z Dirichletova principu plyne
jen, ze jedna dvojice protéjsich vrcholi je obarvena nacerveno. Jednoduchou aplikaci stejné véty na
zbylé vrcholy pak ziskdme existenci druhé ¢ervené dvojice. Takovéto rozepisovani je ale zbytecné
slozité. Dokonce i bez Dirichletova principu je jasné, ze obarvenim 1010 vrcholt z 1008 dvojic jsme
museli alesponn dvé obarvit celé. Je ale nutné zminit, Ze vrcholy rozdélime do dvojic. Kdo tento
argument zamlcel, ztratil body.

Mnozi FeSitelé se snazili néjak popsat ,,nejhorsi pripad“. Nékteri tvrdili, Ze nejhorsim ptripadem je
situace, kdy Cervenadek barvi vrcholy, které spolu sousedi. Tuto skute¢nost ale nijak nedokazovali
a proto se dopustili zjednoduseni ulohy.

Podobné néktefi argumentovali tak, ze Cervenacéek nejdiiv obarvil z kazdé dvojice protilehlych
vrcholi jeden vrchol a poté pribarvil dalsi dva, které vytvorily obdélnik. To ale neni popis vSech
moznych postupt obarvovani a ani neni a priori vidét, Ze by byl ze viech ,nejhorsi“. Ucastnici,
ktefi tedy resili ulohu timto zptsobem, se také dopustili zjednoduseni. Mohlo totiz dojit napriklad
k tomu, Ze Cervenacek nejdiiv obarvil oba vrcholy z néjaké dvojice a az poté zacal obarvovat
z kazdé dvojice jen jeden vrchol. V tomto ptfipadé€ by prvnich 1008 obarvenych vrchold také netvorilo
obdélnik a jedna dvojice protilehlych vrcholi by byla kompletné neobarvena. Pak neni zcela ziejmé,
ze by pridanim poslednich dvou vrcholt vznikl cerveny obdélnik. Podobnych postupt obarvovani
by slo nalézt jesté vice a kazdy z nich by si pritom zaslouzil alespon struény komentar.

(Martin ,E.T.“ Sykora)

Uloha 3.
Najdéte sestitihelnik, ktery lze rozdélit rovnym fezem na CtyFi shodné trojihelniky.

(Anh Dung ,, Tonda“ Le)

RESENI:

Hledany Sestithelnik mutze byt napiiklad tento:



Rez rozdéli sestitihelnik ABCDEF na &tyfi trojuhelniky o stranach 1, 2 a v/5 (tedy shodné podle
véty sss). Podminky v zadéani jsou splnény.

PozNAMKY:

Jak na spravné reseni prijit? Polozme si otdzku, pod jakym thlem « muizZe fez protinat kteroukoliv
stranu Sestithelnika. Na druhé strané fezu totiz vznikne dopliikovy thel 180° — «, a pokud jsou tyto
dva thly rtizné, nemohou se oba vyskytovat ve shodnych trojihelnicich. Rez tedy protina strany
jediné pod pravym thlem — a s touto znalosti uz neni tézké vhodny Sestitihelnik sestrojit.

Dale bych chtél poznamenat, Ze v ilohach, kde stac¢i najit néjaké jedno feseni, stac¢i zkonstruovat
feseni (v této uloze naptiklad obrazkem) a ovéfit, ze vyhovuje podminkdm v zadani. Obsirny postup
tentokrat nebyl nutny.

Z definice prilozené k zadani nebylo zcela jasné, zda pouhy dotyk povazujeme za protinani
se. Néktefi ucastnici tedy za Sestitthelnik povazovali i dva trojuhelniky dotykajici se vrcholy. Za
nejasnost se omlouvame. Radi bychom ale také pfipomnéli, Ze pokud vam pfipada na zadani néco
divné — a vySe popsany ,Sestitthelnik® je skutecné dost zvlastni — pak je vzdy lepsi se nas zeptat
na mks@mff.cuni.cz. (Lucien Sima)

Uloha 4.
Rozhodnéte, zda pro néjaky stouhelnik plati, Ze pro zadné n < 100 neni mozné vybrat n jeho stran
a slozit z nich n-thelnik.

(Matéj Konecny)

RESENT:
Uvédomime si, ze n-thelnik lze slozit z n tsecek praveé tehdy, kdyz je délka kazdé usecky mensi nez
soucet délek zbylych tsecek. Ukazeme, 7e stotihelnik se stranami 20, 21, 22 ... 298 2299 _ 15

spliiuje zadani.

Nejprve ukazeme, Ze tento stothelnik umime sestrojit. Potfebujeme ukazat, ze nejdelsi jeho
strana je kratsi nez soucdet délek viech ostatnich: 20 421 4 ... 4298 =299 _ 1 5 299 _ 15,

Déle ukazeme, ze pro n < 100 nejde z zadnych n jeho stran sestrojit n-tihelnik. Reseni rozdélime
na dva ptipady. Pokud je mezi vybranymi stranami nejdelsi strana o délce 299 —1,5, zbylych nejvyse
99 stran mize mit v souétu délku nejvyse 21 + 22 + ... 4298 = 299 _ 2 coy je ostfe mensi nez
299 _ 1.5. To znamend, 7e v tomto p¥ipadé nepiijde n-thelnik sestrojit. Pokud mezi vybranymi
stranami neni 299 — 1,5, pak bude mit nejdelsi strana délku 2% pro néjaké vhodné k. Soucet délek
véech kratgich stran je 20 4+ 21 4+ ... 4 2F=1 = 2k _ 1, a tedy at z kratsich stran vybereme jejich
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jakoukoli podmnozinu, nejdelsi strana bude vzdy ostie del$i nez soucet délek ostatnich stran a
n-uhelnik neptijde sestrojit.

POZNAMKY:

Vétsina fesiteld prisla na konstrukei prikladu pomoci stran, jejichz délky jsou mocninami dvojky.
Neékteri si ale neuvédomili, ze samotny stotuhelnik musi jit zkonstruovat a nebo se jim nepodarilo
konstrukci upravit tak, aby i zkonstruovatelny stouhelnik stale splioval zadani.

Velmi casto se pro ptiklad nezkonstruovatelného n-tihleniku z n tsecek pouzivala rovnost délky
nejdelsi strany a souctu délek ostatnich tsecek, kdy by vysledny n-thelnik byl degenerovany do
usecky. To je samoziejmé v poradku, ve vzorovém feSeni jsem se tomu vyhnul jen pro vétsi pre-
hlednost. (Martin Tépfer)

Uloha 5.

Upovidana ovecka se kazdy den pase na nékterém vrcholu daného 2017uhelniku. Zly vlk chce
ovecku sezrat. Aby to mohl udélat, musi byt néjaky den ve stejném vrcholu 2017ihelniku jako
ovecka, pfi¢emz i-tou noc se musi presunout po obvodu mnohothelniku o pravé i vrcholi, pocinaje
prvai noci. Nastésti pro vlka je ovecka upovidand, a tak vSechna zviidtka (vcetné vlka) dopfedu
védi, kde se ktery den bude past. Kolik nejméné dni potiebuje vlk, aby byl ovecku vzdy schopen
chytit nezavisle na tom, ve kterém vrcholu se sam prvni den nachazi?

(Jakub Lowit)

RESENT:

Rozmyslime si, Ze se nas tloha vlastné pta na to, ktery den je vlk poprvé schopen byt na libovolném
vrcholu 2017uhelniku. Dokud totiz existuje vrchol, na ktery se dany den nemuze dostat, ovecka se
muze past pravé tam.

Ulohu nyni pieformulujeme: Zajima nés, pro které nejmensi n existuje pro kazdé x z mnoziny
{0,1,2,...,2016} takova posloupnost (am)?,_q, Zze |am| = m a soudet celé posloupnosti je kon-
gruentni s  modulo 2017. Za pomoci predchoziho pozorovani snadno nahlédneme, ze tato otazka
je ekvivalentni otazce z ulohy.

V preformulovavéani tlohy miZeme ale jesté pokracovat. VSimneme si, ze pokud navic k souctu
posloupnosti pficteme néjaké pevné cislo, tak se nezméni pocet zbytkovych t¥id modulo 2017, do
nichz se umime dostat. Dokonce ho mizeme i vydélit?2 pevnym ¢&islem nesoudélnym s 2017, a pocet
pokrytych zbytkovych tiid se téz nezméni. Muzeme tedy k souctu posloupnosti navic pficist jesté
soucet vSech cisel od 1 do n; to je ale totéz, jako kdybychom misto ¢isel, ktera jsou v posloupnosti
zapornd, brali nulu a kladna pficetli dvakrat. Kdyz nyni jesté vydélime soucet dvéma, podafilo se
nam preformulovat tlohu nésledovné:

Zjistéte, pro jaké nejmensi n umite pro kazdé x € No,0 < z < 2016 vybrat podmnozinu mnoziny
{0,1,2,...,n} se souctem x.

Je zjevné, ze n musi byt tak vysoké, aby soucet ¢isel od jedné do n byl alespon 2016. Dosadime-li
do znamého vzorce n(n + 1)/2 > 2016, dostaneme kvadratickou nerovnici, kterou upravime jako
(n —63)(n + 64) > 0. Odsud vime, Ze n je alesponi 63. Nyni ukazme, Zze pro n = 63 pokryjeme i
vSechna ¢isla mensi nez 2016. Budeme postupovat indukci, tedy zkonstruujeme mnozinu pokryvajici
nulu a ukdzeme, jak z mnoziny pokryvajici x < 2016 vyrobime mnozinu pokryvajici  + 1.

Nulu zjevné pokryjeme prazdnou mnozinou. Nyni méjme néjakou mnozinu M se soultem z;
ukézeme, jak ji pfedélat na mnozinu se soutem z + 1. Pokud je néjaké k < 63 v M, ale k + 1 ne,
muzeme v M nahradit k ¢islem k + 1. Pokud takové k neexistuje, ale jednicka v M neni, mizeme
do M pridat jedni¢ku. Pokud jednic¢ka v M je, a pro kazdé k < 63 z M je v M i k+ 1, tak uz jsou

2Jak presné funguje déleni pii moduleni si mizes pie¢ist v néjakém &lanku, ktery se vénuje
déleni nad kone¢nym télesem. My ale budeme délit ¢isla pouze jejich déliteli, coz funguje presné
tak, jak jsi zvykly (zvykld), takze se kone¢nymi télesy viibec nemusis trapit.
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v M nutné vSechna ¢isla, soucet tedy uz dosahl 2016 a my jsme jiz zkonstruovali vhodnou mnozinu
pro kazdé x < 2016.

Vik chyti ovecku bud 63., nebo 64. den v zavislosti na tom, jestli den pfed prvni noci oznac¢ime
jako den 0 nebo den 1.

POZNAMKY:

Vétsina fesitelit nevyuzila moznosti preformulovat si zadani jako ve vzoraku, coz ¢asto vedlo k tomu,
ze bylo néjaké znaceni ponékud kostrbaté nebo Spatné definované.

Mnohem horsi je ale fakt, ze opravdu nadpoloviéni vétsina fesiteld pouzila skuteénost, ze pro
kazdé x najdeme podmnozinu {1,...,n} se souétem z, bez diikazu. Casto toto tvrzeni nebylo ani
zformulovano. Bez néj ale viibec neni jasné, ze cely dikaz funguje. Proto jsem feSenim, kde jsem
nenasel ani ndznak dikazu (popf. evidentné nefunkéni dtikaz) tohoto tvrzeni, strhaval jeden bod.

Neékolik fesiteld téz nepfislo na to, ze do zavérecné nerovnosti nepatifi 2017, nybrz jen 2016, kvuli
¢emuz jim vyslo o den vice. I tato chyba byla potrestana jednobodovou ztratou. Néktefi feSitelé se
také pokouseli ukazat pfimo, ze se i-ty den pocet vrchold, kde umi vlk byt, zvysi o i. V takovych
feSenich vsak ¢asto chybél jakykoli dikaz, a tak vétsina z nich nedosdhla ani na t¥i body. Opét se
vSak nasli FeSitelé, ktefi poslali bezchybné a jasné sepsané elegantni feSeni, i tentokrat jsem tedy
mohl udélit nékolik +i. (Viki Némecek)

Uloha 6.

Dva shodné pravidelné n-uhelniky se piekryvaji tak, ze jejich prinik je 2n-ahelnik (ne nutné pra-
videlny), jehoz hrany postupné dokola o¢islujeme ¢isly 1 az 2n. Dokazte, ze soucet délek jeho sudé
ocislovanych stran je stejny jako soucet délek jeho stran s lichym c¢islem.

(David Hruska)

RESENI:

Dizky stran nasho 2n-uholnika si oznaéime ai,as,...,a2,. Nad kazdou z tychto stran je troju-
holnik (trojuholnik nad stranou a; ozna¢ime A;), ktorého treti vrchol (prvé dva st koncové body
danej strany) je vrchol jedného z n-uholnikov. Trojuholniky zodpovedajice susednym stranam su
podobné, pretoze maju dva rovnaké vrcholové uhly, okrem toho mé kazdy jeden uhol z jedného z
povodnych pravidlenych n-uholnikov, a tie s tiez rovnaké. Preto su si vSetky trojuholniky A; na-
vzajom podobné. Zvysné strany v trojuholniku A; si oznacime b;, c;, a to tak, aby vdaka podobnosti
platilo

bu_ b bon on_c_ _Cn

al a2 a2n al a2 a2n

pre nejaké p, r kladné.



C1 bl

A

c2 1

[ a1
AQ as
b @
as
ar
aq
ag
as

Teraz vyjadrime obvod n-uholnikov pomocou stran nasich trojuholnikov. Kedze susedné strany
2n-uholnika nikdy nepatria do toho istého trojuholnika, dostavame, ze obvod prvého n-uholnika je
Yoy @2k + bag_1 + cap—1 a druhého Y}, ask—1 + bag + cax. NaSe n-uholniky su zhodné, preto
maja rovnaké obvody, a teda dostavame

n n
> ok +bop—1 +cor—1 =Y azk—1 + bak + c2k.
k=1 k=1

Dosadime koeficienty podobnosti a mame

n n
Z G + pagg—1 +ragg—1 = Z Ggp—1 + pazk + razk—1,
k=1 k=1

1— —ri 1— —-T Zagkl

Pokial by 1 — p — r = 0, tak by sme dostali a3 — pa; —ra; = 0, a teda a3 — b1 —c1 = 0.
Trojuholnik A; by nespliioval trojuholnikovii nerovnost. Preto 1 — p — r je nenulové, mozeme nim
nerovnost vydelit, a dostavame, ze sucet dlzok neparnych stran je rovnaky ako stuéet dizok parnych
stran.

POZNAMKY:
Je doélezité si uvedomit, Ze na to, aby prienik dvoch rovnakych pravidelnych n-uholnikov bol 2n-
uholnik, musia byt Gtvary umiestnené ako na obrazku. Toto sa dd nahliadnut nasledovne.

Oznacime pravidelné n-uholniky A, B. Pravidelny n-uhlonik A je konvexny, a preto kazda tsecka
ho pretina v najviac dvoch bodoch. Kazda strana n-uholnika B teda pretina n-uholnik A v prave
dvoch bodoch. Tieto dva prieseéniky musia lezat na susednych stranach, inak by jedna strana
n-uholnika A Zziaden priese¢nik nemala.

Bohuzial pri zadavani tejto tlohy sme si neuvedomili, Ze sa treba vysporiadat aj s touto éastou
ulohy, pretoze skutoénym cielom nemalo byt rozoberanie postavenia n-uholnikov, ale dokazanie
danej rovnosti. Preto sme sa rozhodli nestrhavat body za zabudunutie popisu vzajomnej polohy
n-uholnikov a chvalime riesitelov, ktori sa tym vo svojom rieseni viac ¢i menej zaoberali.

Samotni rovnost dokazovala vicsina riesitelov podobne ako vzorové riesenie, ob&as ludia zab-
adali vysvetlit, preco rovnost mézu vydelif. Nasli sa aj nejaki, ktori tlohu vyriesili tak, ze rozlozili
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zobrazenie, ktoré zobrazilo jeden n-uholnik na druhy na otocenie a posunutie, a ukazovali, Ze tieto

(Marta Kossaczka)

Uloha 7.

Pro n > 3 je dan konvexni n-tuhelnik K, jehoz zadné ¢tyri vrcholy nelezi na jedné kruznici. Troj-
thelnik dany trojici vrcholu n-tuhelniku K nazveme pokryvact, pokud jemu opsany kruh pokryva
K. Dokazte, ze pokryvacich trojuhelniki je pfesné n — 2.

(Rado Svarc)

RESENT:

Nejprve ukazeme, ze existuje triangulace K, jejiz vSechny trojuhelniky jsou pokryvaci. Vezmeme si
libovolnou stranu n-thelnika AB. Pro v8echny vrcholy K kromé A a B se podivame na thel, pod
nimz je z nich vidét tse¢ka AB (K je konvexni, proto jsou vSechny tyto vrcholy v jedné poloroviné
uréené pfimkou AB). Oznacime si C' vrchol, pro ktery je tento uhel nejmensi. Nyni z vlastnosti
obvodovych thld vime, ze trojuhelnik ABC je pokryvaci. Pokud K je trojthelnik, jsme hotovi,
jinak necht BUNO AC neni v K strana, ale thlopficka.

Vsimneme si, Zze pro libovolny vrchol X mnohothelnika K, ktery nelezi v poloroviné ACB,3
obsahuje kruh opsany AACX v8echny vrcholy K, které jsou v poloroviné ACB. To plati proto,
ze X urcité lezi stejné jako tyto vrcholy v kruhu opsaném AABC. Hrani¢ni kruznici tohoto kruhu
nazveme k. Kruznice | opsand AACX je v poloroviné ACX uvnitf kruznice k a ma s ni pravé dva
spole¢né body A, C. V poloroviné ACB tedy lezi vné k, a proto v ni v této poloroviné lezi vse, co
lezi v kruznici k. Kruh opsany trojuhelniku ACX tedy pokryva ¢ast K lezici v poloroviné ACB.

Diky tomu muzeme stejnym zpusobem, jakym jsme nasli ABC, najit trojahelnik pokryvaci
éast K lezici v poloroviné ACX s jednou hranou AC. Z predchoziho vime, Ze je tento trojuhelnik
pokryvaci i pro cely K. Dalsim aplikovanim tohoto postupu na kazdou thlopficku K, ktera se stane
hranou néjakého pokryvaciho trojuhelnika, najdeme triangulaci, kterou jsme hledali.

Tim jsme ukézali, Ze v K je alespon n — 2 pokryvacich trojuhelnikt, pravé tolik trojahelniki
totiz ma kazda triangulace. Nyni stac¢i ukazat, ze zadné dalsi pokryvaci trojuhelniky uz neexistuji.

Bud L, M, N a O vrcholy K, které lezi na obvodu K v tomto pofradi. Ukédzeme, Ze nemuze
existovat pokryvaci trojihelnik se stranou LN a soucasné jiny se stranou MO. Kdyby existovaly,
musela by usecka MO lezet v néjaké kruznici nad tseckou LN. Z vlastnosti obvodovych ahla by
tedy musel byt soudet velikosti thld LM N a NOL vétsi nez 180°. Soucasné by ale symetricky
musel byt vétsi nez 180° i soucet thla MNO a OLM, coz je ve sporu s tim, ze soucet uhla ve
étytthelniku LM NO je 360°.

Protoze uz ale mame triangulaci z pokryvacich trojahelnikii, musel by kazdy dalsi trojuhelnik
protinat néjaky jiz nalezeny zptisobem, o némz jsme pravé dokazali, Ze neni mozny. Pokryvacich
trojahelnikt je tedy pravé n — 2 a tvrzeni je dokazano.

POZNAMKY:
Zhruba tretina reSitelt se snazila ulohu fesit od zacatku indukci, coz typicky vedlo k dlouhému
feSeni, které se podarilo dovést do tspésného konce jen Paviu Turkowvi.

Dalsi asi polovina feseni vice ¢i méné kopirovala vzorak, mnozi resitelé vSak zapomnéli na
posledni ¢ast, tedy ukazat, ze zadné jiné pokryvaci trojuhelniky neexistuji. Ti dostali po ¢tyfech
bodech. Nékolika feSitelim se naopak povedlo krasné sepsané kompletni feseni, ti pak byli po
zéasluze odmeénéni +i. (Viki Némecek)

3Znacenim ,polorovina ACB“ méme na mysli polorovinu s hraniéni piimkou AC, v niz lezi
bod B.



Uloha 8.

Rado a kaktus hraji logickou hru s pravidelnym (2n + 1)-thelnikem, kde n > 1 je pfirozené ¢islo.
Hraji stridavé, pricemz Rado zacina a kazdy z nich ve svém tahu zacerni jeden dosud nezacernény
vrchol. Vyhraje ten, po jehoz tahu na papife nezbude zadny ostrouhly trojahelnik s vrcholy v ne-
zacernénych vrcholech piivodniho (2n + 1)-tihelniku. V zdvislosti na n urcete, kdo ma vyhravajici
strategii.

(Rado van Svarc)

RESENI:
Ulohu budeme fesit indukci, ale protoze viibec neni vidét, jak provadét indukéni krok, udélame
nejprve nékolik pozorovani, které nam tlohu pfevedou na jinou, lépe uchopitelnou.

Oznac¢me si stied kruznice opsané nasemu mnohothelniku jako O. Pokud A, B a C jsou tfi rizné
vrcholy mnohothelnika, pak {ABC' je ostry praveé tehdy, kdyz je oblouk ABC delsi nez polovina
obvodu kruznice. To nastane pravé tehdy, kdyz je O (ostfe) na stejné strané od AC jako B. To
samé udélame i pro thly <BCA a <CAB a dostaneme, ze AABC je ostrotuhly pravé tehdy, kdyz
O lezi uvnitf néj. S timto pozorovanim lehce vydedukujeme nasledujici lemma.

Lemma. Ostrouhly trojuhelnik s vrcholy v nezacernénych vrcholech neexistuje pravé tehdy, kdyz
existuje n zacernénych za sebou jdoucich vrcholi.

Diikaz. Vytvorme si konvexni mnohotuhelnik M z nezafernénych vrcholi. Necht AB je jedna jeho
strana. Bod O lezi od AB ve stejné poloroviné jako zbytek M pravé tehdy, kdyz mezi A a B je
nejvyse n— 1 vrcholu. Z toho plyne, Ze neexistence n zacernénych vrcholu vedle sebe je ekvivalentni
tomu, ze od kazdé strany M lezi O ve stejné poloroviné urcené tou stranou jako zbytek M, neboli
O lezi uvniti M.

Nyni pokud by existoval ostrothly trojuhelnik z nezacernénych vrchold, pak O lezi uvniti néj,
takZe neexistuje n za sebou jdoucich zacernénych vrcholi.

Na druhou stranu pokud neexistuje n za sebou jdoucich zacernénych vrcholi, pak O lezi uvnitf
M, takze roziezanim M na trojthelniky ur¢ité najdeme néjaky, uvnitt kterého je O (nemtize byt
na hranég, protoze 2n + 1 je liché ¢islo), a tento trojuhelnik proto bude ostrothly. U

Nyni si v§imnéme, Ze se v tuto chvili uz viibec nemusime zabyvat ostroihlymi trojihelniky a néas
(2n 4+ 1)-thelnik nemusi byt pravidelny. Staci uvazovat, ze Rado a kaktus prosté hraji na obecném
(2n + 1)-ahelniku a vyhrava ten, kdo prvni zacerni n za sebou jdoucich vrcholéi. Tady uz vcelku
jednoduchou indukci ukazeme, Zze Rado nema Sanci.

Pro n = 2 hrajeme na pétithelniku. Tam vyhraje ten, kdo prvni zacerni dva za sebou jdouci
vrcholy. Tudiz Rado prvnim tahem urcité nevyhraje, ale kaktus jednoduse vyhraje druhym tahem
tak, Ze zacCerni jeden ze sousednich vrcholi.



Nyni necht kaktus umi vyhrat pro (2n — 1)-thelnik pro n > 2. UkdZeme, Ze umi vyhrét i pro
(2n + 1)-thelnik, ktery si oznac¢ime M. Cilem je zjevné jako prvni zadernit n za sebou jdoucich
vrchola.

At Rado v prvnim tahu zahraje kamkoliv (nazvéme tento vrchol R), kaktus zahraje do jednoho
z vrcholtl, které jsou nejdal od Radem zadernéného (nazvéme jim zvoleny vrchol K'). Takze budou
zaCernéné dva vrcholy, které mezi sebou maji n nezacernénych vrcholi v jednom sméru a n — 1
ve druhém. Nyni si kaktus pfedstavi, Ze se hraje jen na (2n — 1)-thelniku ze zbyvajicich vrcholi,
ktery nazveme N. Tam uz zné vyhravajici strategii a hraje podle ni.

Proc¢ tento postup funguje? Zjevné jde o to ukéazat, ze souvisly tsek n zacernénych vrchola v M
vznikne pravé tehdy, kdyz v N vznikne souvisly tsek n — 1 zacernénych vrcholu.

Prvné, pokud v M je souvisly zaCernény tsek délky n, pak urcité v N je souvisly tusek délky
n — 1. To plati proto, Ze souvisly usek délky nm nemiize obsahovat zaroven R i K, a tedy v N se
toto projevuje jako souvisly tsek délky n nebo n — 1.

Na druhou stranu, necht v N existuje n — 1 za sebou jdoucich zac¢ernénych vrcholt. Potom tento
usek v M obsahuje uvnitf sebe nebo alespont na jedné strané od sebe jeden z vrcholi R nebo K,
protoze nejdelsi tsek mezi R a K méa n vrcholi. Pak se ale do tohoto tiseku d4 R nebo K pridat a
dostaneme souvisly tsek zacernénych vrcholi v M délky n.

Tim méme hotovo a dostavame z toho, Ze Rada vzdycky rozdrti kaktus.

POZNAMKY:

Indukce byla v takovéto neindukéni uloze celkem trik a to se také projevilo na pocétu spravnych
feseni. Obzvlast u takovéto obtizné stravitelné tlohy bych rad pochvélil vSechny, ktefi se snazili
psat sva feseni tak, aby se dala ¢ist :) (Rado van Svarc)



